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VEERTIENDE JAARGANG. 
1917 —1918. 


_ FiRMA P. VISSER Azn. — HAARLEM. Ò 
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VOORREDE. 
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in de voorrede van den len jaargang komt de volgende 
zinsnede voor: 

>Wat paedagogische onderwerpen aangaat, zal worden 
zorg gedragen, dat deze niet het grootste gedeelte van 
het tijdschrift zullen innemen; aan beknopte besprekingen 
van methoden zal gaarne een plaats worden ingeruimd.” 

In den laatsten tijd is er woeling op het gebied van 
het wiskunde-onderwijs. Door invloeden, die ook in 
Duitschland en Frankrijk gewerkt hebben, zijn en worden 
pogingen aangewend om tegen het wiskunde-onderwijs 
op te treden. Nu is dat onderwijs ongetwijfeld — evenals 
alle andere zaken — voor verbetering vatbaar; het is 
echter verkieselijker, dat de verbeteringen worden aange- 
bracht door deskundigen dan wel dat ze worden gede- 
creteerd van hoogerhand. 

Daarom zal het Wiskundig Tijdschrift thans ruimer plaats 
toestaan voor paedagogische onderwerpen; de redactie is 
echter niet voornemens het karakter van het W.T. te 
veranderen. De andere rubrieken zullen blijven bestaan, 
en zelfs worden vermeerderd. 

De redactie spreekt de hoop uit, dat aan de drie 
oproepingen, waarmede deze jaargang begint, in ruime 
mate zal worden gehoor gegeven. Zij vertrouwt, dat de 
wiskunde-leeraren in het algemeen zullen overeenstemmen 
met een andere zinsnede uit de voorrede van den len 
jaargang : 

Het is in geen geval de bedoeling, aan te sporen tot 
uitbreiding van de leerstof aan H.B.S. en Gymnasta ; 
veel meer zullen gemotiveerde voorstellen omtrent vereen- 
voudiging gaarne opgenomen worden.” 
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Wiskunde-Onderwijs. 


In den laatsten tijd is er veel gesproken en geschreven 
over vereenvoudiging van het onderwijs in wiskunde aan 
de hoogere burgerscholen. In het Weekblad voor gymna- 
siaal en middelbaar onderwijs. verschenen daarover een 
aantal verhandelingen. 

De redactie van het Wiskundig Tijdschrift zou gaarne 
de verschillende opvattingen in dit tijdschrift besproken 
zien, om daardoor zoo mogelijk te komen tot een uitkomst, 
waarmede het meerendeel der wiskunde-leeraren zich kan 
vereenigen. Daartoe zal de December-aflevering van het 
W. T. beschikbaar worden gesteld. 

De redactie zal gaarne kleine of groote verhandelingen, 
mededeelingen, opmerkingen, enz. ontvangen betreffende 
het onderwijs in wiskunde en werktuigkunde, eventueel 
ook natuurkunde en cosmographie, — op ervaring gegrond. 

Opmerkingen van enkele regels zullen even welkom zijn 
als uitvoerige verhandelingen. 

Zij hoopt, dat niemand zich zal laten weerhouden zijn 
meening te kennen te geven ‘omtrent de verschillende 
stroomingen. 

Door geen bepaalde vakken aan te geven, hoopt zij over 
het geheele gebied der lagere wiskunde mededeelingen te 
ontvangen, welke gegroepeerd kunnen worden, en daarna 
zoo noodig in volgende afleveringen van het W.T. groeps- 
gewijze nader kunnen worden besproken. 

Bij eventueele discussies zal de redactie zich houden aan 
de mededeeling in de voorrede van den eersten jaargang 
van het W. Ts dat aanvallen op personen niet kunnen 
worden toegelaten. 

‚in den vorigen jaargang zijn enkele onderwerpen ge- 
noemd (bladz. 213). 
Daaraan kunnen nog de volgende worden toegevoegd: 
9. Is het wenschelijk en mogelijk, dat de differentiaal- 


6 


en integraalrekening wordt opgenomen in het leerplan 
van H.B.S. en Gymnasium ? 

10. Moet het onderwijs aan meisjes anders zijn dan 
aan jongens ? E 


Differentiaal-vergelijkingen. 


Bij zijn Dissertatie „Over sterfteformules en lijfrenten” 
(4 Juni 1917 te Utrecht) geeft de heer Dr: J. DU SAAR als 
stelling : 

„Het verdient aanbeveling, tabellen aan te leggen van 
reeds opgeloste differentiaal-vergelijkingen.” | 

De redactie van het W. T. wil gaarne medewerken om 
zulke tabellen tot stand te brengen, en wil daarvoor plaats 
beschikbaar stellen in het W. T. 

Omdat het bij elkander brengen van opgeloste differen- 
tiaal-vergelijkingen niet doenlijk is voor een of twee per- 
sonen, richt de redactie het verzoek tot alle belangstellenden, 
te willen medewerken door toezending van differentiaal- 
vergelijkingen met de antwoorden (niet de volledige oplos- 
singen, maar zoo noodig de hoofdpunten daarvan), of om 
opgave van de plaatsen in boeken of tijdschriften, waarin 
zulke vergelijkingen worden gevonden, aan den heer 
Dr. J. pu SAAR, Willem Barentzstraat 25 te Utrecht, of aan 
de redactie, Mathenesserlaan 284, Rotterdam. 


Werktuigkunde, 


In de laatste jaren komen er meer en meer sandidaten 
voor de beide middelbare akten voor Werktuigkunde. 

De redactie wil daarom een vaste plaats inruimen voor 
behandeling van vragen en vraagstukken, waarin die 
candidaten belang stellen. 


ï 


De eerste ontwikkeling onzer meetkunde 


DOOR 
Dr. L. M. KLINKENBERG (Delft). 
(Vervolg van bladz. 180, 13en Jg.) 


VL. Pythagoras en de Pythagoreeërs. 


Pythagoras, ongeveer 570 v Chr. op Samos geboren, is 
een van de merkwaardigste figuren der oudheid. Hij woonde 
eenige jaren in Egypte en stichtte later te Croton, een 
Dorische volksplanting in Z. Italië, een wijsgeerig centrum. 
Het ligt niet op onzen weg een beschrijving te geven van 
P.’s leven of liever van het weinige wat hierover na kri- 
tische schifting bekend is; men vindt het in elke geschie- 
denis der wijsbegeerte. Wel is het voor onze beschrij- 
ving van belang te wijzen op het eigenaardige aaneen- 
gesloten karakter van den bond, gevormd door P. en zijn 
leerlingen. Het beste kan men dien vergelijken met de 
geestelijke ridderorden der middeleeuwen, bijv. die der 
Tempelridders; het gewelddadig uiteinde, althans de 
tijdelijke verspreiding van den bond van Pythagoras’ 
leerlingen als staatkundige macht omstreeks 500 v. Chr. 
verhoogt ook uiterlijk de mate dier overeenkomst. Hun 
levensdiscipline, hun geestelijke onderhoorigheid aan den 
stichter hunner gemeenschap, wiens woord voor hen bin- 
dend was (aörss ëpa, Hij heeft het gezegd), hun stelregel 
om hun vindingen slechts aan elkaar bekend te maken 
zijn overbekend. Zij zouden, volgens Lucianus e.a. tot 
herkenningsteeken het pentagram gehad hebben, den ster- 
vijfhoek, waaraan zij mystische of afgesproken beteeke- 
nissen hechtten. 

Jamblichus, een Constantinopolitaan uit de 5e eeuw, 
een in ‘t algemeen vrij onbetrouwbaar biograaf van 
Pythagoras, doet een verhaal, dat in elk geval kenschet- 
send is: de Pythagoreeër Hippasus zou op zee verdronken 
zijn tengevolge van het schenden van zijn eed, daar 
hij de door hem zelf gevonden methode om den dode- 
caeder in en om den bol te beschrijven, verraden had. 
„Hem komt wel”, zegt Jamblichus „de roem der ontdek- 
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king toe, maar ze was het eigendom van Hem” (êreiveu). 

Wij kunnen de ontdekkingen van Pythagoras zelf dan 
ook niet voldoende onderscheiden van die zijner volgers en 
deze veelal niet van die hunner tijdgenootén. Maar in elk 
geval zijn de wiskundige praestaties der Pythagoreeërs 
niet gering. Het algemeene standpunt der toenmalige 
wiskunde wordt goed gekenschetst door Proclus, wanneer 
hij zegt, dat Pythagoras aan de wiskunde dat strenge 
karakter. gaf, dat zij later zou dragen en dat hij haar tot 
een grondbestanddeel van de beschaafde opvoeding verhief. 
En volgens Aristoxenus, een Peripateticus, kwam den 
Pythagoreeërs de roem toe, dat zij de wiskunde verhieven 
boven wat de koopmanschap behoefde, het was hun sie- 
raad dat zij kennis zochten en geen rijkdom, of, volgens 
een hunner stelregels, ze gebruikten de figuren om een stap 
vooruit te doen, niet om er drie obolen mee te verdienen. 

Een groot deel van de gewone lagere planimetrie moet 
den Pythagoreeërs bekend geweest zijn, ofschoon niet in 
dien aaneengesloten vorm, waarin wij ze kennen. Vermoe- 
delijk was hun bekend, wat in Eucl. [ en II staat over de 
snijding van twee lijnen door een derde, de eigenschappen 
van den driehoek en zijn bepaaldheid uit drie elementen, 
het parallelogram, de rechthoekige driehoeken, weldra ook 
de gulden snede. Of Pythagoras zelf het naar hem genoemde 
theorema van den rechthoekigen driehoek ontdekt heeft, 
is niet zeker. Bij de oude schrijvers bestaat dienaangaande 
verdeeldheid; wij bezitten hierover slechts plaatsen na 
Chr. geb.; Cantor meent dat de doorslag ten gunste van 
P. gegeven wordt door Proclus, omdat P. volgens hem de 
theorie der onmeetbare getallen uitvond. Voor ons is dit 
betoog niet klemmend, want die theorie had ons inziens 
in eersten aanleg ook wel zonder kennis van het meet- 
kundig theorema opgesteld kunnen zijn; we meenen dat 
de plaats bij Proclus hoogstens bewijst, dat het theorema 
niet vóór P. kan gevonden zijn. Een betere, ofschoon 
geen afdoende bewijsgrond schijnt ons een andere plaats 
bij Proclus, volgens welke Pythagoras door de vormen 
2ad-1, 24? 2e en Za? +241 te nemen, het probleem 
oploste om getallen te zoeken wier quadraat gelijk is aan 
de som van twee andere quadraten. Het behoeft bij die 
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onvoldoende zekerheid geen verwondering te wekken, dat 
het geheel in het duister ligt of en op welke wijze het 
theorema oorspronkelijk bewezen is. Door verschillende 
auteurs is, op grond van vage litteratuurgegevens of waar- 
schijnlijkheidsredeneeringen, gepoogd de bewijsmethode 
van Pythagoras te reconstrueeren. Hoppe, een hedendaagsch 
Duitsch schrijver, veronderstelt den meer algebraïschen 
bewijstrant, dien men ook in vele onzer schoolboeken aan- 
treft en die berust op de eigenschap, dat de rechthoeks- 
zijden middenevenredig zijn tusschen hun projectie op de 
schuine zij en de schuine zij zelf Bretschneider pleit voor 
een zuiver meetkundig bewijs, waarbij het quadraat op de 
hypotenusa a naar den binnenkant gelegd wordt en waarbij 
vervolgens de quadraten op de rechthoekszijden b en c 
aangevuld worden tot een groot quadraat met b+c als 
zijde; het blijkt dan onmiddellijk, dat bet vierkant op a en 
de som van de vierkanten op b en c evengroot zijn, omdat 
bij beide viermaal de driehoek opgeteld kan worden om 
het vierkant op b+c te krijgen. Cantor acht het, op grond 
van een plaats in Plato's Menon, waar Socrates een vier- 
kant in allerlei deelen verdeelt en deze weer tot andere 
figuren samenvoegt, wel mogelijk, dat de Pythagoreeëörs 
het theorema eerst voor den gelijkbeenigen rechthoekigen 
driehoek zouden bewezen hebben, maar hij, Cantor, zegt 
dan zeer terecht „wie der weitere Fortschritt zum Beweise 
des allgemeinen Satzes vollzogen wurde, darüber ist man 
in keiner Art unterrichtet.” Ons wil het toeschijnen, dat 
het theorema, desnoods ook in zijn toepassing op andere 
figuren dan vierkanten, oorspronkelijk zonder bewijs kan 
gebruikt zijn ; het mathematisch experiment, het voorloopig- 
zonder-bewijs-probeeren moet — het tegendeel zou psycho- 
logisch ondenkbaar zijn —een groote rol gespeeld hebben ; 
en daar ook in het algemeen de strengheid van den wiskun- 
digen betoogtrant zich in dien ouden tijd wel degelijk pas met 
de wiskunde zelf zal hebben moeten vormen, overschat men 
de analogie met onzen tijd, indien men aan elke ontdekking 
van een wiskundig theorema een bewijs wil koppelen. 
Verder kenden de Pythagoreeërs, en volgens Proclus 
ook Pythagoras zelf, de vijf regelmatige lichamen. Aan 
deze verbonden zij de diepere beteekenis, dat het sym- 
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bolen zouden zijn van de vier elementen en het heelal 
(het viervlak = het vuur, het achtvlak = de lucht, het 
twintigvlak — het water, het zesvlak = de aarde, het 
twaalfvlak = het heelal). Hun was ook de gulden snede 
bekend (deze naam dateert eerst uit de 19e eeuw) ; verder 
kende P. een uitgebreide leer der evenredigheden, waar: 
door hij bij twee gegeven figuren een derde kon con- 
strueeren die even groot als de eene en gelijkvormig met 
de andere is. Plutarchus die ons dit laatste meedeelt, voegt 
erbij: „Pythagoras bracht bij deze ontdekking een offer 
aan de Goden, want dit theorema is veel mooier en 
wetenschappelijker dan dat omtrent de gelijkheid van het 
guadraat der hypotenusa en de som van de quadraten 
der rechthoekszijden”. 

Niet de zuiver meetkundige intuïtie had tot deze -ont- 
dekkingen gevoerd: voor de Pythagoreeërs was de meet- 
kundige figuur in de eerste plaats een samenstel van ge- 
tallen grootheden ; zoowel het theorema van den recht- 
hoekigen driehoek als het construeeren van evenredige 
figuren of regelmatige lichamen beteekende voor hen een 
opbouwing uit getallen of uit aantallen. Men zou kunnen 
zeggen dat het Pythagoreïsche wiskundige beginsel hierin 
bestaat, de meetkundige grootheden door hun grootte en 
ligging in getallen uit te drukken, ze er zelfs mee te 
identificeeren, omgekeerd ook om de getallen meetkunstig 
te zien. Slechts een geringe stap was dan nog noodig om 
aan al het bestaande, dat immers volgens de wetten der 
meetkunde was opgebouwd, het getal ten grondslag te 
leggen en zoo ontwikkelde zich de philosophie van het 
getal. Is het mogelijk dat Pythagoras, van wien gezegd 
wordt dat hij uit Phoenicische ouders stamde en die volgens 
Strabo ook in Babylon geweest is, hier op Babylonische 
wetenschap voortbouwde? Wij weten het niet zeker, maar 
moeten het toch zeer waarschijnlijk achten. 

Vooral onder de latere Pythagoreeërs der be eeuw v. Chr. 
ontaardde de wetenschap der Pythagoreeërs veelal in een 
soort van getallenmystiek; als voorbeeld hiervan noemen 
we de beteekenis van het getal 36, de zoogenaamde 
rerpanrüg; de tetraktys is de som van de eerste vier even 
en de eerste vier oneven getallen, ze vertoont nog meer 


11 


dergelijke bizonderheden en werd volgens Plutarchus er 
anderen door de Pythagoreeërs als de heilige bron van 
alle goed en kwaad, den hoeksteen van den wereldopbouw 
beschouwd ; later spreekt Plutarchus in dezelfde beteekenis 
van het getal veertig en komt daardoor op misschien niet 
toevallige wijze op het getal dat in de Joodsche en 
Chaldeeuwsche geschiedenis een groote rol schijnt te spelen. 

Wij twintigsteëeuwers kunnen aan deze vroege philo- 
sophie van ket getal een zekere geniale verdienste niet 
ontzeggen. Wel stelden die ouden zich de heerschappij 
van het getal gedeeltelijk anders voor dan wij en hun 
getallenleer verviel veelal in onderzoekingen die men uit 
hedendaagsch oogpunt misschien getallendroomerijen zou 
willen noemen, maar wat mogen we wetenschappelijke en 
wat onwetenschappelijke onderzoekingen noemen? En 
kunnen dan wij, die het getal tot basis onzer metingen, 
tellingen en statistieken maken, die niet enkel de studie 
der zoogenaamde doode natuur, maar ook die der mensche- 
lijke samenleving en der menschelijke geesteswerking 
meer en meer door onze experimenteele en statistische 
onderzoekingen op den grondslag van het getal vestigen, 
niet in die oude Pythagoreïsche wijsheid verwantschap 
met ons eigen denken ontdekken ? 


De school der Pythagoreeërs hield, wij weten niet op 
welke wijze, stand tot ongeveer 400 v. Chr., en loste zich 
toen op in het meer algemeen geworden wiskundige leven. 

Als laatste leider kan Archytas van Tarentum, een van de 
beste wiskundigen der oudheid, beschouwd worden Volgens 
Eudemus stelde hij het probleem der kubusverdubbeling 
identiek met de opgave om tusschen twee gegeven lijnen 
twee middenevenredigen te construeeren ; deze voorstelling, 
arrp=teiy=y:h, geeft blijkbaar voor ,=2a het delische 
probleem #° =2a°. Een zeer merkwaardige oplossing is 
van hem bewaard gebleven; ze is stereometrisch, maakt 
gebruik van de sniĳjfiguur van een kegel en een cylinder 
en kan dus practisch zelfs niet bij benadering uitgevoerd 
worden, maar geeft een hoogen dunk van de toenmalige 
meetkundige praestaties. 


Naast de school van Tarentum zouden wij nog enkele 
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minder belangrijke willen noemeu, alle echter nog steeds 
centra van algemeen wijsgeerig leven: 

1°, de school van Chios. (Oenopides, ong. 500—430 v. Chr.) 

29, de school van Elea in Italië. De stichter was Xeno- 
phanes; door hun bekende problemen, waarin oneindig 
kleine grootheden een hoofdrol spelen, men denke aan 
het vraagstuk van Zeno over Achilles en den schildpad, 
kunnen deze Eleaten wellicht als voorloopers der infinite- 
simaalrekening beschouwd worden. 

8’. de Thracische school. Onder haar wijsgeeren was 
Democritus van Abdera, 5e eeuw v. Chr. de groote atomist, 
ook als wiskundige zeer vermaard. Cicero roemt hem als 
een in meetkunde volmaakt man. Van een paar zijner werken 
zijn slechts enkele korte citaten bij Diogenes overgebleven ; 
zij zijn juist voldoende om te doen zien dat de inhoud handelt 
over de bepaling van het oppervlak eu den inhoud van den 
kegel door verdeeling in lagen. Van een paar andere werken 
zijn ons slechts de titels overgebleven en deze titels nu vormen 
voor ons een waar sfinxraadsel. De eene luidt : zeelt deapooîs 
yvwuovos h mept Valore wordeu vri coxions (over het onderscheid 
van den gnomon of over de aanraking van cirkel en bol). 
Heel begrijpelijk is deze titel niet. Men heeft wel gemeend 
dat hier twee opstellingswijzen van den gnomon in den 
zonnewijzer bedoeld waren, één op het plattevlak, waar- 
door de zonsschaduw den binnenkant van een cirkel raakte, 
en die op een bol, waardoor de schaduw over een deel 
van ’t boloppervlak ging. Doch ook wordt wel gedacht aan 
een schrijffout: yvouovos ZOU yvwuns moeten zijn. Nu is een 
meeningsverschil (apoon yvoune) steeds een gangbaar onder- 
werp voor een schrijver, maar veel verder komt men met 
deze wijziging niet. Met den titel van een ander werk is 
het evenzoo gesteld. Terwijl die bij Diogenes zet áA6yov 
yeamuiv vat vaorov B’ luidt (twee boeken over onmeetbare 
getallen en vaste, substantieële dingen), heeft men wel 
gemeend «at vaorov in wAacrev te moeten veranderen, 
waardoor de boeken zouden handelen over irrationale ge- 
broken lijnen. Of het voldoende de moeite loont bij zulke 
schamele gegevens dergelijke conjecturen te maken kun- 
nen we in ’t midden laten; in elk geval vormt het boven- 
staande een uitstekend voorbeeld van de moeilijkheden 
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waarmee de reconstructie der oude wiskunde te kampen 
heeft. 


Het oudste tijdvak der Grieksche wiskunde spoedde in 
dezen tijd, tegen 400 v. Chr, ten einde. Het Grieksche 
genie had getoond in afgetrokken constructief denken de 
geheele oudheid te overtreffen, het had uit de elementen 
van het ruwe intuïtieve denken een wetenschap opgeroe- 
pen, die al van toen af niet meer het bijproduct van de 
beoefening van andere wetenschappen behoefde te zijn ; 
de wiskunde was bestemd de stammoeder te worden 
van een tot op den huidigen dag aangroeiend aantal 
andere wetenschappen. 


VII. De Atheensche Tijd. 


Tegen het einde der 5e eeuw, toen Athene meer en meer 
het middelpunt van het Grieksche intellectueele leven 
werd, concentreerde zich daar ook de beoefening der 
wiskunde. Om de drie groôte, onoplosbare wiskundige 
problemen der oudheid, de cirkelquadratuur, de verdub- 
beling van den kubus, de trisectie van den hoek, groe- 
peerde zich meer en meer de belangstelling en de samen- 
werking der wiskundigen. Aan wie wij in eersten aanleg 
de opstelling der. drie problemen te danken hebben ligt 
in het duister; zonder twijfel zijn die vraagstukken van 
ouder datum dan de wiskundigen wier namen wij er bij 
voorkeur aan verbinden. 

Een van de belangrijkste voorloopers van de Atheensche 
wiskunde was Anaxagoras van Clazomenae, geb. 500 v. Chr., 
die zich in + 460 te Athene vestigde. Een aantal van de 
meest bekende mannen zijn daar zijn leerling geweest: 
Pericles, Euripides, Thucydides, Empedocles. 

Plutarchus verhaalt van hem dat hij in de gevangenis, 
waarin zijn politieke tegenstanders hem wierpen, de 
guadratuur van den cirkel zou geteekend hebben. Op zich 
zelf zegt dit bericht niet veel, maar we hebben hier ver- 
moedelijk een aanwijzing dât het meer wetenschappelijke 
zoeken naar de cirkelquadratuur reeds de aandacht der 
wiskundigen in beslag nam. 

In het algemeen kan men zeggen dat de wiskunde der 
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vlakke rechtlijnige figuren een vrij uitgewerkt geheel 
vormde en dat men zich thans meer toe ging leggen op 
de meetkunde van den cirkel, weldra ook op die van 
andere kromme lijnen en op de stereometrie. Het is in 
dezen tijd dat de sophist Hippias van Elis de quadratrix 
uitvond en vervolgens een instrument bedacht om die 
kromme mechanisch te construeeren. Zoo kon hij elken 
willekeurigen hoek in een willekeurige verhouding ver- 
deelen en tevens de cirkelquadratuur uitvoeren. Men 
meent ook wel dat deze laatstgenoemde toepassing der 
quadratrix pas door Dinostratus (einde der 4e eeuw) werd 
gevonden; in elk geval schijnt de naam quadratrix 
(rerpayuvigevoa) eerst van hem af komstig. Ik doe hierbij 
echter opmerken dat juist in dezen tijd de gewoonte werd 
aangenomen, geen andere instrumenten dan den passer en 
de liniaal toe te laten; of de invoering van dezen regel 
aan Plato moet worden toegeschreven, gelijk wel he 
is twijfelachtig. 


Een van de meest bekende Atheensche wiskundigen, 
volgens Günther in het handboek van Iwan Müller zelfs de 
belangrijkste Grieksche wiskundige vòòr Euclides, was 
Hippocrates van Chios Hij werd omstreeks 470 v. Chr. 
geboren (men verwarre hem niet met zijn naam- en tijd- 
genoot, den beroemden geneesheer van Cos), hij werd 
koopman, kwam na een zeer avontuurlijk leven + 430 te 
Athene en ontmoette daar nog Pythagoreeërs. 

Hij is, blijkens vrij groote stukken, die van een zijner wer- 
ken bewaard bleven, vooral bekend door zijn pogingen om 
het vraagstuk der cirkelquadratuur op te lossen door 
samenvoeging van kromlijnige figuren. Enkele der daarbij 
door hem ontdekte quadraturen van sikkelvormige figuren 
zijn algemeen bekend. Als de eenvoudigste noemen wij de 
quadratuur der zoogenaamde maantjes van H. bij den recht- 
hoekigen driehoek. De meer ingewikkelde zullen wij hier 
niet vermelden; ook deze vindt men in elke geschiedenis 
der wiskunde. 

Hippocrates’ naam is ook ten zeerste verbonden aan den 
oorsprong van het vraagstuk der kubusverdubbeling, het 
z.g. Delische probleem. Allerlei in hoofdzaak met elkaar 
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overeenstemmende verhalen zijn hierover tot ons gekomen. 
De Atheners zouden in 430 v. Chr., om bevrijd te worden 
van een epidemie, een gezantschap naar het orakel op 
Delos gezonden hebben. Uit het antwoord van Apollo 
„verdubbel mijn altaar” maakten de Atheners op dat dit 
altaar, 't welk den vorm van een kubus had, vervangen 
moest worden door een van dubbele afmeting. Toen de 
ziekte voortduurde en de Atheners nogmaals een afvaardi- 
ging zonden, kregen zij ten antwoord dat de godheid zich 
niet voor den gek liet houden. De Atheners, vermoedend 
dat er iets niet in den haak was, riepen de hulp van 
Plato in, die hen naar de wiskundigen verwees. De ver- 
schilleride verhalen noemen dan verschillende namen; 
blijkbaar moet hoogstens de kern van ’t verhaal als waar- 
heid beschouwd worden, maar niettemin past het uitnemend 
bij de ongewone belangstelling welke in dien tijd voor het 
probleem der kubusverdubbeling bestond. Niet onaardig 
is nog de toevoeging van Theon van Smyrna dat ’t de 
godheid eigenlijk niet om de verdubbeling van zijn altaar 
te doen was, maar dat hij door zijn uitspraken zijn mis- 
noegen jegens de Atheners wilde uitdrukken, omdat deze 
de wiskunde zoo veronachtzaamden. En Plutarchus laat 
Plato nog bovendien zeggen dat men om een kubus te 
verdubbelen, gebruik moet maken van twee middeneven- 
redigen, een vinding die door sommigen aan Archytas, 
door anderen aan Hippocrates toegeschreven wordt. 

We willen nog vermelden dat Hippocrates volgens 
Proclus het eerste leerboek schreef. Hij gebruikte het bij 
zijn lessen, maar, doordat hij zich voor deze liet betalen, 
haalde hij zich het ongenoegen der Pythagoreeërs op den 
hals, die hem bij zijn komst te Athene in hun gemeenschap 
hadden opgenomen en hem thans verstieten. Van dat leer- 
boek, orayeîa, is geen spoor meer over, het boek schijnt 
verdrongen te zijn geworden door de veel meer beroemd 
geworden orayeia der volgende eeuw. 


Plato, 429—348 v. Chr, zelf geen bepaald wiskundige, 
heeft niettemin door zijn grooten invloed de studie der 
wiskunde ten zeerste bevorderd en haar aanzien verhoogd. 

Na de terechtstelling van zijn leermeester Socrates in 
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het jaar 400 verliet hij Athene en bezocht op zijn lang- 
durige reizen Egypte; Strabo vertelt dat men in zijn tijd 
te Heliopolis nog de woning toonde waar Plato met Eudo- 
xus, den vermaarden wis- en sterrekundige, samenwoonde. 
Hij bezocht te Cyrene zijn ouden leermeester der wiskunde 
Theodorus, knoopte in Italië kennis aan met den grooten 
Archvtas, het hoofd der Pythagoreïsche school, en vestigde 
zich ten slotte omstreeks 380 v. Chr. te Athene, waar hij 
zijn Akademie stichtte, die nu evenzeer in den voortgang 
der wiskunde als in het wijsgeerige leven van Griekenland 
de leiding kreeg. Ofschoon nu aan Plato’s omgang met de 
Pythagoreeërs wel eens een overdreven beteekenis toe- 
kend is — Asclepius, een late Alexandrijn, zegt bij voor- 
beeld, dat Plato niet veel doch alles van de Pythago- 
reeërs overnam — toch stemt die omgang ten zeerste 
met Plato's verdere optreden overeen. Hij stelde de wis- 
kunde als opvoedingsmiddel zeer hoog, vermoedelijk omdat 
zij ons leert ons met onze beperkte middelen los te maken 
van het zinnelijke en ons een wereld van ideëele vol- 
maaktheid onthult. Gelijk volgens Plato’sleering de ideëele 
abstracties de stoffelijke wereld dragen, zoo zijn onze ge- 
brekkige figuren en gedachtenreeksen ook slechts onvol- 
maakte afspiegeling van de eigenlijke wiskunde. Wiskunde 
beoefenen beteekent dan het nastreven van iets aan welks 
volmaaktheid niets schijnt te ontbreken; en hier hebben 
we dus een paedagogisch hulpmiddel van groote waarde. 
Eudemus (3e eeuw v. Chr.) zegt dat Plato bij elke gelegen- 
heid den samenhang tusschen de wiskunde en de natuur- 
kunde eenerzijds met de philosophie anderzijds betoogde. 
Men lette in dit verband op zijn vele, meestal voor leeken be- 
stemde wiskundige voorbeelden om een of andere wijs- 
geerige gedachte te verduidelijken. Laten we een voorbeeld 
geven. Plato laat (in zijn Menon) Socrates vragen: „Kan 
deugd aangeleerd worden ?” En om duidelijk te maken dat 
dit in ’t algemeen niet met zekerheid kan geschieden, 
maar dat toch in sommige gevallen de mogelijkheid wel 
bestaat, laat hij S. betoogen dat het er mee gesteld is als 
met deze vraag: „Kunt gij dit vierkant (Socrates had 
vermoedelijk figuren in het zand geteekend) in den vorm 
van een gelijkbeenigen rechthoekigen driehoek in dezen 


fl 


cirkel beschrijven?” Het antwoord is dan dat het in 
algemeen niet mogelijk is, maar wel als de middellijn van 
den cirkel juist tweemaal de zijde van het vierkant is. 

Wat de verbetering van de methodiek der wiskunde 
betreft, door Diogenes, Proclus, e. a. wordt aan Plato betere 
formuleering van de wiskundige grondbegrippen, vast- 
stelling dan ook van zekere axiomata en invoering van 
de zoogenaamde analytische bewijsvoering toegeschreven. 
Bij deze analytische methode poogt men, uitgaande van 
wat bewezen moet worden, de voorwaarden voor de juist- 
heid ervan op te sporen en zoo terug te redeneeren tot 
iets waarvan de juistheid al vaststaat. Naast deze analy- 
tische bewijsvoering wist men de synthetische, het betoog 
langs den omgekeerden weg, en het bewijs uit zi onge- 
rijmde te onderscheiden. 

Dit alles beteekent intusschen dat in dezen tijd, en wel- 
licht zeer door den persoonlijken invloed van Plato als 
leider der academeia de theoretische ontleding van het 
wiskundig denken en daarmee het wetenschappelijk 
karakter der wiskunde boven het meer technische op den 
voorgrond kwam. 

Al zal het moeilijk blijven om van een man als Plato, 
die geen enkel wiskundig werk schreef en wiens eigen 
kennis van die wetenschap ons niet genoeg bekend is, ja 
wellicht ook niet belangrijk geweest is, den invloed op 
den vooruitgang der wiskunde in gangbare maat uit te 
drukken, er zijn twee gezegden van Plato bewaard ge- 
bleven — althans ze worden aan hem toegeschreven —, 
die wellicht duidelijker dan welk betoog ook, zijn stand- 
punt weergeven. Het eene (Plutarchus, Conv. VIII, 2) 
spreekt uit hoe Plato zich de verhouding der wiskunde 
tegenover de Godheid en daarmee tegenover de menschelijke 
wijsgeerigheid voorstelt: àel 6 beës yewuerper (de Godheid werkt 
altijd meetkundig); het andere geeft P's waardeering voor 
de wiskunde als opvoedingsmiddel weer : undeig avewuêronTog 
eloirw wou Tnv oréynv (geen, die onervaren is in meetkunde, 
overschrijde mijn drempel; Tzetzes, 12e eeuw te Constan- 
tinopel, vermeldt het als een opschrift boven P's leerzaal). 

En wat zijn opvolgers aangaat, Xenocrates, de tweede 
leider der academie na Plato moet volgens Diogenes 

Wiskundig Tijdschrift, 14e Jaargang. 2 
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Laertius eens een jongeling, die de vereischte wiskundige 
kennis niet bezat, den toegang tot de lessen ontzegd heb- 
ben met de woorden : „mopetov, Axa yap ouw Ey erg pihcoogiag” 
(maak dat je wegkomt, je hebt nog. niet eens de handvat- 
sels van de wijsgeerigheid te pakken.) 


Wij moeten onder de Atheensche wiskundigen vooral 
ook noemen Eudoxus van Cnidus, (ong. 409—356 v. Chr.), 
den jongeren tijdgenoot van Plato, met wien deze, zooals 
we al zeiden, in Egypte had vertoefd. Hij studeerde bij 
Archytas van Tarentum en is ook weer als adept der 
Pythagoreïsche wijsheid te beschouwen. Te Cyzicus in 
Klein-Azië richtte hij een school op, maar verplaatste zich 
met zijn leerlingen na eenigen tijd naar Athene, waar hij 
zich echter niet vermocht in te burgeren. Na voortzetting 
van zijn zwervend leven stierf hij in Egypte. 

Zijn wiskundig werk schijnt van uitstekende hoedanig- 
heid geweest te zijn; hij was de grondlegger van de 
zorgvuldig ontworpen theorie der evenredigheden die wij 
in ongeveer gelijken omvang enkele tientallen jaren later 
in het 5e boek van Euclides’ Elementen aantreffen. Hij gaf 
een uitbreiding aan de vermoedelijk al aan de vroege Pytha- 
goreeërs bekende leer der gulden snede, vond de bekende 
hierbij optredende eigenschappen der herhaalde verdeelin- 
gen en bewees een aantal identiteiten waarvan een paar op 
het volgende neerkomen (l, g en k stellen resp. de lijn, haar 
grootste en haar kleinste stuk bij de gulden snede voor). 

(g+) =5E, Lb Hkt ==. 

Hij is de vroegste ons bekende gebruiker van de zoo- 
genaamde exhaustiemethode en toonde met behulp er van 
aan, dat de inhoud van de pyramide en den kegel het 
derde deel zijn van dien van het prisma of den cylinder 
op gelijk grondvlak en met gelijke hoogte. 

Eudoxus was echter misschien in nog hoogere mate as- 
tronoom. Hij spoorde een aantal mathematische lijnen, 
waaronder eenige van dubbele kromming, op en beproefde 
ze te identificeeren met de schijnbare planetenbanen. 
Daarmee zien wij in zijn werk reeds het rustelooze 
streven, waarvan de menschheid eerst door Newton ver- 
lost is, de hemelbewegingen te willen verklaren zonder 
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de natuurwetten te kennen. Eudoxus nam voor zijn ver- 
klaring niet minder dan 27 mathematische hemelsferen 
aan, vier voor elk der vijf planeten, drie voor de zon, 
drie voor de maan, één voor de vaste sterren. 


Onder de leerlingen van Plato willen we nog noemen 
Menaechmus en Dinostratus. De eerste stelde de leer der 
kegelsneden zoo uitvoerig vast, dat deze krommen in de 
oudheid wel de „lijnen van Menaechmus” genoemd werden. 
De laatste, wij deelden het boven al mede, herleidde of 
liever verplaatste de moeilijkheden der cirkelquadratuur 
tot het construeeren van de quadratrix. 


Maar laten wij de bespreking van het Atheensche tijd- 
vak besluiten door nog Aristoteles te noemen. Niet omdat 
hij rechtstreeks iets bijdroeg tot uitbreiding der wiskundige 
wetenschap, want hij schreef vermoedelijk niet over wis- 
kunde; ook niet omdat hij op andere wijze gebleken is een 
groot wiskundige geweest te zijn, want hij was waar- 
schijnlijk slechts een mathematicus van de gewone soort. 
Doch wij noemen hem, en hij wordt ook in alle geschied- 
beschrijvingen der wiskunde met eere genoemd, omdat hij 
in zijn werken, die een stempel zijn gaan drukken op de 
algeheele geestesontwikkeling der menschheid, de wiskunde 
voortdurend als hulpwetenschap gebruikt heeft. 

Genoeg, gedurende het Atheensche tijdvak der be- 
schavingsgeschiedenis hadden steeds meer mannen in 
voortdurend nauwere samenwerking hun krachten aan de 
ontwikkeling der meetkundige wetenschap gegeven. Van 
het ideëele nut der wiskunde was men doordrongen ge- 
raakt; het bearbeide gebied was zeker al zoo groot als 
dat van onze gewone elementaire planimetrie, het over- 
schreed hier en daar zelfs deze grenzen. Maar, ofschoon 
in de laatste jaren de logische bewijstrant beter gegrond- 
vest was, had nog geen enkele hand de geheele wiskunde 
tot één enkele eenheid samengevat. Nog ontbrak, of be- 
stond niet in voldoende mate, de logische ononderbroken 
opbouw uit de axiomata, de band van innigen samenhang, 
die het kenmerk der wiskunde zou moeten worden. 
(Wordt vervolgd.) 


20 


lets over de theorie der priemgetallen 
DOOR 
S.C, VAN VEEN (Rotterdam). 


(Vervolg van bladz. 188, Jaarg. XII.) 


Inderdaad, de overeenstemming tusschen tafels en formule 
is schitterend. De maximum relatieve fout bedraagt nog 
niet 4 °/- 

Wij kunnen het Legendre dan ook niet kwalijk nemen, 
wanneer hij als in vervoering daaronder schrijft: 

„Il est impossible, qu’ une formule représente plus fidè- 
lement une série de nombres d'une aussi grande étendue, 
et sujette nécessairement à de fréquentes anomalies.” 

Hier gaat hij echter te ver, want wij zullen later in de 
formule van Riemann, die wel is waar veel ingewikkelder 
dan de formule van Legendre is, een formule leeren ken- 
nen, die nog heel veel nauwkeuriger het aantal priemge- 
tallen {ax aangeeft. 

Legendre is zoozeer overtuigd van de juistheid van zijn 
formule, dat hij zich aan een voorspelling waagt. Hij leidt 
uit zijn formule af, dat ’t aantal priemgetallen < 1.000000 == 
18.543. Met behulp van eene niet in alle opzichten juiste 
theorie had hĳĳ gevonden dat dit aantal —= 78.527 moest 
zijn, „sauf une erreur de quelques unités ” Hij moest wach- 
ten tot 1811, tot de verschijning der „Cribrum arithmeti- 
cum” van Chernac, ten einde zijn voorspelling te verifieeren. 

Inderdaad bleek toen het aantal zr (1.000000) = 78 493 te 
zijn. De afwijking was dus wederom buitengewoon gering. 

Niettegenstaande die prachtige overeenstemming moeten 
wij niet uit het oog verliezen, dat deze formule slechts 
door proefneming gevonden is, en er nooit het minste 
bewijs van geleverd is. Integendeel, door de latere onder- 
zoekingen van Tschebychef, Riemann en anderen is ge- 
bleken, dat de formule van Legendre wel eenige, maar 
toch betrekkelijk geringe theoretische waarde bezat. 

De formule van Legendre wekte in hooge mate de be- 
langstelling der wiskundigen. Abel schreef 4 Augustus 1825 
aan zijn vriend Holmboe, nadat hij de „Théorie des Nombres” 
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bestudeerd had: „Folgende Theorem som findes der og som 
vistnok er det maerkvaerdigste i hele Mathematiken kan 
jeg likke] afholde mig fra at afskrive.” *) Daarna volgde 
de bovengegeven formule met wat er bijbehoort. (Niels 
Henrik Abel. Mémorial publié à l'occasion du centenaire 
de sa naissance. Kristiania 1902, blz. 5). Hij voegt hier dan 
nog bij: „Je kunt probeeren deze formule te bewijzen, 
totdat ik terugkeer. Dan zal ik je het bewijs geven, dat 
men bij Legendre vindt” Het bewijs waarvan Abel hier 
spreekt, is evenwel in ’t geheel geen bewijs. Later hebben, 
zooals wij in ‘t vervolg zullen zien, Lejeune-Dirichlet en 
Tschebyschef gepoogd, de formule van Legendre te be- 
wijzen, doch zonder het goede eindresultaat te bereiken. 
Deze laatste onderzoekingen zijn het toch evenwel juist, 
die de stoot hebben gegeven tot de ontwikkeling der 
moderne theorie der priemgetallen. 

Gelijktijdig met Legendre had zich, zooals wij gezien 
hebben, de 15-jarige Gauss met deze onderzoekingen bezig 
gehouden. Hij heeft er nooit iets over gepubliceerd. In deel 
2 zijner „Gesammelten Werke” vinden wij een brief gericht 
aan Encke, op 24 December 1849, 

Het was een antwoord op een brief van Encke, waarin 
deze astronoom aan Gauss had gevraagd, de door hem 
(Encke) gevonden formule 


x 2logz 
K (a) == log (10) 


te verifieeren (brief aan Gauss, 4 December 1849). 


Uit het antwoord van Gauss halen wij het volgende aan: 

„Die gütige Mittheilung Ihrer Bemerkungen über die 
Frequenz der Primzahlen ist mir in mehr als einer Bezie- 
hung interessant gewesen. Sie haben mir meine eigenen 
Beschäftigungen mit demselben Gegenstande in Erinnerung 
gebracht, deren erste Anfänge in eine sehr entfernte Zeit 
fallen, ins Jahr 1792 oder 1793, wo ich mir die Lambert- 
schen Supplemente zu den Logarithmentafeln angeschafft 
hatte. Es war noch ehe ich mit feineren Untersuchungen 

*) Ik kan het niet laten het volgende theorema, dat daar te 


vinden is, en dat zeker het merkwaardigste def geheele wiskuude 
is, over te schrijven. 
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aus der höhern Arithmetik mich befasst hatte eines meiner 
ersten Geschäfte, meine Aufmerksamheit auf die abneh- 
mende Frequenz der Primzahlen zu richten, zu welchem 
Zweck ich dieselben in den einzelnen Chiliaden abzähkte, 
und die Resultate auf einen der angehefteten weissen 
Blätter verzeichnete. Ich erkannte bald, dass unter allen 
Schwankungen diese Frequenz durchschnittlich nahe dem 
Logarithmen verkehrt proportional sei, so dass die Anzahl 
aller Primzahlen unter einer gegebenen Grenze n nahe 


durch das Integral 
dn 


log ” 
ausgedrückt werde, wenn der hyperbolischen Logarith- 
mus verstanden werde.” — — — n= 


me nnn nnn nn 


„Es scheint, dass bei wachsendem n der (Durchschnitts-) 
Werth van A abnimmt (A is de constante 1.08366 van 
Legendre), ob aber die Grenze beim Wachsen des » ins 
Unendliche 1 oder eine von | verschiedene Grösse sein 
wird, darüber wage ich keine Vermuthung”. 


as __— md _ _—_ _ _— 
_—_— _—__ _ mand nd __— _—_ ee 


‚Ich kann nicht sagen, dass eine Befugniss da ist, einen 
ganz einfachen Grenzwerth zu erwarten; von der andern 
Seite könnte der Ueberschuss des A über 1 ganz füglich 


. Pr 1 Ee ‚) 
eine Grösse von der Ordnung Der sein”. 


Dan geeft Gauss een vergelijking der verschillende 
formules met de tafels van Goldsmith en Burckhardt, 
waaruit wij het volgende aanhalen. 


an 
1 tot 


500000 
1000000 
1500000 
2000000 
2500000 


3000000 | 


114112 | 114268,1 |+ 151,1! 114874,0 | + 264,0 
148883 | _149054,8 | 171,8 | 149233,0 | 4 350,0 


Integraal-| Af wij- Formule Af wij- Formule | Afwij- 


114180,1 |+ 68,1 
| 148975,8 |+ 92,8 
183016, 183245,0 | {229,0 | 183495,1 |+ 479,1 | 183175,1 |+ 159,1 
216745, _216970,6 + 225,6, 217308,5 |+ 563,5, 216912,6 |+ 167,6 


78501 | _ 79627,5 |+ 126,5 \ 78672,7 Laa) 78543,2 |+ 42,2 


Defense 


Tafels loga- _ king{ van | king |__van | __king 
‚_ rithmus|__ ‚Encke ‚Legendre | 
41556 _ _41606,4 |+ 50,4\ 41596,9 |+ 40,9 415327 |— 238 
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Gauss zegt verder nog dat de afwijkingen bij de formule 
van Legendre kleiner zijn dan bij de integraallogarithmus, 
maar dat deze afwijkingen schijnen toe te nemen met », 
en dat het best mogelijk is, dat als » grooter wordt, de 
afwijkingen bij de formule v. Legendre grooter kunnen 
worden, dan bij de formule van Gauss. Dit vermoeden is 
inderdaad, na de onderzoekingen van Tschebyschef en 
Riemann bewaarheid gebleken. Er is toen nl. gebleken, 
zooals wij later zullen zien, dat de integraallogarithmus 

9 by 
da 
log z 
2 


bij eerste benadering het aantal priemgetallen beneden «& 
voorstelt. 

Ook hier moeten wij constateeren, dat Gauss zijn formule 
niet bewezen heeft. De brief heeft hij geschreven op 72- 
jarige leeftijd, en bevat niets dan eenige uitbreiding van 
vermoedens, die hij reeds als 15-jarige knaap had gehad. 

In het tijdsverloop tusschen de publicaties van Legendre, 
en de brief van Gauss aan Encke vallen de voornaamste 
onderzoekingen van P, G. Lejeune-Dirichlet. Deze geniale 
Duitsche mathematicus, evengroot analyticus als getallen- 
theoreticus, ontving zijn wiskundige opleiding in Frankrijk 
en deed op 20-jarigen leeftijd, in 1825 de groote Fransche 
mathematici reeds verwonderd staan over het prachtige 
bewijs dat hij gaf voor de onmogelijkheid van het groote 
theorema van Fermat voor n=5. 

Hij is de eerste geweest, die gewezen heeft op het 
vruchtbare gebruik, dat van de analyse in de getallen- 
theorie gemaakt kan worden; zoodoende heeft hij de stoot 
gegeven aan de strenge begronding der theorie der 
priemgetallen. 

Zijn eerste arbeid op dit gebied dateert uit het jaar 1837. 
Toen bood hij aan de koninklijke Pruissischen Academie 
der Wetenschappen te Berlijn de beroemde verhandeling 
aan: „Uber den Satz: „dasz jede arithmetischen Progres- 
sion, deren erstes Glied und Differenz keinen gemeinschaft- 
lichen Factor haben, unendlich viel Primzahlen enthält.” 

Deze verhandeling kan tot zijn voornaamste arbeid, en 
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tot een der meest verhevene scheppingen der wiskunde 
gerekend worden. 

De stelline zelve was reeds door inductie ontdekt door 
Legendre; deze maakt er veelvuldig gebruik van, o. a. 
om de reciprociteits-wet der quadraat-resten te bewijzen. 

De stelling zelve is een uitbreiding van de stelling van 
Euclides, dat er in de rij der natuurlijke getallen oneindig 
vele priemgetallen voorkomen. Voor het bewijs dezer 
stelling van Dirichlet verwijzen wij, behalve naar de _ 
oorspronkelijke litteratuur, naar zijn: „Vorlesungen über 
Zahlentheorie. Herausgegeben und mit Zusätsen versehen 
van R. Dedekind Braunschweig (Vieweg) 4e Aufl. 1894. 

Een jaar later, 1838, verscheen van Dirichlet's hand in 
Crelles Journal Bnd 18 blz. 259 de volgende verhandeling: 
„Sur l'usage des séries infinies dans la théorie des nombres.”’ 
Wij lezen aan het eind van deze verhandeling de merk- 
waardige zin: „j'ai fait l'application de ces principes àla 
démonstration de la formule remarguable que Legendre a 
donnée pour exprimer d'une manière très-approchée com- 
bien il y a de nombres premiers au dessous d'une limite 
guelconque, mais três grande.” Uit deze zin valt niet 
anders op te maken, dan dat Lejeune-Dirichlet beweert 


een bewijs der formule z (x) = oan 108366 gevonden te 


hebben. Te merkwaardiger is dit, daar dit door zoo’n groot 
wiskundige gezegd wordt, terwijl toch later gebleken is, 
dat de formule van Legendre, tenminste in dezen vorm, 
niet voor bewijs vatbaar is, aangezien zij dan geen theo- 
retische waarde bezit (wel als men 1.08366 door 1 vervangt) 
zie daarover later. 

Men heeft daarna gewacht op verdere publicaties van 
Dirichlet, ten einde dit beroemde bewijs te leeren kennen. 
Maar onder de tallooze verhandelingen door hem sedert 
dien tijd geschreven. komt er geen enkele meer voor, die 
handelt over de formule van Legendre. Dit raadsel is 
eerst opgelost in 1889, dus 30 jaar na zijn dood, toen zijn 
volledige werken uitgegeven werden. 

Toen bleek, dat hij in een afdruk der verhandeling, die 
hij aan Gauss gezonden had, bij de bovenvermelde zin er 
bij geschreven had (achter remarquable) „qui n'est exacte 


25 
que dans in premier terme, la veritable expression limite 
étant Ei ER Vk Dirichlet had zich dus niet vergist. Hij 
schijnt Me in ’t bezit geweest te zijn van vele 
resultaten, die later onathankelijk van hem, door Tscheby- 
schef en Riemann weder ontdekt zijn. 

Onder degenen, die met ongeduld de publicatie van het 
bewijs der formule van Legendre afwachten, behoorde de 
Russische mathematicus Tschebyschef. Hij had zich ook 
reeds met deze onderzoekingen beziggehouden. Als le 
resultaat van deze onderzoekingen presenteerde hij in 1848 
aan de Academie van St. Petersburg een verhandeling 
over ’t aantal priemgetallen onder een bepaalde grens. In 
deze verhandeling verifieert hij de formule van Legendre 
voor de priemgetallen tusschen 10.000 en 1.000.000 en past 
haar toe bij de oplossing van verschillende vraagstukken. 
In de volgende verhandeling: „Sur la fonction qui déter- 
mine la totalité des nombres premiers inférieurs à une 
limite donnée (Mémoires présentés à l'Académie Impériale 
des Sciences de St. Petersburg par divers Savants et lus 
dans ses Assemblées. Bnd 6, S 141—157. 1851 ; ook te vinden 
in: Journal de Liouville Serie 1. Bnd 17, blz. 341—365, 1852) 
spreekt Tschebyschef het duidelijk uit, dat hij eenigen tijd 
gewacht heeft op ’t bewijs van Dirichlet, maar dat hij nu 
dan maar eindelijk de resultaten zal vubliceeren, die hij 
zelf op dit gebied heeft bereikt. In deze verhandeling 
wordt de theorie der priemgetallen voor het eerst op vol- 
komen juiste analytische wijze behandeld. 

De resultaten van Tschebyschef zijn de volgende: 

Stelling I. Indien men door z (x) ’t aantal priemgetallen 
{a voorstelt, en door „» een willekeurig geheel getal, 
eindelijk door e een grootheid > o, dan nadert: 


bie ©, 


log « 
> lee onderken 


tot een bepaalde grens, als e oneindig klein wordt. 
Stelling IL. De functie z (x) voldoet, tusschen de grenzen 


r=op en r=?, oneindig vele malen aan de twee onge- 
lijkheden : 
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2 

g dar ar dr ar 
BON pesten enn Tek: lees De EE BET 
5 log x 5 log 


hoe klein ook de waarde van « zij, mits positief, en hoe 
groot ook tegelijkertijd het getal x zij. 
Stelling III. De uitdrukking: 
46, 
kan voor x=, geen andere limietwaarde hebben, dan — 1. 
Stelling IV. Wanneer de uitdrukking : 


T 
5 
BL (fra Íee) 
an 


voor x=, tot limiet een eindige of oneindige waarde 
heeft, dan kan de functie f(x) de functie zr (x) niet nauw- 
keurig voorstellen, tot op grootheden van dezelfde orde 
als —— inclusief. 
log” 
le Gevolg. De formule van Legendre: 
47 

log « — 1.08366 
is onnauwkeurig tot op grootheden van dezelfde orde als 


zv) = 


LX ° ° 
log? z (inclusief). 

2e Gevolg. Van alle functies van de vorm 

S 
Alogx-B’ 

kan slechts de formule RK 

log @ — 1 

nauwkeurigheid, die gaat, tot op grootheden van dezelfde 


— a (x) voorstellen met een 


Hb id . 
orde als -——-- inclusief. 


log? 
Stelling V. Indien de functie z(&) kan worden voorge- 
steld, met een nauwkeurigheid tot op grootheden, van 


dezelfde orde als — — inclusief, door middel der func- 
log” » 

ties: z, log r, e°‚ dan kan zij worden voorgesteld door de 

formule: | 
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er ge 1.2.3.: (n= 1x 
if 02 ln of vit in ie 
ne zi Loe log’ ne 
Wanneer men nu de functie z = [ze > —__— herhaalde ma- 


len achtereen partieel integreert, ziet men dezelfde reeks 
termen te voorschijn komen. 

Hiermede is dus de prioriteit van de formule van Gauss 
boven dien van Legendre aangetoond, ten minste voor 
zeer groot. 

Voor «<5000000 verdient de formule van Legendre 
de voorkeur. 

Verschillende andere onderzoekingen gaven zen 
om als onderste grens ’t getal 2 aan te nemen, zoodat bij 
eerste benadering, voor x zeer groot: 


eee ed 
Oe 
2 
was. 
In ’t vervolg zullen wij herhaalde malen de breuk: 
z (x) 
een 
log a 
tegenkomen. 
Uit de formule van Legendre volgt: 
za) 1.08366 1.08366 
er oe ret keg 
log x 
Hieruit volgt dus voor «== 
LG NC 
log 


Aangezien de formule van Legendre niet bewezen is, 
heeft dit resultaat vooralsnog geen waarde. 

Op zeer scherpzinnige wijze heeft echter Tschebyschef 
in bovengenoemde verhandeling, met volkomen correcte 
middelen, twee grenzen kunnen aangeven waartusschen 
de bovenstaande limiet gelegen moest zijn. 

Hij heeft gevonden : 


Ü 1 t 1 L 1 ; 

92 3 A2 KN 92 33 A2 

log — 5 : 5 — 0.92129 { lim (8 ben d =— 1.10555. 
3030 y= Lt _ 3030 


Met zijn verreikende blik voorzag hij reeds, dat de limiet- 
waarde = 1 zou zijn. Het formeele bewijs werd echter 
eerst geleverd in 1896 door J. Hadamard. (Daarover later). 

Van zijn methodes maakt Tschebyschef nog gebruik om 
een bekende stelling te bewijzen. M. Bertrand vermeldt 
in ’t 30ste cahier van het „Journal de l'école Polytechni- 
que, p. 129, dat hij uit de tafels opgemaakt heeft, ten 
minste voor zoover de tafels zich uitstrekten, d.i. tot 
6000000, dat er tusschen « en 2a — 2 steeds een priemgetal 
voorkomt, ten minste als a > 3 is. Deze stelling draagt de 
naam van „postulatum van Bertrand”. 

Tschebyschef bewijst nu, dat er steeds noodzakelijk een 
priemgetal voorkomt tusschen de grenzen / en L, indien 


men stelt: 
Ln JF 2 € $ 
ili) 25log* L _ 125logl; 25 


16 log 6A 24 A GA’ 
waarin A —= 0.92129. 


Verder bewijst hij, dat wanneer men L behoorlijk kiest, 
de grenzen l en L steeds tusschen a en 2a—2 begrepen 
zijn, als a ten minste ) 160 is. Hiermede is dus ’t postula- 
tum van Bertrand aangetoond voor a > 160. Wat de waar- 
den 3 <a {160 aangaat, daarvoor kan men het bewijs van 
’t postulatum van Bertrand direct uit de tafels aflezen. 

Door verschillende wiskundigen werden de onderzoekin- 
gen van Tschebyschef op dezelfde voet voortgezet. Zij 


. . TL 

slaagden er in de grenzen van lim IE ) nauwer toe te 
sieke deed 
log « 


halen. Steeds bleef de bovenste grens ) 1, en de onderste 
(1, wat niet weinig steun aan ’t vermoeden van Tsche- 
byschef gaf. Van deze laatste wiskundigen noemen wij o a. 
de Amerikaan J. J. Sylvester. 

(On Tschebychefs’ Theorem of the Totality of Prime 
Numbers comprised within given Limits. American Journal 
of Mathematics, Bnd 4, blz. 250— 247. 1881). 

(Wordt vervolgd.) 
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Een opmerking over de samengestelde intrestrekening 
DOOR. 
Dr. J. du SAAR (Utrecht). 


tee 


Op pag. 5 van de 13e jaargang behandelt de heer 
Kruijtbosch een paar vraagstukjes op het gebied van de 
samengestelde intrestrekening op andere wijze dan men 
gewoonlik in leerboeken vindt. Altans de heer K. kende 
de metode niet. Ik wil even opmerken, dat in de le jaar- 
gang van dit tijdschrift op pag. 35-—37 door Quint in een 
stukje, getieteld: „Behandeling van vragen over samen- 
gestelde intrestrekening zonder meetkundige reeksen” een 
paar vraagstukjes, zij het met getallen, volkomen op 
dezelfde wijze worden opgelost en dat in dat stukje ook 
een paar werken worden vermeld, waaronder een hollands, 
in welke dezelfde behandeling wordt gevonden. Trouwens, 
in buitenlandse werken, en gelukkig ook in een enkel hol- 
lands van de laatste tijd dringt zich een beter en uitvoeriger 
behandeling van de intrestrekening naar voren, al is het 
nog lang niet datgene wat het moet zijn. Het schijnt wel 
alsof men zich bij de samengestelde intrestrekening alle 
moeite geeft om lange, onoverzichtelike formules met 
langgerekte afleidingen te geven en vooral geen kennis 
te nemen van de eenvoudige wijze en de korte overzich- 
telike metode, die wordt toegepast door hen, die wat meer 
ingewijd zijn. Ik vrees, dat onze redakteur er de ruimte 
niet voor wil afstaan, anders zou ik me er toe zetten om 
een aan de moderne eisen voldoende behandeling van het 
bewuste hoofdstuk, ook met het oog op de behandeling 
voor leerlingen, in dit tijdschrift te geven. Dat zou tege- 
lijkertijd een gelegenheid zijn om, uitvoeriger dan nu, recht 
te zetten, wat de heer K. en met hem vele andere 
in verschillende leerboeken, niet juist uitvoeren. De heer 
K. berekent de kontante waarde van een lijfrente, welke 
absoluut geen lijfrente is. Wil men de werkelike lijfrente 
behandelen, dan dient de leeftijd en de sterftekans van 
de verzekerde in rekening te worden gebracht en het 
wordt toch tijd dat iedereen, een leraar altans zeker, zorg 
draagt met die allereenvoudigste kwestie op de hoogte 
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te komen. Wil men dit met alle geweld overlaten enkel 
en alleen aan verzekeringswiskundigen, laat men dan het 
woord lijfrente verbannen uit de schoolleerboeken en van 
plaatsen waar het niet deugt. Als men dan een annuïeteit 
bedoelt, laat men dan zeggen wat men bedoelt. Men maakt 
zich dan niet schuldig aan onnodige fouten en men wekt 
bij leerlingen geen verkeerde voorstellingen, die bovendien 
schade aan het verzekeringsbedrijf toebrengen. 

De vraagstukjes van de heer K. worden bovendien met 
behulp van de blijkbaar aan een groot deel van onze 
wiskundigen helaas onbekende internatieonale notatie voor 
de verzekeringswetenschap op de gewone wijze vrij wat 
sneller en korter opgelost. Volgens die notatie is 4 de 
EE per eenheid van kapietaal, stelt men 1 +i=r en 
1 Hi 
men voor door Ss wanneer deze praenumerando is, door 


n 


B als hij op postnumerando is; hierbij is het jaarliks be- 


=v. De eindwaarde van een n-jarige annuiïeteit stelt — 


drag gelijk aan de eenheid gedacht. 

Het antwoord van het eerste vraagstuk van de heer K.: 

„Hoe groot is een kapietaal van k gulden geworden na 
n jaren, wanneer ieder jaar postnumerando een bedrag 
van b gulden bij het kapietaal wordt gevoegd of van het 
kapietaal wordt afgenomen ?” 

komt dus te staan in de eenvoudige gedaante 


hr) Abe 
Men gebruike bij berekeningen als deze rente- en annu- 


ieteitentafels. !) Wil men deze verbannen, dan bedenke men 
dat de eindwaarde van de postnumerando-annuïeteit is 


sr Un rtl 


r 
=n Trrn 
Het tweede vraagstuk van de heer K. is eenvoudig de 


kontante waarde van een postnumerando-annuïeteit — 
niet lijfrente —; daarvoor bestaat het symbool Gi bij de 


eenheid vaní aarlikse uitkering, el voor praenumerando. 
1) Voor schoolgebruik is ingericht mijn werkje: „Rente-, annuïtei- 
ten en sterftetafels”, uitgave P. Noordhoff, Groningen. 


òÍ 


Men vindt gemakkelik 
a=oterd..te 
eene B 
TE ) 


(À 


’ 


jk, 1 — 
ter wijl oe Arnen 


omdat a— == va, zooals dadelik is in te zien. 


n| 


Ook met deze eenvoudige simbolen is de zina: van 
oplossing van de heer K. te geven. 


Allereerst het tweede vraagstuk : Van een bedrag ; „ is de 


rente eeuwigdurend 1 ; wanneer dit n jaar heeft OE heb- 
ben we juist een annuiïeteit a „jen na die n jaar is het kapie- 
| 


taal nog 7 Dit moet niet zo zijn; om alleen a— te heb- 


n| 
ben, moet men dus van : aftrekken de kontante waarde 


Nn 
1 6 AAD 
van „ over » jaar, dat is rn Dus wordt 


TN ie | 


n n 
Takken l1—-v, 
t i 


dat is weer (3). 
Nu het eerste vraagstuk: Van een bedrag k maakt men 


een rente b per jaar; men heeft dus een kapietaal k +? 
gedurende » jaar uit te zetten, hetgeen oplevert 
( MEP À ) Eh 
om de jaarlikse toenam® (afname) met b te krijgen. 
Dat bedrag 8 moet nu weer worden weggenomen, zodat 
het gevraagde antwoord wordt: 


(u) eek 
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Over Sterfteformules en lijfrenten, 
Door Dr. J. du SAAR (Utrecht). 


Op verzoek van de heer Vaes geef ik hier een beknopt 
overzicht van de inhoud van mijn proefschrift, hetwelk 
onder bovengenoemde tietel verscheen. !) 

De bedoeling van mijn onderzoek is geweest om het licht 
te laten vallen op de tot heden in de praktijk van het 
verzekeringsbedrijf nog slechts bij uitzondering toegepaste 
kontienue metode, bij welke, in tegenstelling met de meest 
gebruikelike metode waar de tijdseenheid het jaar is, de 
tijdseenheid oneindig klein wordt genomen. Anders gezegd, 
men maakt gebruik van de grondslag, dat het aantal 
levenden van een groep kontienu afsterft en dat ook de 
rente kontienu wordt betaald. 

De noodzakelike voorwaarde voor het invoeren en toe- 
passen van de kontienue metode bij vraagstukken over 
de sterfte is gelegen in de, overigens in de rede liggende, 
aanname dat de funksie /, voor het aantal levenden een 
kontienue, differentieëerbare en integreerbare funksie van 
de leeftijd « is. De ontwikkeling van de kontienue metode 
is dan ook voorbereid door de vele pogingen, die de 
eigenaardige beweging van de volgens de leeftijd gerang- 
schikte sterftekans heeft teweeg gebracht om het verloop 
van de sterfte weer te geven door een analietiese funksie. 

De fundamentele grootheid voor de teorie over de sterfte 
is de sterfte-intensieteit u, welke wordt bepaald door de 
vergelijking 


ô je dt BE 
Tat b® dE 
Í 
waaruit -— | u ze ‚dt 
bg Ae ted 


Wil deze integratie uitvoerbaar zijn, dan moet dit een 


1) Voor belangstellenden is het ook in de handel verkrijgbaar. 
Uitgever is de firma P. Noordhoff, Groningen. 
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gevolg zijn van de bruikbaarheid van de formule voor u. 

Ik heb getracht een zo volledig mogelik overzicht te 
geven van de vele sterfteformules of „sterftewetten”, gelijk 
ze vaak verkeerdelik worden genoemd, die in de loop van 
de tijden zijn opgesteld. Sedert Abraham de Moivre in 1725 
zijn hypotese gaf, dat het aantal levenden afneemt volgens 
een rekenkundige reeks, hebben vele onderzoekers hun 
krachten aan het vraagstuk beproefd. 

De meeste van die sterfteformules bezitten nog slechts 
historiese waarde; ze pasten zich slechts bij een bepaalde 
reeks waarnemingen aan, waren slechts geldig voor een 
bepaald gedeelte van de leeftijd; de meeste waren te 
ingewikkeld om een enigszins algemene toepassing te 
vinden. 

Voor een groot deel zijn ze formules a posteriori, ge- 
vonden naar aanleiding van waarnemingen. Enkele zijn 
formules a priori; dit zijn de beste. Onder deze is de 
formule van Makeham 


je rn ks? g 
waarin k, s,g en c konstanten zijn, eigenlik de enige die 
mag worden aanbevolen. Deze is dan ook veel toegepast. 
Een groot deel van de bestaande sterfteformules is af te 
leiden uit de algemene vergelijking, die is opgesteld door 


Quiquet, voor de zogenaamde overlevingsfunksie van de 
ne orde. Quiquet heeft afgeleid 


rr 
eAHBepze fp @), 


waarbij A en B konstanten ; r; is een van de wortels van 
een lieneaire differentieaalvergelijking van de ne orde met 
konstante koëffiesieënten; p;(«) is een veelterm van de 
graad A; — 1, wanneer de A; -voudige wortel #; Ô 0 en van 
de graad A;+ 1, wanneer r;==0. 

Ook voor de invaliedieteitsverzekering en voor de ziekte- 
verzekering hebben in de laatste tijden sommige wiskun- 
digen getracht een analietiese formule op te stellen. Op dit 
gebied mag nog van niet meer dan van pogingen worden 
gesproken. 

Uit de formule voor „4; kan worden afgeleid, dat de 

Wiskundig Tijdschrift, 14e Jaargang. 8 


dd 


levenskans /p, voor een w jarige na t jaar gelijk is aan 


{ 
| ed 
tre ’ 


In verband met de waarde voor de rente-intensieteit 
ò=lg(l Hi) == lg 
vindt men dan voor de kontante waarde van de kontienue 
levenslange lijfrente ze de formule 


/ 
le ©) 
min ò) dt 
tr OEE 
’ 0 
of door te stellen 
Zp 
[e+ ue 
De 0 nk hi 
1 e ©) 
RS — | l, dz. 
def 
Ml j 


Ik heb nu nagegaan welke sterfteformules zó zijn, dat 
integratie mogelik is. In het biezonder treedt dan de for- 
mule van Makeham naar voren door de vele eigenschappen 
die deze met zich meebrengt. Een belangrijke eigenschap 
is deze, dat het, zij het ten koste van grote bewerkingen, 
mogelik is om, wanneer eenmaal de lijfrenten voor een 
bepaalde Makeham-kromme en voor een bepaalde rente- 
voet zijn berekend, daaruit de lijfrenten voor een andere 
gelijksoortige kromme en een andere rentevoet af te leiden. 
Men heeft dus slechts voor éénmaal te berekenen een 
zogenaamde „unieversaaltafel” met twee ingangen, leeftijd 
en rentevoet. 

De hierboven genoemde formule van De Moivre geeft 
aanleiding tot interessante afleidingen voor lijfrenten, ook 
op meer hoofden. Die afleidingen heb ik eveneens gegeven 
en ook hier aangetoond hoe men lijfrenten voor bepaalde 
gegevens kan afleiden uit die voor vroegere gegevens. 

Utrecht, Junie 1917, 
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Het aantal deelen, waarin een meer-dimensionale ruimte 
verdeeld wordt door een aantal ruimten van 
één dimensie minder 


DOOR 
Dr. G. C, A. KOOPMANS (Den Haag). 


Dit artikel heeft zijn ontstaan te danken aan de volgende 
vraag : 

Een boer heeft een weiland, waarop 16 boomen staan !) ; 
hij wil dit door vijf rechte slooten zóó verdeelen, dat elke 
boom door een sloot van alle andere afgescheiden is. Hoe 
moet hij die slooten graven ? 

De eerste vraag, waarop men dus antwoord heeft te 
geven, is deze: 

In hoeveel deelen kan een plat vlak verdeeld worden 
door 5 (in het algemeen door ») rechten ? 

Hoeveel deelen zijn open, hoeveel gesloten ? 

Vervolgens komt aan de orde de vraag: 

Welke gedaanten zullen die deelen hebben ? 

En eindelijk: 

Hoe zal men in een gegeven geval de lijnen tusschen 
de gegeven punten doortrekken, zoodat aan de opgave 
voldaan wordt ? 

Laat mij dadelijk zeggen, dat ik het antwoord op de 
laatste vraag niet zal geven. 

Zelfs schijnt het mij zeer moeilijk uit te maken, welke 
plaatsingen van de punten de oplossing onmogelijk maken ; 
alleen is het direct duidelijk, dat de oplossing onmogelijk 
wordt, zoodra meer dan 6 punten (in ons geval van 5 lijnen) 
op een rechte liggen. 

Ook het antwoord op de tweede vraag zal slechts onvol- 
ledig zijn, doch het antwoord op de eerste vraag is volledig 
te geven en zelfs, zooals ik in den titel vermeld heb, voor 
elke meer-dimensionale ruimte. 

Bepalen we ons eerst tot een plat vlak, dan valt ons 
dadelijk op, dat door één rechte het aantal deelen verdub 


1) In een teekening aangegeven, 
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beld wordt, en dat dit door de tweede ook het geva: is, 
maar door de derde en volgende niet meer. 

In de ruimte vinden wij, dat het derde, zoowel als het 
eerste en het tweede vlak, het aantal deelen verdubbelt, 
maar dat dit bij de volgende vlakken niet meer het geval is. 

Wij vinden hier reeds een aanwijzing, dat bij de vier- 
dimensionale ruimte (in het vervolg aangegeven door R‚) 
het aantal deelen, waarin zij door 4 gewone ruimten (R3) 
verdeeld wordt, nog 2* zal zijn, terwijl de vijfde R, niet 
meer in staat is het aantal deelen van de R,‚ te verdub- 
belen; en zoo vervolgens. 

Ook sluit zich daarbij aan het feit, dat het aantal deelen 
van een lijn (R,) alleen door het eerste deelpunt verdub- 
beld wordt. 

De opvolging van het aantal deelen is in het laatste 
geval direct op te geven: 

Door n punten wordt een lijn verdeeld in (n +1) deelen. 

Het antwoord op de vraag naar het aantal deelen, waarin 
een plat vlak door n rechten verdeeld wordt, is schijnbaar 
minder eenvoudig, maar het kan direct tot het vorige 
teruggebracht worden. 


Fig. 1, Fie, 9, 


Zoo wordt b.v. een vlak door drie rechten in 7 deelen 
verdeeld; de vierde rechte kan nu beschouwd worden als 
transversaal van den driehoek en zal dus òf twee zijden 
en één verlengde òf drie verlengden snijden; in beide 
gevallen ontstaat één vierhoek en twee driehoeken, die 
samen de zoogenaamde volledige vierzijde vormen. (In het 
eerste geval is de vierhoek een deel van den oorspronke- 
lijken driehoek, in het tweede geval vormt hij met den 
oorspronkelijken driehoek samen een grooteren driehoek). 
Fig. 1 en 2, 


dn es A 
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Buiten deze drie gesloten figuren komen acht „open” 
figuren voor, waarvan drie gewone hoeken zijn, terwijl 
er vier genoemd kunnen worden: het verschil van een 
hoek en een driehoek, en de achtste: een hoek verminderd 
met twee kleinere hoeken; of wel: het verschil van een 
hoek en de vierzijde. 

De beschrijving van deze figuren en van die welke bij 
de volgende deellijnen optreden wordt zeer omslachtig ; 
daarom is het wenschelijk hier in te voeren den naam 
n-zijde, met de bijvoeging „gesloten” of „open” en dezen 
naam te laten dienen voor een deel van een ruimte met 
een willekeurig aantal dimensies. 

Zoo zal dus, zoolang we ons tot een vlak (R,) beperken, 
met een „gesloten #-zijde” een gewone x-hoek bedoeld 
worden en met een „open #-zijde” een van de zoo juist 
beschreven figuren. 

Een „open tweezijde” (waarbij het woord „open” na- 
tuurlijk gemist kan worden) beteekent dus (in een R‚) 
een gewonen hoek of (in een R}) een tweevlakken- 
hoek; een gesloten driezijde kan alleen een driehoek 
voorstellen, maar een open driezijde beteekent (in een R?) 
de straks beschreven figuur of (in een R}) een drievlakken- 
hoek enz. 

Een zoogenaamde vijf-cel (in een R‚) evenals een afge- 
knotte driezijdige pyramide heet in dit artikel ook een 
gesloten vijfzijde. 

Bij vier rechten vinden wij dus in het platte vlak 1 
gesloten vierzijde en 2 gesloten driezijden, 1 open vier- 
zijde, 4 open driezijden en 3 tweezijden. In het geheel 
11 deelen, dus door het optreden van de vierde rechte 
wordt het aantal deelen met 4 vermeerderd; evenzoo 
wordt door de vijfde rechte het aantal deelen met 5 ver- 
meerderd enz. De reden hiervan is duidelijk. De vijfde 
rechte wordt door de vier reeds aanwezige rechten in 
4 punten gesneden, dus in 5 deelen verdeeld; elk van 
deze 5 deelen ligt in een reeds vroeger gevormd deel van 
het vlak en verdeelt dit in twee deelen; vermeerdert dus 
het aantal reeds bestaande deelen met 1. 

De toeneming van het aantal deelen tengevolge van het 
optreden van de vijfde rechte is dus 5. 
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Evenzoo vermeerdert de zesde rechte het aantal bestaande 
deelen met 6 enz. 

Stelt men het aantal deelen voor door F‚(n) dan heeft 
men dus de betrekking : 


F, @)=F, n—1) + n 
of, daar F,(0)=1 is, direct: 


F, @)= lt in (n + I). 

Wij kunnen nu met behulp van deze betrekking on- 
middellijk overgaan tot het bepalen van het aantal deelen 
waarin een R, verdeeld wordt, door „ platte vlakken. 

Een volkomen overeenkomstige redeneering brengt ons 
het antwoord op deze vraag. 

Wij weten, dat b.v. het vijfde vlak door de 4 reeds aan- 
gebruchte vlakken verdeeld wordt in F, (4) =11 deelen. 

Elk van deze 11 deelen moet liggen in een van de reeds 
door de eerste vier vlakken gevormde deelen van de 
ruimte, en dus worden deze 11 deelen (en geen andere) 
door het vijfde vlak in twee deelen verdeeld, zoodat de 
toeneming van het aantal deelen tengevolge van het op- 
treden van het vijfde vlak bedraagt: F, (4) = 11. 

Stellen wij nu het aantal deelen van de ruimte voor 
door F; (xn) dan heeft men de betrekking : 


Fs (7) =Fs (n —1) + FE, (2 — TT) 
en, daar F; (0) =1 is, direct: 

F; mld 4 $n (n — 1 
of wel: F; =14n nn — In en l) 


of nog anders: F, NEEN De Se CHR 


Weder op overeenkomstige wijze vinden wij, dat het 
aantal deelen waarin een R,‚ door » ruimten R, wordt 
verdeeld, als het door F,‚(x) wordt voorgesteld, moet vol- 
doen aan de betrekking F,(n)=PF, (n —1) + F; (n —1) 
zoodat men vindt, daar ook PF; (0) =1 is: 

PL Tes AE al 


1 + mpd ge n(n 1) 


of wel: 
Pm 2de ED EE. 
Het valt niet moeilijk in te zien, dat men, op deze wijze 
verder redeneerende, komt tot de conclusie: 
Het aantal deelen, waarin een R, verdeeld wordt door 
n ruimten R, _j, bedraagt: 


BPA). (nt 1) pd) (nF 1) 
eraa p! zeven =D! + 
esin der De 


ERS 
of wel: mD) mt! 
RE Sr dept diver db TA) We 
EOS rin rED TE wap FT 
(n +1)! 


pd)! —p 45)! | 
waarbij, naarmate p even of oneven is, de laatste term 1 


n +1 
of 1 


zal zijn. 


Het is niet onbelangrijk, een gedeelte te laten zien van 
het tableau, waarin alle waarden vereenigd zijn, en dat 
het gemakkelijkst door herhaalde sommeering becijferd 
wordt. 


hennen te Zape Sed 0, 6 
n= 

0 On ee teeb ak « 1 
Ik AEN ER 2 
2 ORR nd en AR tie Mades Á 
3 Ate COT SES 048 
A BE Wel oee Gen AOL 6 
5 GRMC 12050 31821 39 
6 WE TAR 10864 
7 ORO AOP 1207 127 
8 9 "31703 163. 219, 241 
9 10. 46 130 256 382 466 
10 | 11 56 176 386 638 848 
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In elke kolom vindt men na het eerste getal 1, eerst p 
opvolgende machten van 2, daarna p andere getallen en 


daarna (voor n=?2p +1) weder gp; dus, evenals de hoofd- 
diagonaal van bovenstaande matrix de opklimmende mach- 
ten van 2 vertoont, vertoont een bijdiagonaal de opklimmende 
machten van 4. Echter vindt men deze eigenschap niet 
herhaald; wel komen nog sporadisch andere machten van 
2 in de matrix voor. 


Zoo is b.v. ss. JH 24 —= 48 = 211 
en Lg 1 4096 — 2e, 


d. w.z.: een plat vlak wordt door 90 rechten in evenveel 
deelen verdeeld als een R‚ door 13 ruimten R; of een 
Ria4p door 12 ruimten Rip. 

De algemeene term van de hoofddiagonaal heeft de 
volgende gedaante: 


p| p! p! 
PEP pDA 


en) 


(die bij even waarde van p tot laatsten term heeft: dq en 
bij oneven waarde: p) en is dus gelijk aan: 


Ht (OHHH) (Ik 


zoodat de waarde uit het tableau nl. 2p—1 teruggevonden 
wordt. 


De algemeene term van de bedoelde. bijdiagonaal heeft 
de volgende gedaante: 
2p 42) de (2p +2)! sin (2p +2)! 
ps POL (p= E AE (pr EE 
(welke bij even waarde van p met 1 eindigt en bij oneven 
waarde met 2p +2) en is dus gelijk aan: 


HAN Geren AE: 


(5D) HEEE) HERE) | 
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mi LE (op 2) Hop 42) + bop 2) 


(apSa)Hlop 42) + | 
en 1x 2 gp 


Op dezelfde wijze als wij het totaal aantal deelen be- 
paald hebben kunnen wij ook vinden hoeveel van die 
deelen open en hoeveel gesloten zijn. | 

Hetgeen wij gezegd hebben van de vermeerdering van 
het aantal reeds bestaande deelen in het algemeen, geldt 
ook voor de vermeerdering van het aantal gesloten deelen 
op zichzelf en van het aantal open deelen op zichzelf. 

Beschouwen wij weder eerst een plat vlak, waarin reeds 
n rechten zijn aangebracht; de (n + 1) de rechte zal worden 
verdeeld in (n —1) begrensde (gesloten) en 2 onbegrensde 
(open) deelen. Deze laatste twee kunnen elk alleen liggen 
in één van de reeds gevormde open veelzijden; zij ver- 
deelen elk hun eigen open veelzijde in twee open veel- 
zijden; de totale vermeerdering van het aantal open veel- 
zijden bedraagt dus 2. 

Hieruit volgt onmiddellijk: Bij een R, is het aantal open 
veelzijden gevormd door „» rechten altijd 2. Deze uit-- 
komst is vanzelf duidelijk ; men behoeft elke willekeurige 
figuur slechts op zéér kleine schaal te teekenen : dan ver- 
dwijnen de gesloten deelen bijna geheel, zoodat de figuur 
den indruk maakt van » rechten door één punt. 

Het aantal open deelen van een R; gevormd door » 
vlakken wordt hieruit onmiddellijk gevonden. Het nde vlak 
ontvangt nl. tengevolge van de aanwezigheid van (n — 1) 
» vroeger aangebrachte vlakken 2(n — 1) open deelen; elk 
van deze open deelen ligt in een open deel van de ver- 
deelde R, en verdeelt dit deel in twee open deelen; de 
vermeerdering van het aantal open deelen, door het nde 
vlak bedraagt dus 2(n—1). Noemen wij het geheele aan- 
tal open deelen gevormd door „ vlakken vs; (n) dan bestaat 
dus de betrekking: 

Ps (1) = Pz (n — 1) J2n —2. 

Echter geldt deze betrekking eerst voor n=—=?2. 

(Bij n= l bedraagt de vermeerdering slechts 1 ; daaren- 
tegen bedraagt voor n= 0 het aantal open deelen reeds 1). 
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Daar ev; (l)=?2 is vindt men onmiddellijk: 
n 
oz (Nn) =2H EF (An —2)=2 nn dl) —-2n=n (nl) +2. 
1 . 


Ook hier kan men dezelfde uitkomst verkrijgen als men 
alle vlakken door één punt laat gaan. 
Bij een R,‚ volgt men weder dezelfde rédeneeen ‚ van 
n=3 af heeft men de betrekking: 
Pp, Nn) =P4 (n — 1) + 03 (n —1) 
en daar p, (2) =4 is, heéft men: 


Ps Dt Dt nt) 


of 94latij=4tE (Ant Andi LEED Pope 


=s (n° + òn + 6). 

Wanneer men Henn dat 3 (n) =2F, (n —1) is en dat 
tevens p, (2) =2F, (1) is, dan blijkt p, (1) —= 2E; (n —1) te 
moeten zijn; werkelijk blijkt dan ook F, == (n*5nt6). 

De overeenkomstige betrekking blijft steeds doorgaan 
daar in het algemeen p, p —2)=2F,_j P—3) is en alle 


volgende waarden van pj) gevonden worden uit sommee- 
ring van de reeds bekende waarden van p, _j. Men 
heeft dus algemeen: Pp) (n)= 2P 1 (n —]). 


Het aantal gesloten deelen kan nu gevonden worden òf 
door het geheele aantal te verminderen met het aantal 
open deelen, òf door een overeenkomstige redeneering. 

Beginnen wij daartoe weder bij een plat vlak, dan is 
het duidelijk, dat een van de begrensde (gesloten) deelen 
van de „de aangebrachte rechte, zoowel kan liggen in een 
open als in een gesloten reeds gevormd deel van het 
platte vlak. 

Ligt het beschouwde deel van de „de rechte in een 
gesloten deel, dan verdeelt het dat deel in twee gesloten 
deelen; ligt het beschouwde deel in een open deel, dan 
verdeelt het dit in één open en één gesloten deel; in 
beide gevallen is de vermeerdering van het aantal ge- 
sloten deelen één, (terwijl geen vermeerdering in het aan- 
tal open deelen optreedt). 
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Noemen wij het aantal gesloten deelen b, (n), dan geldt 
dus de betrekking : 
vo (1 +2) =b, (n +1) nr, 


en daar }, (3) =1 is, heeft men: 
n 
a tD=ltEn, 


dus: tonie jnnti 

Wij vinden hier dus de driehoeksgetallen. 

Zooals wij al weten, is hb, (4) =3 (de deelen van de zoo- 
genaamde volledige vierzijde), en men ziet direct in, dat 
de vijfde rechte, hoe ook aangebracht, altijd 3 gesloten 
deelen er bij voegt. 

Onze sommeeringsmethode leert ons nu onmiddellijk, dat 
de aantallen gesloten deelen van de R; worden aangegeven 
door de pyramidaalgetallen. 

Zoo wordt b.v. een gesloten vierzijde (tetraëder) door een 
willekeurig vlak verdeeld òf in een vierzijde en een vijfzijde 
òf in twee vijfzijden; breidt men het deelvlak uit, dan 
ontstaat òf nog een vierzijde en een vijfzijde òf twee vier- 


ir. Fig. 3A. 
zijden. Ook wanneer men een vlak aanbrengt, dat elke 
ribbe van de vierzijde in haar verlengde snijdt, dan voegt 
men daardoor aan de vierzijde twee vijfzijden en één vier- 
zijde toe; in elk geval vindt men dus: 2 vierzijden en 2 
vijfzijden, dus in het geheel 4 gesloten deelen. (Fig. 3, 4, 5.) 


Toelichting bij figuren 3, 4 en 5. 


In de opstaande ribben AB, AC en AD neemt men de 
punten U, T en S willekeurig. 
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Hun verbindingslijnen snijden de ribben van het grond- 
vlak in de punten P, Q en R welke dus in een rechte liggen. 

In fig. 3 verdeelen de punten U, T en S ieder hun ribbe 
inwendig, in fig. 4, 3A en 5 worden resp. 1, 2 en 3 ribben 
witwendig verdeeld. 

De figuur 3A levert echter niet anders op dan fig. 3; 
in het geheel zijn er dus slechts 5 mogelijkheden ; van de 
zes ribben worden 3, 2 of 6 witwendig verdeeld. 

In fig. 5 is het tetraëder ABCD verdeeld in een vierzijde 
AUTS en een vijfzijde BCD.UTS. 

Bij het tetraëder zijn gevoegd: de vijfzijde BQU.CPT en 
de vierzijde RBQU (die samen het tetraëder R.CPT vor- 
men). De twee vijfzijden vormen samen ook een nieuw 
tetraëder S.DPQ. 


In fig. 4 is ABCD verdeeld in de vijfzijden CRT.DQS en 
BQRAST en er bij zijn gevoegd de vierzijden P.DQS en 
U.AST, welke elk met één der vijfzijden een nieuw te- 
traöder vormen. 

In fig. 5 is ABCD zelf niet verdeeld, doch er is bijge- 


an, 
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voegd le. de vijfzijde BCD.UTS (die er mede het tetraëder 
A.UTS oplevert); Ze. de vijfzijde CRT DQS en 3e. de vier- 
zijde P.DQS welke laatste twee samen een nieuw tetraëder 
P.CRT vormen. 

Ook de twee vijfzijden vormen samen een nieuw tetraë- 
der R.BQU. 


Wij maken hier kennis met de drie-dimensionale „vol- 
ledige vijfzijde”, die geheel overeenkomt met de twee- 
dimensionale volledige vierzijde”, 

Men merke op, dat in het verdeelende vlak, PQRSTU, 
zoowel als in elk der vier verdeelde vlakken van het 
tetraëder, de volledige vierzijde optreedt. 

Bij het overgaan op ruimten met meer dimensies vindt 
men steeds weer binomiaalcoëfficiënten (de zoogenaamde 
figuurlijke getallen) voor de aantallen. 

Een klein overzicht van het gevondene moge hier een 
plaats vinden. 


aantal gesloten figuren aantal open figuren 
EVA Dee Ae dens 
ae ne 

0 ame Ue Oi Oer. 0 Vi be eN Edd rid WI 
ROO 0 On D0 pr pre EE 
2 TRO m0: Oss Oom, 0). ee EEE TAK 4 4 4 
3 anal hae Oats Oer, Oos 0 RO ven Se en ties Gend 
BREN el 200,0 kens 4e 1616416 
5D Oe de at br 0710 bB|-2 10 22 30 32 32 
6 EO EOD TE 0 Omer 2 3202: 62-64 
| BRIO ADE TG 1 fl 2 14 44 84114126 
8 Seat 0 30: 214 7 8 | 2 16 58128198240 


De eerste vraag is hiermede volledig beantwoord. 

Wijden wij nu onze aandacht aan de tweede. 

Welken vorm kunnen de gevonden deelen hebben, en 
hoeveel verschillende oplossingen zijn in ieder geval 
mogelijk ? 

(Twee oplossingen Hars, alleen als verschillend worden 
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beschouwd, wanneer de aantallen optredende veelzijden of _ 
hare onderlinge ligging verschillend zijn.) 

Deze vraag zal ik niet volledig beantwoorden, want het 
aantal complicaties blijkt hier zeer groot te zijn, terwijl 
ik geen anderen weg zie dan alle gevallen experimenteel 
uit te zoeken. 

Wij hebben reeds opgemerkt, dat in een plat vlak, bij 
vier of minder rechten, slechts één oplossing mogelijk is. 
Wel kan bij 4 rechten de verdeeling op verschillende wijzen 
tot stand worden gebracht, maar op het resultaat heeft dit 
geen invloed. Iets volkomen overeenkomstigs heeft men 
bij 5 vlakken, die in een R; worden aangebracht. 

Evenzoo vindt men, wanneer men 6 ruimten R; in een 
R,‚ aanbrengt, vijf gesloten deelen, die alleen zeszijden of 
vijfzijden kunnen zijn (daar er minstens vijf zijden noodig 
zijn om een deel van een R,‚ te begrenzen, en zes het 
grootste aantal beschikbare begrenzende elementen is), en 
iets dergelijks vindt men telkens, wanneer men in een 
R, niet meer dan (p +2) verdeelende elementen aanbrengt. 

Het is niet moeilijk een perspectivische teekening te 
verkrijgen van de rechten, die bij de verdeeling van een 
meer-dimensionale ruimten optreden. 

Ik zal hier alleen een paar voorbeelden geven van de 
verdeeling van de eenvoudigste gesloten vier-dimensionale 
figuur (de vijfcel). 

Evenals men stippen en strepen aanbrengt, welke punten 
en rechten bwiten het vlak van teekening moeten voorstellen, 
kan men ook stippen en strepen aanbrengen, welke punten 
en rechten buiten onze ruimte voorstellen. 

Volkomen overeenkomstig de figuren 3, 4 en 5 kunnen 
de volgende figuren worden geconstrueerd. 

Men begint met een gewoon tetraëder BCDE (in onze 
gewone ruimte), hetwelk men als „grond”’grens van de 
vijfcel kan beschouwen, en stelt door A een punt voor, 
buiten onze rulmte, hetwelk men als „top” beschouwt: 
De rechten AB, AC, AD en AE hebben dan met onze 
ruimte ieder slechts één punt (nl. B, C, D, E) gemeen. 
Het verdeelende element moet nu een R; zijn, die de vier 
opstaande rechten (of haar verlengde) snijdt. Het is dui- 
delijk, dat men die vier snijpunten willekeurig kan nemen 
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(evenals de snijpunten van het verdeelende vlak met de 
3 opstaande ribben van een tetraëder, in fig. 3, 4 en 5 
willekeurig genomen zijn). Men vindt daaruit onmiddellijk, 
dat de volgende verschillende mogelijkheden bestaan : 

1’. de vier rechten worden inwendig verdeeld, 

20, drie inwendig, één uitwendig, 

30. twee inwendig, twee uitwendig, 

40, één inwendig, drie uitwendig, 

50, alle vier uitwendig. 

Men behoeft niet afzonderlijk de gevallen te beschouwen, 
dat de ribben „boven” den top of „onder” de grondgrens 
worden verdeeld, want men kan als overgang tusschen 
die beide mogelijkheden in de gevallen 2, 3 en 4 de ver- 
deelende R; „evenwijdig” plaatsen aan de ribben, die uit- 
wendig verdeeld moeten worden (dat dit altijd kan ziet 
men gemakkelijk in, naar analogie van de verdeeling van 
het tetraëder door een plat vlak; brengt men dit door twee 
punten, elk in een der opstaande ribben gelegen, dan kan 
men het vlak evenwijdig brengen aan de derde, brengt 
men het door een punt in één der opstaande rihben, dan 
kan men het evenwijdig brengen aan de beide andere) 
terwijl in het vijfde geval de vijfcel geheel aan één kant 
van de verdeelende R; ligt, zoodat alle tien rechten in 
haar verlengde worden gesneden en men dus hetzelfde 
geval vindt als wanneer men alle „opstaande” rechten (op 
een ander grondvlak) naar „beneden” verlengt. 

Wie zich voor de zaak interesseert, doet het best de 
figuur te teekenen, a. v.: 

Nadat men het tetraëder BCDE en de vier verbindings- 
rechten AB‚ AC, AD en AE, geteekend heeft (waardoor 
de overige vier begrenzende tetraëders gevonden zijn) 
neemt men op de laatste rechten, de punten IJ, X, W,‚ V 
willekeurig aan (W is hier in het verlengde van DA ge- 
nomen). De verbindingsrechte WIJ ligt nu in het vlak 
ABD en snijdt dus BD (in T), de verbindingsrechte XIJ ligt 
in ABC en snijdt dus BC (in U); evenzoo vindt men uit 
VIJ het punt S (in BE), uit WX het punt R (in CD), uit 
VX het punt Q (in CE), en uit WV het punt P (in DE). 

Daar nu b.v. R,‚, T en U in het vlak BCD liggen, hetwelk 
met de vierdimensionale ruimte slechts één rechte gemeen 
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kan hebben (omdat het er anders geheel in zou liggen) 
moeten die drie punten in deze rechte liggen. Evenzoo 
liggen P, T en S; Q, U en S; en R,‚ P en Q in een rechte. 

Wij vinden nu, dat dàt deel van de verdeelende R; het- 
welk wij hier geteekend hebben, niets anders is dan de 
ons reeds bekende drie-dimensionale volledige vijfzijde, 
welke bestaat uit de twee vijfzijden PQVTUIJ en PRTVXIJ 
en de twee vierzijden STUIJ en WVXTIJ. 

Deze vier deelen vormen nu gedeeltelijk de grenzen 
van de vijf gesloten deelen, waarin de vierdimensionale 
ruimte wordt verdeeld, n.l de vijfzijde AIJXWV, de zes- 
zijde AIJXV.DTRP, de zeszijde BCE.TRP.IJXV, de zeszijde 
BTIJU EPVQ en de vijfzijde BTIJUS. 

Van deze vijf deelen vormen het tweede en het derde 
samen de oorspronkelijke vijfcel; de andere drie deelen 
liggen er buiten (evenals er bij de verdeeling van den 
driehoek één buitendeel gevormd wordt en bij de ver- 
deeling van het tetraëder twee buitendeelen). 

De eerste der drie gevonden zeszijden (nl. AVXIJDPRT) 
wordt begrensd door de tetraëders AVXIJ en DPRT en 
de vijfzijden VXIJPRT, XIJARTD, IJAVTDP en AVXDPR. 

De tweede zeszijde BCE.TRPIJXV heeft een andere 
gedaante ; zij wordt begrensd door 6 vijf zijden nl. TRP.IJXV, 
IJXV.BCE, BCE.TRP, CRX.EPV, EPV.BTIJ en BTIĲ.CRX 
terwijl de derde zeszijde (die aan de oorspronkelijke vijf- 
cel is toegevoegd) begrensd wordt door de tetraëders 
EPQV en BTUIJ en de vijfzijden TUIJ.PQV, UIJB.QVE, 
IJBT.VEP en BTU.EPQ, zoodat zij gelijksoortig is met de 
eerste. Het complex van deze vijf gesloten vierdimensionale 
figuren vormt de vierdimensionale volledige zeszijde, welke 
altijd ontstaat wanneer men in eenzelfde R,‚ zes ruimten 
R; aanbrengt en welke bestaat uit een centrale zeszijde, 
die 6 vijfzijden tot grenzen heeft, waaraan aansluiten twee 
zeszijden welke ieder 4 vijfzijden en 2 vierzijden tot grens 
hebben, terwijl deze ieder worden voltooid door een vijfcel. 

Dezelfde figuur vindt men nl. wanneer men een van de 
andere vier mogelijke gevallen uitwerkt. Ik ben opzette- 
lijk begonnen met de figuur waarin één van de vier „op- 
staande” rechten witwendig verdeeld wordt (ofschoon die 
méér van ons voorstellingsvermogen eischt) omdat de 
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meest voor de hand liggende figuur, (die, waarbij alle vier 
de opstaande rechten inwendig verdeeld worden) moeilijk 
zóó is te teekenen, dat de verschillende punten niet dicht 
bij elkaar schijnen te vallen, tenzij men de teekening 
onhandelbaar groot maakt. | 

De lezer teekene een figuur, waar dezelfde vijfcel 
ABCDE verdeeld wordt op de bedoelde wijze ; hij vindt dan 
overeenkomstige deelen: vooreerst de vijfcel AIJXWV, 
vervolgens de zeszijde IJXWV.BCDE; aan de oorspronke- 
lijke vijfcel wordt toegevoegd: 

le. de centrale zeszijde BCE.TRPIJXV, 

2e. de zeszijde BTSIJ CRQX en 

3e. de vijfcel BUTSIJ, 

Het is niet moeilijk in te zien, dat men in een B, wanneer 


men er niet meer dan (p +2) ruimten Ry 1 aanbrengt, 


altijd een p dimensionale volledige (p + 2)zijde vindt, welke 
bestaat uit 2 figuren begrensd door (p +1) zijden en p 
figuren begrensd door (p + 2) zijden. | 

De eenvoudigste van deze is de één-dimensionale vol- 
ledige driezijde, welke blijkbaar bestaat uit 2 tweezijden !) 
en niets meer. 

Ten slotte merke men op, dat niet alleen de verdeelende 
(p — 1)-dimensionale ruimte naar elk van de (p — 1)-dimen- 
sionale ruimten verdeeld worden in deelen, die weder de 
(p —1)-dimensionale volledige (p + 1)-zijde vormen. 

Zoo vindt men b.v. in fig. 6, dat ook het tetraëder ABCD 
verdeeld is in twee vijfzijden AXIJ.DRT en BTIJ.CRX 
terwijl er aan zijn toegevoegd de tetraëders AXIJW en 
BTIJU; zoo is in elk vlak een volledige vierzijde te 
vinden (b.v. in QPRTUS, de vierhoek PTUQ en de drie- 
hoeken PRT en TUS) en in elke rechte een volledige 
driezijde. 

Zoodra echter het totaal aantal (p — 1) dimensionale ruim- 
ten meer dan p+2 bedraagt, vindt men meer mogelijkheden. 
Eenige gevallen zullen worden behandeld. 

(Wordt vervolgd.) 


en 


enn dn 


1) Men bedenke, dat de zijden in dit geval punten zijn, zoo- 
dat een tweezijde hier niets anders is dan een begrensde rechte, 


Wiskundig Tijdschrift, 14e Jaargang. Á 


50 


Prijsvragen Technische Hoogeschool. 


De afdeeling der algemeene wetenschappen van de 
Technische Hoogeschool heeft de navolgende prijsvragen 
uitgeschreven, te beantwoorden vóór [5 September 1918 
door studeerenden aan een Nederlandsche instelling van 
hooger onderwijs: 

a. De eenvoudigste mechanische problemen betreffende 
krachtstelsels en momentane bewegingen hangen samen 
met de meetkundige eigenschappen der puntgrootheden, 
dynamen, en gebonden bivectoren, zijnde de gerichte 
grootheden, behoorende tot de punten, lineaire stralen- 
komplexen en vlakken in een euclidische ruimte van 3 
afmetingen. 

De bij deze grootheden behoorende getalstelsels zijn door 
verschillende schrijvers onderzocht. H. Grassmann heeft in 
zijn Ausdehnungslehre voor het eerst vermenigvuldigingen 
gegeven, die tot de genoemde getalstelsels behooren. 
Daarna heeft Clifford de Hamilton’sche quaternionen uit- 
gebreid tot de zoogenaamde biquaternionen, waarvan de 
‚euclidische vorm eveneens een deel der bedoelde getal- 
stelsels bevat. Later hebben verschillende schrijvers dezelfde 
en verwante materie behandeld. Zij steunen voor een deel 
op Grassmann, voor een deel op Clifford, en voor een deel 
op de Clebsch-Aronhold’sche invariantensymboliek. 

Nieuwere onderzoekingen hebben geleerd, dat het be- 
ginsel van F. Klein, volgens hetwelk gerichte grootheden 
alleen beteekenis hebben ten opzichte van bepaalde, be- 
wust of onbewust ten grondslag gelegde, transformatie- 
groepen, kan worden toegepast op de bijbehoorende getal- 
stelsels en dat die stelsels geheel kunnen worden berekend 
zoodra de transformatiegroepen gegeven zijn. Deze bere- 
kening is uitgevoerd voor het met in den aanvang genoemde 
in de elliptische ruimte correspondeerende geval, waar aan de 
bedoelde grootheden de orthogonale groep ten grondslag ligt. 

Het bijbehoorende getalstelsel, dat tevens het stelsel is 
der lineaire grootheden der (eenvoudige) relativiteitstheorie, 
bevat 64 resp. 16 eenheden, alnaarmate de grootheden al 
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ef niet met behulp der aequivoluminaire groep nader 
wordt onderscheiden. 

De afdeeling vraagt de afleiding van het overeenkom- 
stige stelsel voor de euclidische ruimte, onder ten grond- 
slaglegging van de groep der bewegingen en spiegelingen 
en, voor de verdere onderscheiding, der speciaal-affine 
groep, inclusief opstelling der vrije rekenregels voor de 
door splitsing ontstane vermenigvuldigingen, een vergelij- 
king met de voornaamste reeds voor dezelfde grootheden 
bij andere schrijvers gebruikte stelsels, en eenige toepas- 
singen op problemen der mechanica. 

b. De stabiliteit van een drijvend lichaam kan in ver- 
band gebracht worden met een bepaald oppervlak, dat als 
meetkundige plaats van zwaartepunten der verplaatste 
vloeistofmassa's optreedt (zie o.a. D. J. Korteweg, over de 
verschillende evenwichtsstanden van drijvende rechthoe- 
kig parallelopipedische lichamen, wier lengteas met de 
vloeistofoppervlakte evenwijdig loopt. Nieuw Archief voor 
Wiskunde 2e reeks, dl, VIII, blz. 1—25). 

De afdeeling vraagt het verband tusschen stabiliteit en 
dit oppervlak af te leiden zonder van de benadering 
z—=ar? +by* voor een klein deel van dit oppervlak 
(waardoor stilzwijgend de mogelijkheid van het voorkomen 
‘van singulariteiten op dit oppervlak wordt uitgesloten) 
gebruik te maken; daarbij verder, zoo het maken van 
eenige beperkende onderstellingen noodig blijkt, aan te 
geven onder welke voorwaarden betreffende de begrenzing 
van het lichaam deze vervuld zijn. 

Bovendien vraagt de afdeeling een of meer uitbreidingen 
van het stabiliteitsvraagstuk. Zoo kan men het veld van 
de zwaartekracht door een ander eenvoudig krachtenveld, 
b.v. dat van Newton, vervangen. Of ook kan men de vloei- 
stof samendrukbaar onderstellen, waarbij dan de dichtheid 
een gegeven functie van den druk is. In de plaats van 
deze kunnen ook andere uitbreidingen treden wanneer 
de behandeling daarvan voldoende belangrijk blijkt. 
Bespreking van voorbeelden is gewenscht. 
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Boekbespreking. 


MAXIME BÔCHER. Lecons sur les méthodes de Sturm dans 
la théorie des équations différentielles linéaires et leurs dévelop- 
pements modernes. 

Reeeuillis et rédigées par Gaston Julia. 

Paris, Gauthier-Villars, 1917. 

Dit boek behoort tot de Serie: Collection de monogra- 
phies sur la théorie des fonctions, publiée sur la direction 
de M. Emile Borel. De schrijver bespreekt de analogie 
tusschen algebraïsche en differentiaalvergelijkingen, en 
behandelt dan eerst eenvoudige gevallen van oplossingen, - 
daarna meer samengestelde. Aan de functies van Green 
en hun toepassingen is een afzonderlijk hoofdstuk gewijd. 


Dr. PAUL CARUS. Philosophy as a Science. 

Chicago, The Open Court Publishing Company. 

In dit boekje, dat reeds eenige jaren geleden verscheen, 
geeft de schrijver een beknopt overzicht van zijn verschil- 
lende werken, en een lijst van artikelen, die daarop be-- 
trekking hebben. 


GASTON DARBOUX. Principes de géométrie analytique. 

Paris, Gauthiers-Villars 1917. 

Het laatste werk van den bekenden schrijver werd nog 
juist door hem voltooid vóór zijn overlijden. Het laatste 
vel druks werd nog juist door hem gecorrigeerd en ver- 
zonden. Men moet dit boek niet beschouwen als een leer- 
boek der analytische meetkunde; de schrijver onderstelt 
kennis van dezen tak van wiskunde bij den lezer aanwe- 
zig, en wil alleen verschillende grondbegrippen nader 
vastleggen, en dieper gaan in verschillende richtingen. 
De verschillende afdeelingen behandelen: Le rapport an- 
harmonique, Deéfinitions métriques, Les théorèmes’ de 
Poncelet, La géométrie Cayleyenne, De l'inversion, in welk 
laatste een groote plaats is gegeven aan de cycliden. 


Dr. B. GONGGRIJP. Nieuwe methoden op het gebied der 
algebraïsche en transcendente vergelijkingen. 
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Groningen, P. Noordhoff, 1917. 

Verschillende oplossingswijzen zijn hier in eenvoudigen 
vorm bijeengebracht. Vooreerst de oplossing van hoogere 
machtsvergelijkingen door middel van kettingbreuken, 
welke in leerboeken gewoonlijk niet te vinden is; de 
schrijver combineert ze met de methode van Horner en 
komt daardoor tot vereenvoudiging. Dan de methode van 
Gräffe (Zie W.T. jg. XII, bladz. 5, 81, 193) voor het be- 
naderen van reëele en complexe wortels; daarna een 
uitbreiding van de methode van Newton. Voor de astrono- 
mische vergelijking van Kepler worden graphische bena- 
deringen besproken met behulp van de verkorte eycloïde, 
de sinusoïde, en drie stelsels rechte lijnen, naast numerische 
benaderingen. Een drietal rekenplaten zijn daarbij gevoegd. 
Een rechtstreeksch bewijs van de eigenschap, dat elke hoo- 
gere machtsvergelijking ten minste één wortel heeft, en 
een nieuwe oplossing van de derde machtsvergelijking 
worden gegeven, terwijl onderzocht wordt in hoeverre 
oplossing van hoogere machtsvergelijking mogelijk is met 
behulp van determinanten. 


N. JOUKOWSKI. Bases théoriques de l'aéronautique. Aérody- 
namique. Traduit du russe par S. Drzewiecki. 

Paris, Gauthier-Villars, 1916. - 

De vertaler (D.) had reeds dertig jaar geleden een theo- 
rie opgesteld omtrent het vliegen van vogels, die uitge- 
breid kon worden tot een theorie van luchtschroeven zoo- 
wel als van waterschroeven. 

De wetten der lucht-dynamica stemmen overeen met die 
van de vloeistof-dynamica. 

De schrijver (J.) had dadelijk, toen men begon met 
proefnemingen omtrent vliegen, daarvoor belangstelling 
getoond, en was belast met lezingen daarover aan de 
Technische Hoogeschool te Moskou. Hij begint met de 
hydrodynamica. | 

Ook zijn proefnemingen door hem verricht met lucht- 
stroomen in een bijzonder daarvoor samengestelden tunnel; 
aan de hand daarvan zijn profielen van vleugels ontworpen. 

De theorie van Karman omtrent wervelingen in vloei- 
stoffen, wordt medegedeeld; een toestel voor proefnemin- 
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gen daaromtrent bevindt. zich ook in het laboratorium te 
Moskou. 


Dr. J. C. KAPTEIJN and DR. M. J. VAN UVEN. Skew 
frequency curves in biology and statistics, 2nd paper. 

Published by the astronomical laboratory at Rente 

Groningen, Hoitsema Brothers, 1916. 

Dit boek is een voortzetting en uitbreiding van een 
vroeger onder denzelfden titel verschenen studie van Dr. 
K., die nu bijgestaan is door Dr. v. U.: 

Men onderstelt steeds, dat bij het teekenen van een 
Gaussische frequentie kromme het aantal individuën on- 
eindig groot is. De schrijvers stellen zich echter op het 
standpunt, dat » in den regel wel zeer groot is, maar vol- 
streht niet oneindig groot. In de natuur is gewoonlijk de 
afwijking naar één zijde, bijv. planten eener zelfde soort 
zullen onder den invloed van verschillende omstandigheden 
meer of minder groeien, doch geen enkele zal inkrimpen ; 
de afwijkingen van den gemiddelden groei zullen daarom 
in den regel niet groot zijn. 

Wanneer er een groot aantal van elkander onafhankelijke 
oorzaken zijn voor afwijking, dan zijn de uitkomsten der 
waarneming symmetrisch verspreid ter weerszijden van 
hun rekenkundig gemiddelde; zij geven als graphische 
voorstelling de normale frequentie kromme. 

Verkrijgt men als uitkomst van een aantäl metingen 
zulk een normale kromme, dan kan men er zeker van 
zijn, dat de oorzaken der afwijking groot in aantal en 
onderling onafhankelijk zijn. Wanneer echter athankelijk- 
heid aanwezig is, verkrijgt de kromme een anderen vorm; 
als een grootheid z verspreid is volgens een wet, die de 
normale kromme zou geven, dan zal een van z af hanke- 
lijke grootheid «# niet meer een normale doen ontstaan. 
Als x gemeten wordt, dan kan men vragen, z te vinden. 
Als de kromme z=f(«) gevonden is, wil men ook nog 
een kromme n= \(r) vinden, die aangeeft hoe de uitwer- 
king n van de oorzaak afhangt van x; deze laatste kromme 
wordt de reactie-kromme genoemd. 

Dr. v. U. geeft eerst de theorie hiervoor, en daarna de 
wijze, waarop men met behulp van een rekenliniaal en 
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van verdeeld papier (millimeter papier, of logarithmisch) 
tot de verlangde uitkomst kan geraken. Van een daarbij 
noodige functie is een tabel gegeven, en ook een teekening, 
waaruit men de bij elkander behoorende grootheden kan 
vinden. Een zestal voorbeelden wordt uitgewerkt. 


E. M. LÉMERAY. Le principe de relativité. 

Cours libre professé à la Faculté des Sciences de Mar- 
seille pendant le premier trimestre 1915. 

Paris. Gauthier-Villars & Cie 1916. 

Deze lezingen omtrent het onderwerp, waaraan de namen 
Lorentz en Einstein verbonden zijn, bespreken niet zoozeer 
de grondslagen der relativiteitsleer, dan wel de dynamica 
in verband daarmede. Uitgaande van een drietal onder- 
stellingen, leidt de schrijver formules af voor de onderlinge 
werking van twee lichamen, voor de electrostatica, voor 
het electromagnetisch veld. De gelijkheid van actie en 
reactie is daarbij niet een hypothese, maar een eigenschap. 
De massa is niet een maat voor de hoeveelheid stof, maar 
voor de energie (zooals Einstein reeds aantoonde); waar- 
schijnlijk heeft deze gewicht. De schrijver gebruikt vector- 
analyse. 


R. pe MONTESSUS DE BALLORE. Lecons sur les fonctions 
elliptiqgues en vue de leurs applications. 

Paris. Gauthier-Villars 1917. 

Het zijn geen nieuwe onderzoekingen, die de schrijver 
geeft; hij leidt echter de eigenschappen der elliptische 
functies op elementaire wijze af‚ om ze daardoor meer 
onder het bereik te brengen van hen, die in mechanica 
of natuurkunde kans hebben ze te ontmoeten. Eigenlijke 
toepassingen treft men niet aan. 


De NATUUR. Populair geïllustreerd maandblad, gewijd aan 
de natuurkundige wetenschappen en hare toepassingen, onder 
redactie van Dr. Z. P. Bouman. Prijs per jg. f 6.80. 

Utrecht, N. V. v/h J. G. Broese. 

Dit tijdschrift, dat zijn [Ye jaargang ingaat, handhaaft 
zijn bekende reputatie. De le aflevering bevat een losse 
plaat, de uitwerking van een licht-granaat voorstellende, 
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en als tekst een mededeeling betreffende een particuliere 
diergaarde in het oosten van ons land; over de viool; 
onze vogels; metingen met een reversieslinger ; bootmoto- 
ren en hun organen; het beginsel van het bereiden van 
zuurstof en stikstof voor industriëele doeleinden uit vloei- 
bare lucht; fotografische lenzen ; eenvoudige proeven; en 
kleinere mededeelingen. 


Pau Porovarz. Notions générales sur les appareils à 
réaction. 

Paris. Gauthier-Villars 1916. 

Een kleine brochure handelende over werktuigen, die 
door reactie werken, in het bijzonder schroeven van vlieg- 
machines. 


ALEXANDER PriLip. Zssays towards a theory of knowledge. 

London, Georg Routledge and Sons; New York E. P. 
Dutton & Co. 

Een uitspraak van den schrijver, eenige jaren geleden: 
„Civilisation moves rather towards a chaos than towards 
a cosmos” is spoediger bewaarheid geworden dan hij zelf 
dacht. Hij meent, dat een betere toekomst bereikt zal 
worden door de grondslagen te ontdekken van denken en 
handelen, en van een juist inzicht in den omvang van 
onze kennis en van hare grenzen. Het boekje bevat zeer 
lezenswaardige opstellen over Time and periodicity ; The 
origin of physical concepts, The two typical theories of 
knowledge, The doctrine of energy. 

Hij slaat andere wegen in dan Mach, door het begrip 
„ruimte” op te vatten als een der voorwaard@n voor onze 
activiteit. De zwaartekracht geeft ons een bepaling van 
„richting”. Enz Evenzoo wijkt hij af van Socrates en Plato 
voor wat betreft het begrip „kennis”. 

Men heeft bij het lezen het aangename gevoel met een 
zelfstandig denker te doen te hebben. 


DR. G. SCHOUTEN. De grondslagen der rekenkunde met 
toepassingen op grenswaarden, oneindige reeksen en producten, 
gedurende breuken, dubbelreeksen. 

Groningen, P. Noordhoff, 1916. 


51 


Na een lange periode, waarin er groote behoefte was 
aan een werk over de rekenkunde, zooals ze bij de acte- 
examens wordt gevraagd, zijn er nu twee werken. De 
studeerende voor K, kan de Rekenkunde van C. Krediet 
gebruiken naast het hier vermelde boek, te meer daar zij 
in het geheel niet met elkander overeenkomen. De vraag 
kan gesteld worden of de heer S. niet op een enkele plaats 
over de rekenkunde heenschiet; daarentegen ligt het the- 
orema van Fermat niet in zijn gedachtelijn. De fundamen- 
taalrij speelt in het boek een groote rol; zij dient voorhet 
onderzoek naar het bestaan van onmeetbare getallen in 
het algemeen, dus ook van logarithmen, om de grenswaar- 
den van een veranderlijk getal, en de convergentie en 
divergentie van oneindige producten na te gaan, en voor 
het onderzoek van convergentie of divergentie van reeksen. 


F, GOMES TEIXEIRA. Sur les problèmes célèbres de la 
géométrie Clementatre non résolubles avec la règle et le compas. 

Coïmbre, Imprimerie de l’Université. 

De schrijver, die naam heeft gemaakt door zijn werken 
over kromme lijnen in het algemeen, geeft hier belang- 
rijke mededeelingen betreffende vraagstukken, die van 
oude tijden tot ons zijn overgekomen. 

Vooreerst het vraagstuk, den inhoud van een kubus te 
verdubbelen, waarvan de oplossing door een orakel gesteld 
was als voorwaarde, waarop een epidemie zou eindigen. 
Het werd opgelost met behulp van twee middeneven- 
redigen. 

Plato of een zijner volgelingen maakte voor de construc- 
tie gebruik van een samenstel van drie vaste linialen en 
één bewegelijke liniaal. 

Architas dacht zich de doorsnijding van een tore, een 
cilinder en een kegel, 

Eudoxus maakte gebruik van een bijzondere kromme 
lijn, Menechmos van een parabool en een hyperbool, Hero 
en anderen van een constructie met een cirkel en een 
draaiende liniaal, 

Eratosthenos van bewegelijke ed 

Nicomedus van zijn conchoïde, 

Dioclès van zijn cissoïde, 
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Vieta van een constructie, die met de conchoïde in ver- 
band staat, 

Villapandus en Grümbergerius van een folium, 

Descartes en Fermat met een parabool en een cirkel, 

Viviani van een hyperbool van de 3e orde, terwijl Huy- 
gens drie oplossingen gaf, Newton eveneens drie, Clairaut 
2 en Montucei 1. 

Deze verschillende oplossingen worden behandeld met 
de thans gebruikelijke analytische meetkunde. 

Even uitgebreid wordt de verdeeling van een hoek 
nagegaan : methodes van Hippias, Archimedes, Nieomedes, 
Pappus, Pascal, Descartes, Fermat, Kinner, Ceva, Maclau- 
rin-Delanges, Chasles, Lucas, Catalan, Longchamps, onzen 
landgenoot Dr. Kempe. 

Bij dit vraagstuk sluit dat van Archimedes aan: 

Op een bol een cirkel te teekenen, zoodanig dat de twee seg- 
menten, waarin het vlak van den cirkel den bol verdeelt, zich 
verhouden als twee gegeven rechte lijnen, 

en het geeft aanleiding tot een mededeeling omtrent 


vraagstukken, die tot vergelijkingen van den derden graad 


voeren. 

Als derde hoofdstuk volgt de kwadratuur van den cir- 
kel, waarin de waarden worden vermeld, die in oude ge- 
schriften werden toegekend aan z, de quadratrix van 
Dinostratus, de geschriften van Vieta, Romanus, Ludolph 
van Ceulen, Snellius, Huygens, James Gregory, Descartes, 
Euler, Legendre. Verder geeft het eenige onderzoekingen 
betreffende zr, nl. reeksontwikkelingen. 

Het vierde hoofdstuk bespreekt de onmogelijkheid der 
oplossing van de voorafgaande vraagstukken door middel 
van passer en liniaal. 


A. M. vAN DER Wer. Handleiding ter vervaardiging van 
Stereogrammen (anaglyphen). 

Delft, J Waltman Jr. 1916 f 050. 

In jg. IX, bladz. 108 van het W. T. werd melding gemaakt 
van Les anaglyphes géométriques door H. Vuibert. Onze 
landgenoot heeft een klein boekje samengesteld, waarin 
hij mededeelt hoe men anaglyphen kan teekenen, zoodat 
een leeraar voor zijn leerlingen een goed hulpmiddel 


rt 


heeft ter ontwikkeling van het voorstellingsvermogen. 
De redactie hoopt later op dit onderwerp terug te komen. 


E. DESORTIAUX. La réforme rationelle de Uheure. Son 
importance au point de vue économique et social. 

Paris, Gauthier-Villars et Cie, 1917, 

In plaats van den in 1916 voor het eerst ingevoerden 
zomertijd wil de schrijver een andere tijdsverandering zien 
ingevoerd, namelijk op het oogenblik van zonsopgang den 
tijd stellen op zeven uur of half zeven. Klokken en hor- 
loges zouden elken dag moeten worden verzet ; dit bezwaar 
wil de schrijver ondervangen door de verzetting slechts 
te doen geschieden elken Maandagmorgen; de grootste 
verplaatsing zou 12 minuten zijn. 


Hen verdwenen tijdschrift en een nieuwe periodiek. 


In de voorrede van den eersten jaargang van het 
Wiskundig Tijdschrift deelde de redactie mede, dat er 
twee wiskunde-tijdschriften bestonden, nl. het Nieuw Archief, 
orgaan van het Wiskundig Genootschap. „Een onvermoeide 
arbeid komt alles te boven” te Amsterdam, en De Vriend 
der Wiskunde, onder redactie van den heer van Breen 
(Uitgevers Blom en Olivierse te Culemborg). 

Het W.T, nam een plaats in tusschen die twee tijdschriften. 
£ Eenige jaren geleden traden de heeren de Laive en 
Westendorp ook in de redactie van „De Vriend”. 

In 1913 werd het Nieuw Tijdschrift voor Wiskunde opge- 
richt, onder redactie van H. G. A. Verkaart en P. Wijdenes, 
(uitgever P. Noordhoff te Groningen), waaraan als supple- 
ment in 1915 werd toegevoegd het Tijdschrift voor Verze- 
keringswiskunde, onder redaktie van J. du Saar. 

1 Januari 1917 verkocht de firma Blom en Olivierse „De 
Vriend der Wiskunde” aan de firma P. Noordhoff te Gro- 
ningen, en deze laatste deelde den abonné’s mede, dat het 
tijdschrift niet meer zou verschijnen. De een en dertigste 
jaargang is dus niet meer voltooid, maar eindigt met de 
achtste aflevering. 

De redactie van „De Vriend”, die niet van te voren in 
kennis was gesteld met den - verkoop, nam onmiddellijk 
maatregelen om het opgeheven tijdschrift te vervangen 
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door een ander, en de heeren v. Breen en de Laive zijn 
thans met eenige anderen, redacteuren van het „Wiskun- 
dig Bijblad”, dat als bijlage verschijnt van het weekblad 
„de Vacature”. 

Door de opheffing van „De Vriend” heeft feitelijk de 
wiskunde in ons land gewonnen, omdat het Wiskundig 
Bijblad éénmaal per maand verschijnt („De Vriend”, ver- 
scheen om de twee maanden), en in handen komt van, 
zeer velen, die er niet over zouden denken zich te abon- 
neeren op een wiskunde-tijdschrift. Ongetwijfeld zullen 
een aantal personen daardoor worden opgewekt tot de 
studie van de wiskunde. 

Door de transactie hebben de beide-uitgever-firma's — 
vermoedelijk onbewust — aan de wiskunde een belangrijken 
dienst bewezen. Het krachtige initiatief van de heeren 
van Breen en de Laive moet zeer zeker worden gewaardeerd. 


Uit Buitenlandsche Tijdschriften. 


343. In de Comptes-Rendus van 5 en 12 Maart 1917 geeft 
R. de Montessus de Ballore de volgende beschouwingen 
over algebraïsche ruimtekrommen. 

1. Als zulk een kromme I' tot vergelijkingen heeft 

Za" gPal=0 Er oute ls 
dan kan men deze vervormen tot 
p (ze, y=0 en 2x (x, y) — Ve, y)=0, 
zoodat het onderzoek van [ neerkomt op onderzoek van 


Û . « 
Gerbennn ed A waarin « en y verbonden zijn door 
) 


de betrekking p (w, 4) —= 0. 

2. Met een gewoon of bijzonder punt (a, b) der kromme 
lijn e=0 komt een punt (a, b, z) van T' overeen, waarin 
I een overeenkomstige bijzonderheid heeft als p in het 
punt (a, 5), behalve wanneer T daar een aantal takken 
heeft, waarvan de raaklijnen in een vlak // OZ liggen. 

3. Is (a,b) een gewoon punt van wp, en heeft p daar een 
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gewoon punt, terwijl x er niet doorheen gaat, dan is z = 0; 
gaat x door het punt, maar U niet, dan is z=%. 

Hebben Yen x beide een gewoon punt, dan is z eindig 
als & en x een contact van dezelfde orde hebben met p, 
maar z is nul of oneindig als x met @ een contact van 
kleiner of grooter orde heeft dan- met op. 

4. Als wp een dubbelpunt heeft in (a, b) dan heeft I twee 
punten op de lijn evenwijdig aan OZ door (a, b), en heeft 
dus een schijnbaar dubbelpunt. De punten vallen samen 
als b en x elkander raken, maar niet raken aan g. 


844. In het supplement van de Revue générale des 
Sciences 15 Mei 1917, bladz. 45 geeft Dr. Louis Capitaine 
de volgende demonstratie van de 2e wet van Keppler. 

Zet een rijwiel zóó, dat de zon van een der wielen een 
schaduw werpt, waarin de spaken te onderscheiden zijn. 
Als het wiel gedraaid wordt, zal de schaduw van een der 
spaken sneller draaien naarmate de lengte der schaduw 
korter is. 


845. De duur van den val van een lichaam tot het mid- 
delpunt der aarde, was door Mersenne geschat op 6 uren, 
door Gassendi op 20 minuten. In de Comptes-Rendus van 
18 Juni 1917, bladz. 955, berekent Maurice Sanger den tijd 
op 20 min. 34 sec, in de onderstelling, dat de gemiddelde 
dichtheid der aarde 5.53 is. In dat geval hangt de valtijd 
niet af van den afstand waarop het lichaam zich bij het 
begin van den val bevindt van het middelpunt, mits die 
afstand niet grooter is dan de straal van de aarde. Want 

2e 
OL =C X fer (C constante, p gem. dichtheid, r afstand) 

27 
(4 Cr 0) 

Wanneer men echter aanneemt, dat de dichtheid van 

de aarde veranderlijk is volgens de formule 

e= 10 (1—016%:) 
welke door Sanger in C.R. 1917, bladz. 172 werd mede- 
gedeeld, dan wordt een valtijd van 19 min. 15 sec. gevonden. 


waaruit de slingertijd T = 


Men kent de onderstelling, dat het vaste gedeelte 
van de aarde den vorm zou hebben van een viervlak. 
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Ch. Lallemand | verkreeg dien vorm door een caoutchouc 
bal luchtledig te zuigen. Bij deze proef verkrijgt men niet 
steeds den verlangden vorm, omdat daarvoor een volko- 
men homogene wand, en een volkomen symmetrie der 
uitwendige krachten vereischten zijn. Wordt daaraan niet 
voldaan, dan ontstaat één enkele indenking, zoodat de 
bal den vorm van een pijpekop verkrijgt. 

Pierre-Th. Dufour beschrijft in de Comptes Rendus van 
25 Juni 1917 proefnemingen met bolletjes van paraffine 
van 6 tot 8 mM. middellijn, die in methylalcohol van zelfde 
soortelijk gewicht als de paraffine iets boven het smelt- 
punt worden verhit. Bij afkoeling hebben zij dan den 
volmaakten bolvorm, en zijn inwendig vloeibaar. 

Als het alcohol bad ín rust is, dan zijn de onderste lagen 
iets kouder dan de bovenste, zoodat de bolvorm niet vol- 
maakt is; de bolletjes nemen bij samendrukking den pij pe- 
kopvorm aan. Roert men het bad, dan kan de tetraeder- 
vorm verkregen worden (met afgeronde ribben en toppen), 
mits de uitwendige druk symmetrisch verdeeld is, Metin- 
gen kunnen bij de kleine bolletjes niet worden verricht. 
De heer D. denkt nu een cirkel met straal R vervormd 
tot een golflijn »= R+ asin np, als a de grootste af wijking 
van den gemiddelden straal voorstelt, en „ het aantal 
golven. Worden nu door een punt van een bol groote 
cirkels getrokken gaande door de hoekpunten van een 
ingeschreven regelmatig viervlak, en worden die cirkels 
vervormd tot golflijnen, zoodanig dat de toppen van,het 
viervlak liggen in buitenste punten van de golflijn, dan 
verkrijgt men in het gekozen punt vier inzinkingen, waar- 
van de som de totale inzinking zou voorstellen, die het 
punt behoort te verkrijgen. Door de constructie uit te 
voeren voor n=3, verkrijgt men een lichaam, dat vrijwel 
de gedaante aangeeft van de samengedrukte bolletjes. 

Voor n=9 ontstaat een lichaam met 24 uitstekende 
deelen, eenigszins gelijkende op een samenstel van vier- 
vlakken, waarbij men zich kan voorstellen, dat de inwen- 
dige kern groote indrukkingen belet. 

Door n grooter te nemen, kan men de verhouding tus- 
schen het oppervlak van de schors en het volumen van 
den kern willekeurig doen veranderen. 
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Vergelijkt men het eerste lichaam (voor n=8) met het 
tweede (voor „=9), dan blijken er punten te zijn, die 
eerst naar buiten traden en later naar binnen, of omgekeerd. 

Het 2e lichaam geeft een verklaring van de verdeeling 
van het vasteland in kleinere stukken, en van de oceanen 
in kleinere bekkens; het optreden van land waar eerst 
water was, en omgekeerd. 

Zooals gezegd is een volmaakt homogene schors een 
vereischte. Doch zoodra vormverandering intrad, moest de 
aardschors heterogeen worden, omdat de lichtste deelen 
van den vloeibaren kern in de eerste uitbultingen stroom- 
den en bij stolling de schors daarin anders was samenge- 
steld dan op andere plaatsen. John Hayford heeft veran- 
derlijkheid van de dichtheid der aardkorst vastgesteld ; zij 
speelt een hoofdrol bij de betere verdeeling van water en 
land. 

Bij heterogene korst en dus onregelmatige atkoeling, kan 
de pijpekopvorm ontstaan. 

Het groote oppervlak van de Groote Oceaan zou men 
zoo kunnen verklaren. 

Bij’ de maan ziet men een bergachtig deel diametraal 
tegenover een vlak gedeelte, wat schijnt te wijzen op een 
viervlakvorm. Maar volgens Puiseux en Jekhowsky zijn 
de veranderingen van den kromtestraal der maan zeer 
veel geringer dan op de aarde, en men kan dus met eenig 
recht onderstellen, dat de maan den pijpekopvorm heeft. 

R. Ne 


346. Toepassing der stellingen van Menelaus en 
van Ceva. 


Als in A ABC door de punten 1 en 2 de tranversalen 
AA, BB,, CC, en AA», BB, CC, getrokken worden, dan 
liggen de punten A, B, C, A, B, C, op een kegelsnede. 

OORDEN G AAR door Bir Or An ABe in A, Bo, 
C, gesneden worden, dan heeft men : 

NRO Ane Dor ACE BA CB, 
RO Ae BA X CB, 
AOR Ge AB Oe BO, 
NOT AED AA OB AD ses X BO; 
ACAB AOBA Ar X BO 


hd 
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vermenigvuldiging geeft: 
AC, X BA; KK CB, == AB, X BC, X CA, 


N 
IN 
AN 
„ 
“ 
hl 
h 
‘ 
\ 
\ 
IN 
\ 
IN 
\ 
\ 
N 
\ 
IN 
EN 
B, 


derhalve liggen A, Bo, C‚ op een rechte en is A, B,B,C,C, A, 
een Pascal'sche zeshoek. 
As Oblath. Z. f. Math. und Naturw. Unt. LV. 1914. 


347. Een zeshoek in een driehoek. 


A3 is het midden van BC; A, en A, verdeelen BC in 
drie gelijke stukken, enz. 

Men heeft nu: 

le. AA,, BB, en CC; zijn samenloopend in C;, enz. 


20, AAB rens GO à vO 
86: AA AA: AA Orte 


ie 
ANS 
Nn 


Immers in A AA;sC is 

AA, X AsB X CB‚= AB, X CB X AsAr Of AA 
AAs X A;BX CB, =AB; X CB X AsÂss AAF AA 
4e, AC: ABrtAA, =dätdb ee 
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Dit volgt op gelijke wijze uit A AA,C met BB, en BB, 
als transversalen. 
5e. Eveneens uit A AA,C 
ADs AG: AA; =12:15:40. 
AA, en AA, VAE dus op gelijke wijze verdeeld, 
be. A BA;C == } X A ABC 
A AGHA == 
JAN AA,B; = 55  ATABE 
dus zeshoek A‚C; B, A; C‚ B; = 5 X A ABC. 
Q. BAREN: Denon d'Examen. Mathesis 1914, 


348. Eigenschap van een cirkel, 


Als AB en EE’ evenwijdige koorden zijn dan is: 
AE X AD’ = AE’ Xx AD = AB X AC, 
zooals uit gelijkvormige driehoeken volgt. 
Als EE’ de raaklijn in F wordt, dan was 
AB x AC=AF X AG of 
AG? =AB Xx AC — AG x GF of 
AG? = AB X AC — BG Xx GC 
zijnde de formule voor de deellijn. 


Wordt AD de hoogtelijn AH, dan wordt AD’ de middel- 
lijn AK en heeft men: 
AB x AC=AK X AH of 
be=2R X h, de bekende formule. 
Q: du ook an Math. 1914 No. 20, 


ut 


Wiskundig Tijdschrift, 14e Jaargang. 
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VRAAGSTUKKEN. 


Oplossingen kunnen worden ingezonden aan den Hoofdredac- 
teur vóór 25 April 1918. Nieuwe opgaven, vergezeld van de 
oplossingen, worden gaarne ingewacht. 

Verzoeke het papier slechts aan één kant te beschrijven en 
coor elke oplossing, en elke nieuwe opgave een afzonderlijk vel 
papier te nemen. 

Inzenders van nieuwe opgaven zouden de redactie veel moeite 
besparen door : 

1e onder elke opgave hun naam en woonplaats te schrijven ; 
dan een ruimte van 6 of 8 cM. open te laten; 

2e daarna hun oplossing te laten volgen met opschrift : op- 
lossing van ...-; | 

3e boven de oplossing te schrijven: (Met ... fig), als dit het 
geval is, en de figuren op een afzonderlijk blad bij te voegen, 
elk voorzien van naam en volgnummer. 

Inzenders van oplossingen zouden eveneens de redactie tege- 
moet komen door te handelen volgens Ie en 3e. 

De redactie zal toezending van nieuwe opgaven zeer 
op prijs stellen. 


431. Op een rechte A zijn drie punten P,,P,, Ps, waar- 
van de afstanden P, M,,P, M,,P; M, tot een parabool (P) 
resp. gelijk zijn aan hunne afstanden PF, P‚F,P,F tot 
het brandpunt van (P). Kiest men de rechten A zoodanig, 
dat de punten M‚,M,,M;,F op een cirkel liggen, dan 
omhullen zij een parabool. 

Londen. R. GOORMAGHTIGH. 


432. Men beschouwt de poollijn van een vast punt P, 
t. o. z. van den kromtecirkel in een veranderlijk punt M 
eener kromme. Te bewijzen, dat het punt, waar de poollijn 
hare omhullende raakt op de rechte ligt, die in M lood- 
recht op PM staat, 


R. GOORMAGHTIGH. 


Pd 
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433. Men beschouwt de lemniscaat van Gérono a?y? + 
x*—a’r*=0. Een lijn evenwijdig aan de x-as snijdt de 
kromme in vier punten A,,‚As, As, A4 Gevraagd de meet- 
kundige plaats van de middelpunten der cirkels, die door 
de punten A‚,‚A; en den oorsprong gaan,-en daaruit een 
constructie af te leiden van de kromme lijn door het vin- 
den van punten er van. 


Port-Villez par Vernon, Eure, Frankrijk. DR. J. ROSE. 


434. Als T, T’,N, N’ de punten zijn, waar de raaklijn 
en de normaal van een kromme lijn in een punt M de 
coördinatenassen snijden, en A en B de snijpunten met de 
bissectrice van hoek XOY, vraagt men de kromme zóó te 
bepalen, dat voldaan wordt aan een der voorwaarden : 

le. dat de abscissen van A en M een constante verhou- 
ding hebben ; 

2e. dat de ordinaten van B en M een constante verhou- 
ding hebben; 

se. dat M het midden is van AT. 


455. Gevraagd te bepalen: 
v/e 


[5 k 
j B — cos 62 
(Whittaker-Watson, A Course of Modern Analysis). 


Rotterdam. 5. C. VAN VEEN. 


1 

( Zm—lt nn —l 

456. Bepaal [=e SS) da m0, n)0. 
di! 


(ld? yn 


(Whittaker-Watson, A Course of Modern Analysis). 
S. C. VAN VEEN. 
431. Gevraagd te bepalen: 


\ cos 2a 
Gee 6 + sin 4 


COS 6 — sin 6 


dó; 


mnd 


lg FIA 


al ZK 
a reeël en geen veelvoud van 5 


(Whittaker-Watson, A Course of Modern Analysis). 
S. C. VAN VEEN. 


Ce 


438. Bepaal de meetkundige plaats van het punt P zóó 
gelegen, dat de afstand van dat punt tot een gegeven 
rechte lijn, en het kwadraat van de raaklijn uit dat punt 
aan een gegeven cirkel getrokken een gegeven constante 
verhouding hebben. Men vraagt een meetkundige oplossing. 

Rotterdam. J. A. WERTENBROEK. 


439. Construeer, door gebruik te maken van 414 (jg. 12, 
afl. 1). 

a. een cirkel welke een gegeven rechte lijn en 2 gege- 
ven cirkels beide op dezelfde wijze raakt 

b. een cirkel welke een gegeven rechte lijn en 2 gege- 
ven cirkels uitwendig, respectievelijk inwendig raakt. 

Hoe worden de constructics, als 1 of beide cirkels in 
punten zijn overgegaan ? 

J. A. WERTENBROEK. 


440. Een driehoek te construeeren, als gegeven zijn de 
snijpunten van de hoogtelijn, mediaan, symmediaan en 
bissectrice vanuit eenzelfde hoekpunt met de overstaande 
zijde [ 

Tjimahi, N. O. Indië. VAN WIJK. 


Vraag en Antwoord. 


ee 


Tweede Antwoord op Vraag 68, bladz. 124 en 182, Jaar- 
gang IX. en 
Gevraagd de oplossing van Opgave 2. Examen M.O. Kv 1912, 
Gegeven is de vergelijking f(x, y,‚ 2) — 0. 
Wordt gevraagd de partitele afgeleiden 
dx d’y 
òydz N Arde 


_ 


wt te drukken in 


OE deint: da ò2z ò°z 
Ht dmt it Tl, be 


id 
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Oplossing. 


In plaats van f(«,y,2)=—=0 kan geschreven worden: 
vl (y,z), waarin « en y als onafhankelijk veranderlijke 
beschouwd worden. 

Differentiatie naar x geeft 

dx dz òx 
ret ee a hr  AERDRE («) 
Nogmaals differentieeren naar x geeft 
ot dad 
D'S J- B _0 


dz de 
dx dae 
2 . == 
of nd EE aen Ee (13) 
; ion: 
Uit («) volgt a (7) 
X 02 r 
en uit (4) ee ti) 
Differentiatie van («) naar y geeft 
dp eee CES dr dp 
oane wrake on 
dz kel dze 
of 


Dlt zz PAH 85, =0. 
Substitutie van de waarden in (y) en (ò) gevonden geeft: 


òPe qr — ps 

doen pe 
Voor het tweede gedeelte stellen wij 

y=ol(a.z). 

De verdere gang is analoog met bovenstaande en geeft 

ò?y- pl —qs 

' Ooste ete 

Kerkrade. H. K. BONEKAMP. 


Tweede antwoord op vraagstuk 5. Integraalrekening. 
Examen M.O. Kv 1916, bladz. 103, Jg. XIII. 

Gegeven zijnde een kegel x? +y*—z?—=0 en een bol 
nrd y? Hz? —ar=0. Gevraagd te berekenen den inhoud van 
het deel, gelegen binnen den kegel en binnen den bol. 


Oplossing. 


De gegeven kegel is een omwentelingskegel met O tot 
top. De beschrijvende lijnen maken met de Z-as hoeken 
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van 45°. Het middelpunt van den bol, welks straal Sa is, 
ligt op de X-as, op een afstand }a van den oorsprong. 
De inhoud van het deel, gelegen binnen den kegel en | 
binnen den bol is | 
| 


EE 

2 4 __acosp sin 6 
2 [ap as | r* sinsar= 
0 0 0 


ve v/e 
2 an a Cos p sin 4 
zeef eo Pines = 
0 %0 


a m 
Dd 

Zot 

Sq | de | cos p sint od = 
0-0 


KK v/e 
D 4 

a? | cos“ p do | sin" 6d —= 
0 0 


2 
3 
4 Ee ee 
5 2 4 4 
„a f cos* ode | \tsinse COS 4 | +3 [sine ap) — 
0 0 0 
Ks , sE 
4 7 4 4, 
za? | cos p do |rt sins eoss | +4 À sen 
0 0 0 
id 
2 
Da (37 
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7% x 
| 2 „ 
(iso) || tsing coste + 3 | cos do = 
0 0 
7 
2 
Perg 1 Dt 
3 (rats a sin | 
0 
2 3 
(Gio) « 
Kerkrade. H. K. BONEKAMP. 


Antwoord op vraag 120, bladz. 222, XIII Jaargang. 
Hen vlakke kromme heeft tot vergelijking in poolcoördinaten 
Arie 
Gevraagd het oppervlak, begrepen tusschen de kromme, de 
y-as en de lijn y=a. 


Oplossing. — 
De rechthoekige coördinaten van de kromme zijn 
__ 4 COSp a sin p 
=_en y= 


p 
De gevraagde oppervlakte kan berekend worden met 


behulp van de integratie 
0 


dy 
| cast 
ee 
5 
0 d(a sin) 
of | ee „ip ek 
p dp 
7 
2 


0 
> (cos°rp_cospsinp | 
a DE Ree 
7E d 
2 
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| 2 cos @ sin sin? 2cosv sin 
Nu sf Pap EE (EEE E 0) ap 


_ COSp sos sne (5 _fS Le Fafe sing di 


‚ cosp sin dp  f'cosp sin 
pus fap CN 
pr p p @ 
Deze waarde doet («) overgaan in 
6 0 
1 ces sinp [ dp 
gd | p? | ek zi 
7, ef ve 
2 2 
0 
1 2 cospsinp 1 |__ 
Zok En p? 
v/e 
J, 
Here LL 00 | AE 1 rk 
ge p= p? p +3 Bie 
Kerkrade. H. K. BONEKAMP. 


Tweede Antwoord op Vraag 120, bladz. 222, jg. XIII. 
Gevraagd de oplossing van Integraal-rekening: K‚ 1914, 
(na-eramen). 
Hen vlakke kromme heeft tot vergelijking in poolcoördinaten 
ppke 
Gevraagd het oppervlak begrepen tusschen de kromme, de 
y-as en de lijn y=a. 


Oplossing. 


De kromme: rp=a is de zoogenaamde hyperbolische 
spiraal. 


9 


Voor p= is r= 4 Cd. 


Als de kromme de lijn a snijdt dan geldt voor het snij- 
punt, zooals gemakkelijk te zien is: 
darpssr Sn. 


of p =sinw, of rn =|. 


et REE enen enten ne ech. AEN 
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sin p 


De functie =—=l voor pe =0, en monotoon afnemend 


sing 
in het le kwadrant (immers d rn nd 
deze functie heeft hetzelfde teeken, als pcosp — sin p, en 
deze heeft in ’t le kwadrant ’t zelfde teeken als o — io 
—=p—tgp; deze functie is in ’t le kwadrant negatief, 
daar in dit kwadrant @ {tgv is). De kromme snijdt dan de 
lijn y=a als p =0. 

Noem het snijpunt der kromme met de y-as A, het 
snijpunt met de lijn y=a, dat in ’t oneindige ligt B, het 
_ snijpunt van de y-as met de lijn y= a, C. 

Neem het punt P op de kromme, en noem het snijpunt 
van OP met 4 =a, Q. 
Het gezochte oppervlak is, zooals onmiddellijk te zien is, 
de limiet, waartoe het verschil tusschen den driehoek BOG, 
en de sector AOP nadert, wanneer wij den hoek tusschen 
OP en X-as (=p) onbepaald laten afnemen. In formule 
uitgedrukt, vinden wij voor het gevraagde oppervlak: 

KK 


2 

O =lim cot — ifs res 
lim [5 go | 

p 

ie 

2 
lim É cotg p [ae cel = 
p—0 | 2 2 

p 
lim 5} cotg e — ERE 
Be ‚ | 


enen 8 Ì 
Bepalen wij lim { cote o —— |). 


Volgens den regel van l'Hôpital ke wij: 
fm e SLE sin2p — 2p 
p=0 p p—=0 sin? P_p=0 1 — COS 2p 
‘ID — sÌ 
=lim EN tim (EE). 
gl SI 29 c=0 COS zp 
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Hieruit volgt voor het oppervlak van het gedeelte, be- 
grepen tusschen de kromme, de Y-as en de lijn y=a: 


9D 
= 


O=f 


v/a 
Rotterdam. S. C. VAN VEEN. 


Derde Antwoord op Vraag 120. 
Het gevraagde oppervlak is: 


ST dr La 
st 4d a? ie =| dp f SE 
Ke KE pe) deb sin?p 24 Jp? 
0 0 0 


lar 
27 


4 
O=— Jar oe at (5 )= CE a? (cotp— 5),=0. 


De laatste ne vindt men als volgt: 


Lim (cotp—) — Lim (LOSE) | 
p=0 0) p sin p | 


= Lim ( U JD ml 
p cosp + sin p, 2cosp—psinp | ô 
2 | 


Dus het gevraagde oppervlak is O ier | 
Utrecht. Jon. A. VREESWIJK. | 
Antwoord op Vraag 121, bladz. 223, jg. XII | 


Gevraagd de oplossing van Integraalrekening K; 1914, 
(na-exvamen). 


Los op : | 
DEE 4 430 
waarbij men voor x= 0 heeft y —=0, Een Keet 
Oplossing. 
Uit: y DEE 42 30 
volgt dj BES 


dae? (187 
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Vermenigvuldig adr Eh is en integreer, dan volgt : 


dy dy dy 2y +3 
[ae |itä=t pe De Cds 
243 of dy sf e) RE Ie de 
pg ij | ako Cdn 
eg Seb ROn edy 
2(y—it Ly 
Ee NAE 
ko ks TEE 
dy 4y + 1 v 
den Mg ende) 
Voor, # = 0,18 y= 0 en B 2, zoodat 


V2= dt VL 4 CC). 
Wij ee: dus het + teeken kiezen, terwijl C’/=1 is. 


en 
Dan wordt $ rt Nen Baj 
Pee y— 1) dy y—ldy 
VAy Fly? 2D Vg + DH] 
Ee el AAL) 2dy 


AL En LE Da 
Dus =| +1? HIJ Ay HLH HD + IHC 
Moora 0 1811 — 0, dus: 
O=V2—_ UH W2) + CC”. 
Dus C” == 2 (1 +2) — 2. 


Rotterdam. | S.C. VAN VEEN. 


Antwoord op Vraag 125, bladz. 225, Jg. XIII. 

Hen materieel punt A, met massa m gram, kan zich vrij 
bewegen in ’t vlak XOY. Het wordt aangetrokken door den 
oorsprong O met een kracht u?m OA dynes, en tevens door de 
X-as met een kracht 3u°m AA’ dynes, waarin A’ de projectie 
is van A op de X-as. Bij den aanvang der beweging bevindt A 
zich in ’t punt (o,b) en heeft daar een aanvangssnelheid ua 
evenwijdig aan de X-as. Gevraagd de baan van A, en de punten 
der baan, waarin de snelheid 0 is, 
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Oplossing. Onmiddellijk volgt voor de projecties op de 
assen van de aantrekkende kracht van den oorsprong, 
wanneer wij rekening houden met de richting: 

op de X-as: — uma; 
OUD ds bee — km y. 

De aantrekkingskracht der X-as is natuurlijk loodrecht 
op de X-as, naar de X-as toegericht, daar de X-as aan 
beide zijden onbepaald verlengd gedacht wordt, en even 
lange deelen der X-as, symmetrisch gelegen ten opzichte 
van A’, A aantrekken met krachten gelijk van grootte, en 
symmetrisch gelegen ten opzichte van AA’, waarvan de 
resultante dus langs AA’ valt. 

Hieruit volgt voor de projectie op de assen: 

Op de X-as: 0. 
esn BASE — dum gy. 

Op het punt A werkt dus een kracht, waarvan de ont- 
bondenen langs X- en Y-as respectievelijk de grootten: 
— 4 maren —4u?my hebben. 

De bewegingsvergelijkingen luiden dus: 


dx pn ° 
m dt == KML, 
m en == 4u’ my. 


Wij hebben dus het volgende stelsel simultane lineaire 
differentiaalvergelijkingen van de tweede orde: 


d?x 2 
de + KL == 0 ’ 
dy Ei 
welker oplossingen, zooals bekend is, zijn: 
x=, Cos ut + U, SIN ZE 
y=CsHCeos2utdC,sin2ut. . . . (2) 
Voor t=0 is &=0, en y=b, 
dus: Cs 03de 
Uit (1) en (2) volgt door differentiatie naar t: 
d Ë 
p= uC, sin ul Ju C; COS zl A EN 
d \ 
ij =O, sint HO, cos2ut. «+ (U) 


if 
Voor t=0 is CE tua: Dee 
dus: 3 Smidt 
Wanneer wij de gevonden waarden der constanten in de 
vergelijkingen (1), (2), (3), (4) substitueeren, vinden wij: 
ART Le ra En 
OCOS et er (27) 
welke de vergelijking der baan van A in parametervorm 
geven. 


dx En | / 
dt he Kd GOS Ki . . . e . ° (3 ) 
dy ot N 
dt ek «b SIn 2ut ra (4 ) 


Uit (1) volgt: 1 —2 (2) =1—2sin gt — COS2 ut. 


Dit, gesubstitueerd in (2/) geeft als vergelijking der baan 
van A in gewone Cartesische' vorm : 


of Dd nr 0 na CD) 


De gezochte kromme is dus een parabool, waarvan de 
as samenvalt met de y-as, de top valt in ’t punt (0,5) de 


2 
brandpuntsafstand = Zn De parabool snijdt de X-as in de 


8b 
punten + Sal”2, 
Voor de punten waarin de snelheid =0, is tegelijkertijd 
Ha cos ut, en ubsin?2 ut, = 0, dus cos ut = sin 2 ut = 0, 


dus ut —= (Qn + je 
Dus z‚_0= a 
Yp =—b. 


Het verloop der beweging is dus als volgt: 

Van het punt (0,5) langs de parabool (5) naar het punt 
(Hà, —b), vandaar terug langs de parabool, door (0,6), 
naar het punt (—a,—b), van daar terug door (0,5) naar 
(Ha, —b), etc. 


18 
De beweging is dus periodiek. 


De volledige trillingstijd bedraagt: a sec., dus de 


Í 


U 
frequentie bedraagt : Or 


ep) 
QC 


Rotterdam. VAN VEEN. 


Vraag 125 In de lessen der Lagere Algebra van J. J. van 
Laar (Amsterdam, ‘van Looy) staat blz. 68 : „In een logarith- 
men tafel zijn alleen de logarithmen aangegeven van opvolgende 
geheele getallen: deze log. zijn derhalve alle onmeetbaar voor 
zoover deze getallen geen termen zijn van de schaal van het 
tientallig stelsel. | 

Er dient hierbij te worden opgemerkt dat die onmeetbare 
logarithmen nimmer wortelvormen kunnen zijn want 1OV2 en 
dus evenzoo bv. 1032 of 105 (2+ 15) Teveren onmeetbare 
en geen geheele getallen tot witkomst.”’ 

Hoe bewijst men dit ? 


H. v._N. 


Antwoord op Vraag 126, W?2 ligt in tusschen 1,4 en15 
7 14e cl42 
n 1,414 „ 1,415 
enz. 


Als dus « — 102, dan ligt a tusschen 
10 10 100 100 1000 
L(10'*) en 11015), (1014) en V(10!42), _ V(a!*15) 


1000 
en Tg 
en is bijgevolg nooit een geheel getal. 
ER R. 


Vraag 126. Hen gewicht P ligt op een glad hellend vlak 
(hellingshoek «) en is aan een koord bevestigd, dat evenwijdig 
aan dit vlak loopt. Dit koord loopt over een aan het hoogste 
punt van het hellende vlak bevestigde katrolschijf (straal '=r, 
massa == m) en draagt aan zijn ander uiteinde een gewicht K, 
dat vrij naar beneden hangt. Ondersteld wordt, dat K daalt. 
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Bepaal : 

a. de spanningen aan de uiteinden van het koord ; 

b. de snelheid van P op het oogenblik, dat een afstand l 
langs het hellend vlak is doorloopen. 

De massa der schijf in rekening brengen. Geen wrijving op 
het hellend vlak ; het koord slipt niet over de schijf. 


Correspondentie, 


Terecht merkt Dr. R J. KORTMULDER op, dat de aflei- 
ding, die hij geeft van de eigenschappen van de rechte 
van Euler en van den negenpuntscirkel in de laatste afle- 
vering van ’t W. T., bladz. 211 en 212, misschien niet 
nieuw is. Deze afleiding vindt men bij niemand minder 
dan JACOB STEINER in een verhandeling, verschenen in 
1833 en nu te vinden in Ostwald’s Klassiker No. 60, getiteld : 
„Die Geometrischen Constructionen, ausgef ührt mittelst der 
geraden Linie und eines festen Kreises” in een noot op 
bladz.-37, 38 en. 39 


Dordrecht. W. A, SCHRÖDER. 
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Nieuw verschenen werken, © 


(Door de Redactie ontvangen.) 


Dr. A. VAN THYN. Leerboek der Planimetrie, 3e druk, f 1,60. 
- Verzameling van Planimetrische Vraagstukken, 
3e druk, f 1,50. 


L. BĲ DE LEIJ. Leerboek der Rekenkunde, eerste deel, 
ide druk, f 1,50, geb. f 1,75. 
EEN Beknopt Leerboek der Rekenkunde, Zesde 
druk, 1916, f 1,50, geb. f 1,75. 
Tee, J. B. Wolters, Groningen en Den Haag. 


P. WIJDENES. Logarithmentafel in vijf decimalen. Uit- 
gave C. 1917, f 0,25. 
W.H. WISSELINK. Kern van de Meetkunde, tiende druk, 
herzien door P. Wijdenes. 1917, f 0,50. 
Uitgever P. Noordhoff, Groningen. 


C. VAN DROOGE. Leerboek der Mechanica, met vraag: 
stukken. 1917. 
Uitgever C, A. J, van Diens Bussum. 


J. VERSLUYS. Beschrijvende Meetkunde, derde deel, 
derde druk. 1917, f 2,50. 
Uitgever A. Versluys, Amsterdam. 


H. J. ROBIJNS. Rekenkunde I (Diploma A) f 1,00, II (Di- 
ploma B) f 0,75, 1917. M. U. L. O. Serie. 
Uitgever D. A. Daamen, ’s Gravenhage. 


nette 


") Van hollandsche schoolboeken wordt geen recensie gegeven. 


sl 


1, Wiskunde-Onderwijs. 


Aan den oproep om opmerkingen betreffend het wiskunde 
onderwijs, in den vorigen en dezen jaargang is van ver- 
schillende zijden gehoor gegeven. Dankbaarheid aan de 
inzenders zal zich het beste uiten door degelijke discussie. 
De redactie hoopt, dat die discussie niet zal bestaan in 
afkeuring wat een ander doet of voorstelt, maar uit goed 
gedocumenteerde mededeelingen, liefst aan eigen ervaring 
ontleend. Het is natuurlijk zeer gemakkelijk om voorstellen 
van een ander ter zijde te schuiven, en te blijven door- 
loopen in denzelfden gang, waarin men gewoon is les te 
geven; doch wie zich — zoo handelende — geen moeite 
geeft om zich in te denken in den gedachtegang van een 
ander, werkt als een rem. Hiermede wordt niet bedoeld, 
dat men zich dadelijk moet neerleggen bij een of ander 
denkbeeld, en het onmiddellijk moet gaan toepassen bij zijn 
onderwijs. Tusschen de twee uitersten ligt nog een breede 
weg : overdenking, overweging, bespreking, vraagstelling, 
tegenargumentatie nadat men onderzocht heeft of het voor- 
gestelde in verschillende klassen moeielijkheden oplevert. 

Wat verbetering het meest in den weg staat is angst 
voor het nieuwe en onbekende, een angst, die ook bij sommige 
leerlingen zeer sterk tot uiting komt; die de feitelijke 
oorzaak is van grootere stilte in een klasse dan de gewone, 
wanneer een nieuw onderwerp behandeld zal worden ; een 
angst, die bij iedereen in meerder of mindere mate aan- 
wezig is, maar door den een spoediger wordt overwonnen 
dan door den ander. Die angst (die iemand zelden bij zich- 
zelf waarneemt, maar bij anderen gemakkelijk ziet) is de 
‘oorzaak van sleur, hechten aan gewoonten, conventie. 
Daarnaast staan gemakzucht, en angst of de autoriteiten 
een afwijking van het leerboek wel goed zullen vinden. 
En ook: het klaarmaken voor het eindexamen. 

Het ligt niet op ieders weg en in ieders karakter om den 
Rubicon te overschrijden, maar wel kan ieder naar ver- 
mogen medewerken om verbetering te verkrijgen in het 
onderwijs, door de mededeelingen van anderen met wel- 

Wiskundig Tijdschrift, 14e Jaargang. 6 
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willendheid te beschouwen, en niet dood te zwijgen. 
Menigeen gaat wel mede met de denkbeelden van een 
ander, maar houdt dat voor zich, omdat hij vreest zijn 
gedachten niet goed op schrift te kunnen brengen. De 
redactie hoopt, dat ook deze soort angst door velen zal 
worden overwonnen; er worden geen fraai-gestyleerde 
opstellen verlangd; het is voldoende als duidelijk is uitge- 
sproken wat men bedoelt — en al schrijvende leert men 
schrijven. | 

Wanneer de ondergeteekende over sommige onderwerpen 
een oordeel uitspreekt, zal dit niet geschieden in de hoe- 
danigheid van hoofdredacteur, maar als leeraar, die reeds 
meer dan 20 jaren bezig is te trachten wijziging aan te 
brengen in het onderwijs — onderdeelen en methode. Zijn 
methoden voor beschrijvende meetkunde, stereometrie, 
werktuigkunde, differentiaal- en integraalrekening, vastge- 
legd in leerboeken werden tot nu toe niet bestreden, maar 
wel ter zijde geschoven. Als vijand van reclame en koop- 
manschap in wiskunde zal hij die methoden nooit trachten 
aan te prijzen of op te dringen aan anderen, maar zal zeer 
prijs stellen op onderzoek door anderen — niet in de 
studeerkamer, maar in de school. 

Omtrent de inzendingen worde nog opgemerkt: De 
achtereenvolgende stukken zullen worden genummerd met 
romeinsche cijfers. Wanneer de inzenders de groote onder- 
deelen hunner stukken zouden willen noemen A, B, enz, 
en de kleinere 1, 2, enz. dan is dat gemakkelijk voor 
latere discussie. In antwoorden op, of vragen omtrent 
gedeelten uit vroegere afleveringen wordt men verzocht 
zooveel mogelijk de cijfers, de letters, en de bladzijde 
te vermelden van de te bespreken onderwerpen. 

Het is niet mogelijk van te voren een systematisch 
onderzoek vast te stellen, dus eerst het eene vak en dan 
het andere te behandelen; ieder, die iets wil opmerken 
omtrent een of ander onderwerp moet dit nu reeds kunnen 
doen, en moet niet behoeven te wachten totdat toevallig 
een bepaald vak zou worden besproken. Bovendien kan 
een opmerking omtrent het eene wel eens invloed hebben 
op iets anders. Later kan samenvatting plaats hebben van 
de denkbeelden omtrent een bepaald groot onderdeel, 
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Op deze wijze kunnen de wiskunde-leeraren tot een 
voorloopige einduitkomst geraken, en kan vermeden 
worden, dat later nog eens, evenals in 1917, van hooger 
hand voorgeschreven wordt, wat al of niet op het eind- 
examen moet worden gevraagd. 

Rotterdam. F. J. VAES. 


IL. Plus en min. 


8—5=3. Goed. (8 —2) —(5—2)=3. Goed. 
6—9—=? Kan niet. (6 —6) —(9—6)=0—3=—8. 

Op het eerste geval heeft men het theorema der aftrek- 
king zonder bezwaar toegepast. Menigeen zal er van 
terugschrikken dit theorema op 6—9 toe te passen, zeg- 
gende dat het geen pas geeft een dergelijk theorema op 
een zoo onmogelijk iets als 6—9 toe te passen. Die niet 
zoo schrikkerig is, neemt de gevolgen voor zijne rekening 
en aanvaardt getallen als — 3, als zeer bruikbare getallen, 
van eene andere soort dan de gewone, en verheugt zich 
er in, het aftrekkingstheorema meer algemeen te kunnen 
toepassen. 
et —brt-6 =0 Dhn ode de, 

2 —4r J- 10 =0 n= —6. n= 6. 

Wie wars is van alle nieuwigheden, zegt, dat deze ver- 
gelijking niet is op te lossen en is voortgevloeid uit een 
onmogelijk vraagstuk, en neemt zich voor, steeds van te 
voren na te gaan, of de oplossingsformule wel kan toege- 
past worden. Ook wijst hij er op, dat hij de formule alleen 
heeft bewezen voor het geval, dat B? —4AC ) 0 is, en dus 
niet de vrijheid kan vinden, haar toe te passen als dit 
verschil {< 0 is. 

Wie minder scrupuleus is, aanvaardt T/ — 6 als een zeer 
bruikbaar getal en verheugt zich er in, de oplossingsfor- 
mule meer algemeen te kunnen toepassen. 

Bij de goniometrie doe ik sinds jaren als hier boven is 
aangegeven. Het is de taak mijner leerlingen de gonio- 
metrische verhoudingen te bepalen van zooveel hoeken, 


84 


als maar mogelijk is. Bij de hoeken < 90° valt niets op te 
merken, maar zoodra zij cos 120 bepaald hebben door 
toepassing van cos(90 +30) is Leiden in last, en zien zij 
met schrik de uitkomst —4. Nog worden bepaald cos 150, 
cos 135 enz, en steeds verschijnt het —teeken. Een der 
leerlingen geeft den goeden raad, de formule cos (a + b) 
in dit geval te veranderen, aldus: 
cos (a + b) = — cos a cos b + sin a sin 6. | 

Maar dit verwekt veel tegenstand bij de anderen, die 
zeggen, dat je dan geen leven meer hebt met steeds na 
te gaan of de som scherp of stomp is, enz. Liever passen 
zij de gewone formule in alle gevallen klakkeloos toe, en 
nemen de gevolgen in casu negatieve cosinussen voor hunne 
rekening, aldus van twee kwaden het beste kiezend. 

In geen leerboek der driehoeksmeting heb ik de entrée 
de chambre der negatieve functies op deze wijze mogen 
aantreffen. Alleen de heeren Vreeswijk en Gonggrijp-Wij- 
denes betreuren het, dat bij vele goniometrische functies 
2 hoeken behooren, maar de leerling kan bij eenig naden- 
ken inzien, dat zoolang men vasthoudt aan de algemeene 
toepasselijkheid van cos(a+b), enz. dit gebrek moeilijk 
kan verholpen worden. 

De schrijvers van leerboeken der natuurkunde geven in 
dit opzicht hunne collega’s in de goniometrie niet veel toe, 
Immers, de hoofdstukken over spiegels en lensen opslaande, 
leest men al dadelijk: De stralen van holle spiegels zijn 
+ en die van bolle spiegels —. 

Waarom dit zoo is leest men niet. Slechts de heeren 
Everh. Bouwman en Leroy gaan eenigszins op deze 
kwestie in. 

Ik laat de spiegelformule in bijv. 6 gevallen afleiden 
zonder over + of — gesproken te hebben. De leerlingen 
zoeken nu zelf middelen het aantal verschillende formules 
tot één terug te brengen, wel beseffende, dat het gemak- 
kelijker is te onthouden wanneer een afstand + of — is, 
dan al de verschillende formules met de daarbij behoorende 
gevallen. 

Tiel. C. Kok. 
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IT. Het theorema van Pythagoras. 


Pythagoras heeft ons, zoover bekend, geen geschriften na- 
gelaten. Zijn leer was een geheime leer. Dat Euclides het fijne 
van de zaak kende is nooit beweerd ; dat hij zelf den naam 
theorema gaf aan wat wij thans in de edities van zijn boe- 
ken zoo aangeduid vinden, mag in hooge mate betwijfeld 
worden ; en dat II 47 of VI 31 éérder den naam van The- 
orema van Pythagoras verdient dan VI 8 heeft nog niemand 
mij duidelijk gemaakt of . ... trachten te maken. *) 

In een eenvoudig samenspraakje neem ik aan den meest 
halsstarrige te overtuigen, dat tot nog toe in elk leerboek 
de zaak onfilosofisch, dus verkeerd, is voorgesteld. 

_Nochthans heeft Euclides II 47 eeuwenlang den naam 
gevoerd van Theorema van Pythagoras met de bijvoeging 
Magister Matheseos of Leermeester(stuk) der wiskunde. 

Is het nu niet opvallend, dat het tot heden in het hoofd 
van geen enkel magister matheseos opkwam, dat deze kwes- 
tie een punt van overweging zou kunnen uitmaken bij het 
bespreken van vereenvoudiging of hervorming ? 

__ Let wel dat ik niet zeg: middelpunt van de besprekingen. 
Ik houd rekening met het woord van Goethe: 
„Es ärgert die Menschen dass die Wahrheit so einfach ist.” 


„Hoorn. H. A. NABER. 


*) Euclides 1 47 is het welbekende meetkundige „bewijs van 
Euclides”, met de eigenaardige hulplijnen in de drie vierkanten. 

VI 8 leert ons, dat een rechthoekige driehoek bestaat uit twee 
andere, die gelijkvormig zijn met den oorspronkelijken. Dit is wat 
ondergeteekende beschouwt als het echte Zheorema van Pythagoras. 
Anderen wo. F. J. Vaes en Prof. Mannoury gaan hiermede accoord. 

VI 31 Js gebaseerd op het voorafgaande (VI8) en leert ons, dat 
de eigenschap voor vierkanten doorgaat, omdat de oppervlakken 
van gelijkvormige figuren zich verhouden als de tweede machten 
der geliĳjkstandige zijden. Dit is het tweede bewijs van Euclides. 
Het is het algebraïsche, met evenredigheden. 
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IY, Op- en aanmerkingen omtrent ons onderwijs 
in algebra en vlakke driehoeksmeting. 


DOOR 


Ir. H. VAN DEN HEUVEL RIJNDERS (Haarlem). 


A. Normaalprogramma en eindexameneischen leggen ons 
wiskunde-onderwijs aan banden. Vrij gewillig evenwel 
schikken wij ons in den voorgeschreven leergang, vrij 
gedwee werken wij met onze jongens de leerboeken door, 
die op elkander gelijken, als de eene logarithmentafel op 
de andere. Met eenige verwondering doet het ons aan, 
kennis te nemen van datgene, wat de Franschen onder 
algebra-onderwijs verstaan en op te merken, dat hun 
leerboeken zeer belangrijk afwijken van de onze, wat op- 
vatting van de stof en behandelingswijze betreft. Misschien 
is het groote verschil het beste zoo in woorden te brengen: 
wij hechten heel veel aan de techniek van het vak, zij 
meer aan inzicht en methode. In de Fransche boeken 
vindt men niet die uitgebreide vraagstukken-verzameling, 
geen kunstig in elkaar gezette vergelijkingen, zooals de 
eind-examens van het laatste decennium ons hebben 
gebracht. Er wordt meer aandacht geschonken aan het 
begrip functie, aan grafische voorstelling. Mij dunkt, dat 
het nuttig en noodig is, de vraag eens te stellen, of wij 
met ons wiskunde-onderwijs op den goeden weg zijn. 
Geven onze boeken (ons bepalend tot de stelkunde) een 
logischen opbouw van de algebra, een doorloopende ont- 
wikkeling van methode? Of is ieder nieuw theorie-hoofd- 
stukje alleen maar aanleiding tot nieuwe vraagstukken ? 

Hebben onze leerlingen, als wij een ander hoofdstuk 
beginnen, het gevoel, dat dit een noodzakelijk vervolg, 
een logisch uit het voorgaande voortkomende stap vooruit 
is? Om een voorbeeld te noemen: hebben zij, wanneer 
wij de logarithmen gaan bespreken, de behoefte gevoeld 
aan een gemakkelijker rekenwijze? Meestal niet! Onze 
vraagstukken geven altijd mooie uitkomsten; vergelijkingen, 
die getallen opleveren van 4 of meer cijfers „komen niet 
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uit”; de sinus van een hoek is altijd 4, 41/2, 41/3, 4 of 
#;! en pas, als de logarithmen besproken zijn, komen 
plotseling allerlei onmogelijke vormen voor den dag, die 
te voren nooit waren bekeken, en die dan natuurlijk de 
valsche meening vestigen, dat de opgaven er zijn voor 
de logarithmen, inplaats van de logarithmen voor de 
opgaven. Een hopelooze verwarring van doel en middel, 
die nog op veel meer plaatsen van onze gebruikte leer- 
boeken is aan te wijzen. 

Ik voor mij geloof, dat de leergang, die wij op onze 
scholen volgen, een eenzijdige waardeering van de tech- 
niek van het vak zeer sterk in de hand werkt. Is het 
niet waar, dat leerling A, die zich altijd vergist en geen 
becijfering zonder rekenfoutjes aflevert, dikwijls onwille- 
keurig wordt achtergesteld bij leerling B, die zoo nauw- 
keurig ciĳfert (en later een ideaal kantoorklerk wordt)? 
Wanneer men een leerling hoort zeggen: „zoo’n vraagstuk 
hebben wij nog nooit gehad”, is dat toch wel een bedenke- 
lijke aanklacht tegen het gevolgde systeem. Bewijst het 
eigenlijk ook maar het geringste van hun wiskunde-inzicht, 
wanneer zij, nadat vormen als V(7 — 43) zijn besproken, 
er tien volgens dat model kunnen oplossen? Hoevelen 
zijn erbij, die, als hun daarna gevraagd wordt #° + pa +q 
te ontbinden, op de gedachte komen, dat zij hier de ge- 
leerde methode van onbepaalde coefficiënten even goed 
met succes kunnen toepassen? Hoevelen van hen, die 
weten, dat a® X a? =a!? is, komen tot deze uitkomst door 
het regeltje, dat zij geleerd hebben en hoevelen voelen 
werkelijk, dat zij de exponenten moeten optellen ? Voor 
hoe velen vormen de formules de algebra, hoe weinigen 
zien er in de beweeglijkheid, de verandering der groot- 
heden in onderling verband? Belangrijke vragen zeker, 
maar die vrij wat minder gemakkelijk te onderzoeken 
zijn dan de kwestie, of een leerling al of niet handig 
met de formules kan rekenen. 

Het is verre van mij, dat ik de technische vaardigheid 
gering zou achten, maar men dient te bedenken, dat men 
tegelijkertijd den leerling de algebra vraagstukjes heel goed 
kan leeren oplossen, en hem toch heel slecht de algebra 
heeft geleerd. Inzicht in de kern van het vak en in de 
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gebruikte methoden is, dunkt mij, toch het aller voornaamste, 
en ik ben er zeker van, dat wij in dit opzicht onze leer- 
boeken kunnen verbeteren. 

B. En hoe staat het met de gonio- en trigonometrie ? 

Verdient de driehoeksmeting den tijd, die er op school 
aan wordt gegeven ? Is de innerlijke waarde van dit vak 
zóó groot, is zijn aandeel in de wiskundige vorming van 
den leerling zóó belangrijk, dat wij verantwoord zijn, er 
in een gedeelte van het derde cursusjaar een uur, in het 
vierde jaar twee en'in het vijfde jaar nog gedeeltelijk 
een uur aan te wijden? Is dit niet in de allereerste 
plaats een vak, waar de techniek op den voorgrond 
komt? Is het geen kwelling voor leerlingen, die nu een 
keer niet nauwkeurig cijferen en geen formule-geheugen 
hebben, en is het ook geen zuur werk voor diegenen, die 
met goeden wiskundigen aanleg begaafd, toch weinig 
behagen scheppen in het uitrekenen van alle mogelijke 
oppervlakken, R's en r’s? Velen van ons leeren hun ook, 
de driehoeksmeting als vak op zichzelf te beschouwen, en 
toch vooral geen sinus en cosinus te gebruiken bij een 
planimetrisch of stereometrisch vraagstuk! Ik geloof 
werkelijk, dat sommige eindexamen-examinatoren bedenke- 
lijk zouden kijken, als zij bij het meetkundewerk een 
goniometrische verhouding of becijfering zouden ontmoeten. 
Ik zou wel willen, dat ik mij in deze meening vergiste. 
Mij dunkt, we konden de gonio- en trigonometrie zeer 
beperken, en wel tot de volgende punten: 

1. Definitie en verandering van sinus, cosinus, tangens 
en cotangens. Grafische voorstellingen. 

2. Betrekkingen tusschen de goniometrische verhou- 
dingen van eenzelfden hoek. Formules voor (« + 2) en 2a, 
sinus- en cosinusregel. 

3. Gebruik van de eoniometrische tafel. 

4. Eenvoudige goniometrische vergelijkingen. Men neme 
liefst die vormen, welke in natuur- en werktuigkunde 
kunnen voorkomen. 

5. De hoofdgevallen van driehoekberekening. Bij twee 
zijden en den ingesloten hoek gebruike men dan den 
cosinusregel of verdeele den driehoek door de hoogtelijn 
in twee rechthoekige driehoeken (stel gegeven AB, AC, 
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ZA. Trek hoogtelijn BD en bereken achtereenvolgens 
BD=csinA, AD=ccosA, CD=b—AD, tgo— EP) 
Het moge dan waar zijn, dat men iets meer heeft op te 
zoeken dan werkend met tangensregel en Oppel, de manier 
is toch veel overzichtelijker. Komt het niet te vaak voor, 
dat een leerling voor dit geval blijft zitten, omdat hij de 
„manier” vergeten is en dan niet den moed heeft, het op 
een feitelijk logischer wijze aan te pakken? En wat het 
geval van de drie zijden betreft: de formule van de 
hoogtelijn is bij den leerling wel bekend, en dan kunnen 
twee hoeken al dadelijk berekend worden. Nog eens: 
wat komt het er op aan, dat het wel vlugger kan? Wij 
doceeren de driehoeksmeting toch niet met vrees in het 
hart, dat de jongens op het examen geen tijd genoeg 
zullen krijgen. Is het misschien voor landmeters van belang, 
dat zij in den kortst mogelijken tijd zooveel mogelijk 
scheefhoekige driehoeken berekenen? Ik heb een vaag 
vermoeden, dat zij tangensregel, tg } A enz. nooit gebruiken, 
en dat het met veel van dit vak in de praktijk gaat als 
met onze samengestelde interest en lijfrenteberekeningen, 
die ook bij de leerlingen wellicht de illusie wekken, dat _ 
wij hen inwijden in bankbedrijf en levensverzekerings- 
wetenschap. 

En voor alles, mirabile dictu, men leere den leerlingen 
de goniometrie te gebruiken. Waarom geen goniometrische 
formules in planimetrie en stereometrie, als men daarmee 
alleriei evenredigheden kan ontgaan? De becijferingen 
worden vaak zooveel korter, als men een hoek erin kan 
opnemen. 

Zeer zeker blijft tengevolge van een bekorting, zooals 
hier wordt voorgesteld, veel belangrijks achterwege, maar 
veel, van wat nu tot de theorie wordt gerekend, kan dan 
als vraagstuk behandeld worden. De vraagstukken worden 
er dan belangrijker door, en openen voor den leerling nog 
eens een vergezicht. 

Wat een tijdwinst zouden wij op deze wijze verkrijgen, 
en wat konden die gewonnen uren nuttig worden besteed 
aan de beginselen van differentiaal- en integraalrekening, 
en aan die van de analytische meetkunde, Er is al zoo 
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lang van vele kanten aangedrongen op invoering daarvan 
op onze H. B. S., en dat er op vele scholen nog niet veel 
aan gedaan wordt, is waarschijnlijk toch wel toe te schrijven 
aan tijdgebrek, want velen zijn er van overtuigd, dat het 
gelukkig zou zijn, wanneer wij de eenvoudigste beginselen 
van differentiaal- en integraalrekening konden bespreken. 

Wat zou dit een gemak zijn voor mechanica en natuur- 
kunde-onderwijs. Zoo vele berekeningen, welke daar voor- 
komen, werden dan onder één gezichtspunt gebracht, het 
noodlottig idee, dat hier en daar een kunstje wordt ver- 
richt, om tot een uitkomst te komen, verdwijnt dan. De 
snelheid wordt dan eenvoudig de afgeleide van den weg 
naar den tijd enz. Ook de analytische meetkunde kan zoo 
geheel aansluiten bij het algebra-onderwijs, en geeft dan 
in de hoogere klassen een prachtige samenvatting van 
meetkunde en stelkunde, eene samenvatting, die zeer ver- 
helderend kan werken. Differentiaal-quotiënt komt dan 
weer te voorschijn bij de richting van de raaklijn. De 
samenhang van alles wordt gevoeld. We geven niet langer 
het eene uur stelkunde, het tweede uur meetkunde en dan 
weer eens trigonometrie, neen, wij geven steeds wiskunde- 
lessen, en doordringen de jongens ervan, dat de hier of 
daar geleerde methode overal in de wiskunde geldt, ja, 
ook daar buiten, want overal, waar men, in welke weten- 
schap dan ook, tot vaste resultaten wil komen, moet men 
denkmiddelen en methoden gebruiken, die men in de wis- 
kunde het zuiverst leert kennen. 


V. Het onderwijs in Wiskunde 


J. M. HILLENIUS (Haarlem.) 
Á. 


In den verschenen jaargang van het „Weekblad voor 
Gymnasiaal en Middelbaar Onderwijs” zijn eenige artike- 
len van mijn hand verschenen over „Ons Onderwijs, in 
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het bijzonder het onderwijs in Wiskunde” *). De heer Vaes 
heeft mij daarop uitgenoodigd in het „Wiskundig Tijdschrift” 
mijn meeningen nader uiteen te zetten, en hoewel er voor 
mij eenige bezwaren zijn, in de eerste plaats wel het ge- 
brek aan tijd voor een uitvoerige behandeling, zooals ik 
die zelf zou wenschen, ben ik gezwicht voor den bij her- 
haling door den heer Vaes geuiten wensch en bied hierbij 
een, zij het-dan ook beknopte, bespreking aan van eenige 
quaesties. Ik doe dit in de eerste plaats om daarmede 
sympathie te betuigen met het voornemen van den heer 
Vaes om het „Wiskundig Tijdschrift” beschikbaar te stellen 
voor besprekingen van onderwijskundigen aard, een voor- 
nemen, dat in alle opzichten toejuiching verdient. Door 
zoowel mondeling als schriftelijk onderling onze wijze van 
onderwijsgeven te bespreken voorkomen we, dat we vast- 
roesten in verouderde werkwijzen. Door geregeld met 
elkaar van gedachten te wisselen en proeven te*nemen 
met andere wijzen van behandeling der leerstof vermeer- 
deren wij de kans, dat ons onderwijs frisch en opwekkend 
voor onze leerlingen is. 


Wanneer wij ons afvragen om welke redenen de leerling 
algebra leert, dan geven we o.a. als reden op, dat de 
leerling in staat moet zijn verschillende vraagstukken, 
waartoe de practijk aanleiding geeft, op te lossen. Het 
oplossen dier vraagstukken geschiedt door middel van 
één of meer vergelijkingen. Nu schijnt de gedachtengang 
bij het samenstellen van de meeste leerboeken (en pro- 
gramma's) deze te zijn: Om een vraagstuk door middel 
van een vergelijking te kunnen oplossen, moet de leerling 
eerst de vergelijking kunnen samenstellen, deze kunnen 
oplossen en daarvoor algebraïsche herleidingen kunnen 
maken. Als gevolg daarvan wordt veelal begonnen met 
allerlei algebraïsche herleidingen en berekeningen; eerst 
na geruimen tijd gaat men over tot het behandelen van 
vergelijkingen van den eersten graad met één onbekende 
en eindelijk behandelt men vraagstukken, die met deze 
vergelijkingen kunnen worden opgelost. 


*) Zie de nummers 22, 23, 24 en 26, Jaargang 1916 —17. 
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Een gevolg van dit systeem schijnt te zijn, dat de leer- 
ling dikwijls meent, dat algebra in de eerste plaats is het 
herleiden van vormen, en in het bijzonder het mechanisch 
herleiden van vormen. Wanneer ouders ons komen spreken 
over de vorderingen van hun kind, dan kan men, voor- 
zoover die ouders herinneringen hebben van het algebra- 
onderwijs, dat zij zelf genoten hebben, constateeren, dat 
hun voorstelling van algebra meermalen is: het mechanisch 
herleiden van vormen, en ze spreken hun verbazing wel 
eens uit over het feit, dat hun dochter of zoon wel onvol- 
doende is voor algebra en niet voor meetkunde, want: 
bij algebra komt het toch in hoofdzaak neer op het Kn 
van de manier van herleiden ! 

Het schijnt, dat schrijvers van leerboeken (de goede uit- 
zonderingen natuurlijk niet inbegrepen) ook onbewust deze 
gedachte zijn gaan koesteren, getuige het aantal bladzijden 
nietszeggende opgaven zonder innerlijke waarde, waarbij 
de leerling maar niet anders heeft te doen dan te herleiden, 
te herleiden en nog eens te herleiden. 

Ik geloof, dat we hiermee op den verkeerden weg zijn. 
Willen wij bij den leerling belangstelling voor de leerstof 
wekken en het gevaar voorkomen, dat hij de algebrales 
saai vindt, dan moet hij in de eerste plaats weten, waarom 
het bij de algebra gaat. Nu kunnen wij het algebraonder- 
wijs zoo mooi laten aansluiten bij het onderwijs der lagere 
school, door onmiddellijk aan te vangen met het oplossen 
van vraagstukken door middel van vergelijkingen. Het 
vraagstukken maken is den oud-leerling der lagere school 
bekend. Wij kunnen dus beginnen hem een vraagstuk 
voor te zetten, en hij vertelt ons hoe hij zoo'’n vraagstuk 
heeft leeren beantwoorden. Nu kunnen wij hem onze wijze 
van oplossen leeren, door voor het gevraagde, ons nog 
onbekende, getal een letter, bijv. w te schrijven; hoe men 
dan een gelijkheid (later „vergelijking” genoemd) kan 
neerschrijven, en hoe men langs dezen weg het antwoord 
op de gestelde vraag kan vinden. 

De leerling kan dan al spoedig allerlei vraagstukken 
maken en, mocht hij het in het begin gemakkelijker vinden 
de lagere schoolmethode toe te passen, na eenige weken 


is hij zoo goed met de nieuwe werkwijze vertrouwd, dat 
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hij tot die oude methode niet meer wil terugkeeren : een 
ervaring, die de meeste docenten bij het behandelen van 
vraagstukken (dikwijls eerst aan het einde van het eerste 
leerjaar !) gehad hebben. 

Het is den leerling, bij het ingewikkelder worden der 
vergelijkingen, duidelijk te maken, dat men zich in dat 
„werken met letters” toch wel eens afzonderlijk mag oefe- 
nen, afgezien van een bepaald vraagstuk. De leerling weet 
dan, waarom hij „met letters leert rekenen”. Ook leert hij 
dan, dat men de stelling, dat men in een som van 2 termen 
deze mag verwisselen (257 =71+425, 100 + 134 = 13 +100, 
enz.) voor alle getallen, welke dan ook, als volgt kan 
neerschrijven: a+-b=b+a. Hij weet dan, dat dit een 
waarheid is, welke waarden a en 5 ook hebben; hij leert 
dus abstraheeren; dit zal des te meer nut hebben, indien 
men hem steeds opnieuw doordringt van het feit: een 
algebraïsche herleiding geeft een gelijkheid van twee 
vormen, welke getallenwaarden de daarin optredende letters 
ook hebben. Dit steeds opnieuw doordringen doet men zeer 
eenvoudig, door hem steeds een proef te laten maken, bv. 
bij het vermenigvuldigen 

(ad-b—c) (abe) =a? —b? + 2be —C?. 

Laten we voor zekerheid nagaan, of we ons niet vergist 
hebben. Stel eens a=3, b=2, c=l, dan is (a 4-b—c) 
(a—b te) =4AX2=8en a? —b?H be — 0? =I4H41=8, 
onze herleiding is dus hoogstwaarschijnlijk goed. Zoo leert 
de leerling steeds zich zelf controleeren; de leeraar wijst 
hem er op, dat het niet zoo erg is, indien hij fouten maakt, 
maar dat het wel erg is, indien hijzelf niet kan onderzoeken, 
of er een fout in zijn werk is en zoo ja, deze vinden en 
het werk verbeteren! Bij de deeling en bij het herleiden 
van breuken bemerkt de leerling zelf (de leeraar behoeft 
hem er niet op te wijzen, want bij het controleeren van 
zijn werk op bovenstaande wijze komt de leerling zelf 
tot deze quaestie!), dat men aan de letters niet waarden 
mag geven, die den deeler of noemer nul maken, hetgeen 
later bij het oplossen van vergelijkingen zijn nut heeft. 


In het bovenstaande is verdedigd af wisselend vraagstuk- 
ken en herleidingen te behandelen, 
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Heeft men bij de herleidingen de optelling en de aftrek- 
king behandeld, dan kan men reeds vraagstukken bespreken, 
die aanleiding geven tot twee vergelijkingen van den 
eersten graad met twee onbekenden (welke men in den 
regel tot het tweede leerjaar laat wachten!) In het 
samenstellen der vergelijkingen heeft de leerling zich reeds 
geoefend en het oplossen volgens de z.g. methode van 
optelling en aftrekking geeft hem geen groote moeilijk- 
heden. Misschien kan men wel eens een vraagstuk bespre- 
ken dat tot drie vergelijkingen met drie onbekenden leidt. 

Daarbij heeft de leerling steeds gelegenheid zelf zijn 
werk te controleeren. Men substitueere steeds bij het op- 
lossen van een vergelijking of van een stel vergelijkingen 
de(n) wortel(s) in de vergeliĳjking(en) om te zien of zij wer- 
kelijk voldoen, en bespreke ook langs welke verschillende 
wegen men eventueele fouten kan vinden, opdat de leerling 
niet in het blinde weg ga zoeken, of reeds gemaakte be- 
rekeningen en herleidingen (en fouten) steeds herhale. Het 
is echter mogelijk, dat de vergelijkingen wel goed zijn 
opgelost maar dat zij verkeerd samengesteld zijn; men 
kan de gevonden antwoorden beter ee aan het vraag- 
stuk toetsen. 

De leerling kan leeren op nog nt: wijzen zijn werk 
te controleeren, en hij geeft vaak na eenig nadenken zelf 
de manier aan, bv. bij een deeling weer terugvermenig- 
vuldigen (en eventueel de rest bij het product optellen) 
enz. Indien men de leerlingen eraan gewend heeft steeds 
hun werk te controleeren, dan erkennen zij zelf gaarne 
bij herhaling fouten in hun werk te hebben gevonden en 
te hebben verbeterd, vóórdat de leeraar het werk onder 
oogen kreeg, en vele leerlingen zijn daarom dankbaar 
voor den verkregen raad (niet alle ! bv. niet sommigen „die 
het bij een anderen leeraar nooit hebben behoeven te doen” 
en anderen, die zelden of nimmer fouten maken : met deze 
hebbe men geduld; op een goeden keer maken ze wel 
eens een domme fout, terwijl ze nalaten de proef te nemen ; 
het goede van het controleeren begint tot hen ook door 
te dringen). | 

Bij het vermenigvuldigen laat men kennismaken met den 
graad en de al- of niet gelĳkslachtigheid (homogeniteit); ook 
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daarmee geeft men den leerling een middel in handen 
om geen fouten te maken, door steeds op graad en homo- 
geniteit te letten. Bij de herleiding van breuken behoeft 
men niet terug te schrikken voor den graad nul of voor 
een negatieven graad, daarvoor is een behandeling van 
machten met negatieve exponenten niet noodig. 

Ook kan men den kijk op symmetrische vormen bevor- 
deren, bv.: (—ad-b+4e)(a—bt-e)(ad-b—e) moet een 
product geven, waarin alle letters denzelfden rol spelen ; 
doen ze dit niet, dan is de berekening fout. 


Indien men nu bij de herleidingen de hoofdbewerkingen 
besproken heeft, dan gaat men in den regel over tot de 
merkwaardige producten. Waarom moet de leerling de merk- 
waardige producten leeren? Alleen om een beetje sneller 
met het werk klaar te zijn? Indien dit de eenige reden 
was, dan geloof ik, dat het beter zou zijn het onderwerp 
onbesproken te laten. De leerling kan vermenigvuldigen ; 
hij behoeft er in den regel toch geen beroep van te maken, 
zoodat hij tijd zou moeten leeren besparen; waarom hem 
dan allerlei „maniertjes” te leeren (die met inzicht weinig of 
niets te maken hebben) om een beetje tijd te leeren uitwinnen, 
om de berekening korter te maken? Ik duid het den leer- 
ling niet kwalijk, indien hij later bv. het product (a—b + c—d) 
(—a—b —ec+-d) op de gewone wijze uitrekent, en er geen 
„merkwaardig” product van maakt; als hi maar tot het 
juiste antwoord komt en dat zelf controleeren kan ! 

De behandeling der merkwaardige producten kan niet 
gemist worden in verband met de ontbinding in factoren. 
Het is nu de vraag: Hoe zullen we de merkwaardige 
producten behandelen. Zullen we de leerlingen eerst een 
stel vraagstukken laten maken over (a + b) (a —b) =a? —b?, 
daarna over (a + b)? =a? + 2ab + b?, eindelijk over (3a + 5b) 
(Ba — 1b) = Ja? — 6ab —35b?, enz.? Ik geloof, dat dan de 
eenheid van het onderwerp verloren, gaat en dat de leer- 
ling een stel maniertjes gaat leeren, welke zijn inzicht 
niet vermeerderen. Het lijkt mij beter den leerling eerst 
het product van 2 willekeurige tweetermen direct te laten 
zeggen: dit geeft niet de minste moeilijkheid, bv. : 

(3p + 2q) (Or — 58) = 18pr — 15ps + 12gr — 10gs . (1) 
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Daarna wijst men er op, dat men in het antwoord de 
beide middelste termen direct bij elkaar kan nemen, in- 
dien in het opgegeven product de letters in beide eerste 
termen en in beide tweede termen dezelfde zijn, b.v. bij 

(3a — 2b) (5a + Tb) =15a? —3lab +145? . . (2) 

Men laat nu den leerling antwoorden van eenige derge- 
lijke opgaven door elkaar gemengd zeggen, dus opgaven 
van de gedaanten (1) en (2) door elkaar, zoodat niet steeds 
hetzelfde maniertje moet worden toegepast. Men geve hiertus- 
schendoor ook opgaven op als (2a + 3b) (2a + 3b) of (2a +3b)?, 
(Ta —5b) (Ta + 5b), (— 3a — Db) (— 3a + 5b) enz. 

Aldoende ontdekt de leerling zelf de bekende regels 
voor (a +b)(a—b)en (a +5)?; men eische echter iet 
van den leerling, dat hij deze regels memoriseert en toepast, 
maar late hem vrij, zoo hij wenscht, de twee tweetermen 
uit het hoofd te vermenigvuldigen, en in het antwoord de 
beide middelste termen bij elkaar te nemen. 

Men heeft bij de bespreking van dit onderwerp een zeer 
geschikte gelegenheid verband te leggen tusschen algebra 
en meetkunde, door bij de producten (p + q) (r + 8), (a + b)? 
en (a+-b)(a—b) telkens een rechthoek te beschouwen, 
wier zijden gelijk zijn aan de factoren van het product. 


Men is er wel eens op gesteld, dat de leerling snel het 
kwadraat van een getal kan zeggen, en verplicht hem dan 
eenige kwadraten te memoriseeren, bv. van de getallen 
van 1 tot 25. Dit lijkt mij ongewenscht, daar er zulk een 
eenvoudig middel bestaat om snel het kwadraat te leeren 
zeggen. De behandeling hiervan sluit onmiddellijk aan bij 
het kwadraat van een tweeterm. 

Voorbeelden : 

242 =20 X 28 J- 4? =516 
312 =30 X44H 72 = 1369 of: 
812 =40 X 34 3? =1369 of nog sneller: 
81? =O X 24 + 132 = 1369, 
Het bewijs van dit middel is eenvoudig: 

(a +b)? =a(ad-2b) + b?, dus 

(20 + 4)? =20 x 28 J- 42. Evenzoo 

(a —b)* =a(a—?2b) +b?, dus 

(40 — 3)? = 40 X 34 + 32, 
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De behandeling der ontbinding in factoren geschiedt in 
den regel door allerlei manieren (groepen) van ontbindin- 
gen te beschouwen. Ik geloof, dat dit aantal ages 
ingekrompen kan worden. 

Indien men de ontbinding van een tweeterm, voor zoover 
deze terug te brengen is tot de theorie der merkwaardige 
gquotiënten, heeft besproken, dan ga men over tot den 
vierterm. Hierbij heeft men slechts twee gevaller te bespreken: 

le. De vierterm kan gesplitst worden in 2 tweetermen, 
die een factor gemeen hebben. Hierbij laten zich allerlei 
oefeningen maken, waarbij van zelf de 3e macht van een 
tweeterm te voorschijn komt: 

a3 + 3a?b + Jab? Hb3 =(a3 453) + (3a?b + 3ab?) = enz ; 
zoodat de leerling het bestaan van deze groep niet afzon- 
derlijk behoeft te onthouden. 

Als bijzonder geval komt ook te voorschijn het product 
van twee tweetermen, en men wijze de leerling er op, dat 
deze alleen gelukt indien (na rangschikking) het product 
der buitentermen gelijk is aan het product der binnenter- 
men, bijv. : ac + ad + be + bd kan ontbonden worden in het 
product van 2 tweetermen, omdat ac X bd = ad X be. 

2e, De vierterm is het verschil van 2 kwadraten: 

a? + 2ab +b? —c? en p° —q? +2gr — r?. 

Hierna behandele men den drieterm, en stelt vast, dat 
men deze steeds door splitsing van een term tot een ontbind- 
baren vierterm tracht te maken. Men krijgt dan weer de 
twee bovenstaande gevallen terug: 

le. Men moet nu trachten den middelsten term te splitsen 
in 2 termen, waarvan het product gelijk is aan het product 
der buitentermen : om 21a? + 29ab — 10b? te ontbinden moet 
men zoeken naar 2 getallen met product — 210 en som 29. 
Men kan steeds onderzoeken of deze getallen bestaan, ja 
of neen, en zoo ja, welke. Hierop wijze men den leerling, 
opdat hij niet bij grootere getallen in het blinde ga zoeken ! 
Indien het product negatief is (zooals — 210) dan hebben 
de 2 getallen tegengesteld teeken; het grootste getal (in 
absolute waarde) is dat met het + teeken, omdat hun som 
positief is (+ 29). Men tracht — 210 nu te schrijven als een 
product (210 X —1, 105 X —2, enz.) en kan met zekerheid 
nagaan of de som der factoren wel eens 29 kan zijn, In 
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ons geval zijn de getallen 25 en — 6 !); men schrijve dus 
voor den opgegeven drieterm den vierterm: 2la? + 35ab 
— 6ab —10b? en vindt na ontbinding (Ta — 2b) (3a + 5b). 

Men geve echter ook dergelijke drietermen op, waarbij 
de ontbinding niet gelukt, opdat bij den leerling niet de 
meening zich ga vestigen, dat men in elk geval ontbinden 
kan; helaas zorgen de meeste leerboeken hier niet voor ! 
(Dit bezwaar geldt evenzeer bij allerlei andere herleidingen). _ 

Onder deze opgaven laat men ook voorkomen drieter- 
men van de gedaante: 9a? — 30ab + 25b? ; de leerling ont- 
dekt zelf na de ontbinding, dat hij met een kwadraat te 
doen heeft, want hij zoekt 2 getallen met som — 30 en 
product 225 en vindt daarvoor —15 en —15, enz. Men 
behoeft dus niet als afzonderlijke groep te laten onthouden: 
een drieterm kan het kwadraat zijn van een tweeterm: 
dat komt van zelf terecht. 

Ook laat men op deze wijze ontbEdenn ot Jl +12; 
wel is waar kan men dit korter (en men kan dat natuur- 
lijk wel laten zien), maar men sta den leerling toe, zoo hij 
wenscht, eerst hiervoor te schrijven: @° + 3x +4 4-12. 

2e. Verschil van 2 kwadraten, bv. a* + a? +1. Men 
tracht bij den middelsten term een kwadraat op te tellen, 
zóó, dat een kwadraat ontstaat; men maakt er nu een 
vierterm van: at + 2a? +1 —a?, enz. 

Resumeerende hebben de leerlingen dus slechts te ont- 
houden: Bij den vierterm kunnen 2 gevallen voorkomen: 
le. splitsing van den vierterm in 2 tweetermen, die een 
factor gemeen hebben; 2e. verschil van 2 kwadraten. 

Van een drieterm tracht men een ontbindbaren vierterm 
te maken. 

Nu sluiten bij de ontbinding in factoren zoo fraai vraag- 
stukken aan, die aanleiding geven tot een vergelijking 
van den 2en graad, bv.: 

Het kwadraat van een getal vermeerderd met het twee- 
voud van dat getal is gelijk aan 15. Welk getal is dit? 

De leerling vindt in den regel zonder bezwaar de ver- 
gelijking @° +2 —=15 of @? + 2 — 15 —=0. 


1) In een volgend leerjaar behandelt men een andere methode 
berustend op (p +)? — 4pg = (p —q)?. 
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Welnu, raad hem aan het eerste lid te ontbinden : (#—3) 
(2 +5) =0 en bespreek met hem, dat een product nul 
wordt, indien één der factoren nul is; hij vindt nu de 
wortels 3 en — 5. Ik meen, dat deze wijze van behandelen 
is te verkiezen boven die der meeste leerboeken, waarbij 
men begint de formule # = — Sat lV{(ta? —b)tebespreken, 
welke de leerling dan steeds toepast; vraagt men hem, 
waarom dit de wortels zijn, dan blijft hij dikwijls het ant- 
woord schuldig ; in het zeer eenvoudige geval #? + 2x —15=0 
past hij dan ook deze (voor hem vaak zinlooze) formule 
toe en schrijft &=—1ltV{(1l +15) =3 of —5, hoewel het 
antwoord bij de eerstgenoemde behandelingswijze niet 
alleen onmiddellijk te zeggen is (dit voordeel acht ik niet 
zoo groot) maar ook te begrijpen. Zoo lost hij de vergelijking 
8x? +22 —3=0 op door ontbinding van het eerste lid in 
(2e —1) (4e +3) en vindt de wortels } en —à. 

Voorloopig meent de leerling, dat een vergelijking van 
den Zen graad soms geen wortels heeft, nl. als deze 
onmeetbaar of onbestaanbaar zijn; dit vindt hij dan even 
natuurlijk, als dat hij vindt dat 17 en —9 geen kwadraten 
zijn. 

De leerling ziet bij de hier verdedigde handelwijze on- 
middellijk eenige bekende eigenschappen van de wortels 
en de coëfficiënten, en ontbindbaarheid van het 1e lid in, 

Een grooter voordeel acht ik echter, dat hij direct na 
de behandeling van de ontbinding in factoren een bepaald 
nut van deze ontbinding begrijpt: het oplossen van vraag- 
stukken, die aanleiding geven tot een vergelijking van den twee= 
den graad. 

Zoo is men weer op het gebied der vergelijkingen terug- 
gekomen en is het een geschikt punt graphische voorstellin- 
gen te bespreken. Men brenge den vorm y=? +2 — 15 
in teekening, en men vindt de wortels 3 en —5 uit de 
teekening. Graphische voorstellingen teekenen de meeste 
leerlingen met genoegen, en men kan hen allerlei verge- 
lijkingen ook langs dezen weg laten oplossen : door sub- 
stitutie van de wortels in de vergelijking kunnen zij 
spoedig nagaan of zij op den juisten weg zijn. 

Hier is, indien men per week 3 lesuren beschikbaar 
heeft, een geschikt punt om het eerste leerjaar te eindigen, 
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Wel is waar heeft men meer leerstof behändeld, dan in 
de eerste klasse gebruikelijk is, maar men vergete niet, 
dat wij aanbevolen hebben: 

le. dat men zich in het aantal herleidingen beperke 
(niet een overdreven aantal oefeningen laten maken over 
de beteekenis der algebraïsche vormen, in het alfabetisch 
rangschikken, in het gebruik van haakjes, accolades en 
diverse soorten van grootere haken, over merkwaardige 
producten, enz). 

2e. dat men evenveel vraagstukken, welke aanleiding 
geven tot één of meer vergelijkingen van den eersten 
graad of één vergelijking van den tweeden graad, kan 
behandelen als wanneer men zich uitsluitend beperkt tot 
één vergelijking van den eersten graad: voor die vraag- 
stukken heeft men niet meer tijd noodig, terwijl men gele- 
genheid heeft van elke rubriek de geschikste te kiezen 
en dwaasheden over een boer, die op weg naar de markt 
tweemaal zooveel eieren breekt als hij dubbeltjes in zijn 
beurs heeft, kan overslaan. 

De herleiding van gebroken vormen kan men zooge- 
wenscht laten rusten tot het 2e leerjaar : men heeft in dat 
geval in den loop van het tweede jaar een geschikte her- 
haling van de ontbinding in factoren. Men overdrijve 
echter niet het aantal oefeningen; aangezien sommige 
leerlingen hierbij veel fouten maken, heeft men een ge- 
schikte gelegenheid om de leerlingen opnieuw te doordringen 
van het nut van contrôlemiddelen (zie boven). 

De behandeling van vergelijkingen met den onbekende 
in den noemer stelle men nog geruimen tijd uit; zie hier- 
over het „Weekblad voor Gyrnnasiaal en Middelbaar 
Onderwijs” van 1 Maart 1917. !) 

Het tweede leerjaar kan men aanvangen met het voort- 
zetten van het oplossen van een vergelijking door het 
teekenen der graphische voorstelling. 

Het is een geschikt oogenblik kennis te laten maken met 
onmeetbare getallen; men laat de leerling bv. oplossen de 
vergelijking #? + 4a — 14 = 0 door middel van een grafische 
voorstelling. Hij bemerkt dat de kromme lijn wel degelijk 


1) In een volgend artikel hoop ik dit onderwerp nader te bespreken, 
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tweemaal door de «x-as gesneden wordt, al kan hij het 
eerste lid niet ontbinden. Hij ziet dus, dat er twee wortels 
zijn: één gelegen tusschen 2 en 3 en één gelegen tusschen 
—6 en —71. Men wijst nu den leerling er op, dat het 
eerste lid negatief is voor @ =?2 en positief voor # —=8; dat 
men nu nader de waarde van het eerste lid kan nagaan 
voor #=25 om nader de ligging van den wortel te be- 
palen, en de leerling kan nu theoretisch den wortel bere- 
kenen zoo nauwkeurig hij wil. Men kan dit zelfde herhalen 
met de vergelijking «#?°—5=0, en zoo de behandeling 
voorbereiden van de onmeetbare getallen, de worteltrekking 
en de traditioneele oplossing der vierkantsvergelijking. 

Intusschen kan men langs graphischen weg ook sommige 
hoogere graadsvergelijkingen leeren oplossen; men is niet 
aan den graad gebonden, en het inzicht van den leerling 
wordt meer algemeen. Wanneer de gelijkvormige driehoe- 
ken bij de meetkunde behandeld zijn, dan kan men in de 
algebra-les tevens de regula falst bespreken. 

Vervolgens kan men twee vergelijkingen met twee on- 
bekenden behandelen: eerst herhale men twee vergelij- 
kingen van den eersten graad met twee onbekenden en 
losse deze nu ook graphisch op; men kan hierbij dan 
strijdigheid en afhankelijkheid behandelen ; daarna losse men 
ook 2 vergelijkingen van hoogeren graad met 2 onbekenden 
op. Langs dezen weg kan de leerling de wortels leeren 
bepalen (benaderen) ook vân vergelijkingen, waarvan de 
niet-graphische oplossing te zwaar is. Is een niet-graphische 
oplossing mogelijk, dan kan deze ook gezocht en besproken 
worden. Het stel vergelijkingen 

Ay? =2b5 
EU 14 
is zeer leerzaam, om zoowel graphisch als niet-graphisch 
opgelost te worden. Overigens behoort tot het program 
van het 2e leerjaar de behandeling van n vergelijkingen 
van den eersten graad met „ onbekenden. 

Geeft men van tijd tot tijd een vraagstuk op, dat tot 
zulke vergelijkingen leidt, dan blijft de leerling het prac- 
tisch nut van het algebra-leeren inzien. 

Het is tegenwoordig algemeen gebruikelijk de leerlingen 
zeer veel herleidingen met wortelvormen te laten maken. 
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Wel is waar klaagt menig docent steen en been over het 
vervelende van dit werk, maar toch blijft men er mee 
doorgaan. Indien men de stellingen, welke bij die herlei- 
dingen gebruikt worden, bespreekt (dit, helaas, laat men 
te dikwijls na), en telkens en telkens door den leerling 
laat bewijzen en zich beperkt tot een klein aantal toepas- 
selijke oefeningen; wanneer men allerlei herleidingen 
onbesproken laat, die niet tot vermeer UAE van inzicht 
bij den leerling leiden 


1 1 1 
Gna Wathelet Vd Wad) 
V(T — 4/3), —W(5 + 2/3) + Vb 23) enz. !) ), dan 


doet men in minder tijd meer vruchtbaar werk. 

In een volgend artikel hoop ik het algebra-onder wijs 
in het 3e leerjaar en de toepassingen der algebra bij de 
meetkunde te bespreken. 


VL. Enkele opmerkingen inzake Wiskunde-onderwijs. 


A. Meer algemene; 

Gewenst komt ons voor: 

1°. Het wiskunde-onderwijs in elke klasse in één hand 
te houden, (het lijntekenen kan oi. dan in andere handen zijn). 

20. De planimetrie van het begin af streng te behandelen 
en de leerlingen zelf de bewijzen der eigenschappen zoveel 
mogelik zelf te doen afleiden — zo nodig hier en daar 
„met aanwijzing van de docent. 

3%, De beschrijvende meetkunde te beginnen met het 
projecteren van lijnen en vlakken; tevens, deze te laten 
volgen op de stereometrie, zodat de leerlingen eerst ste- 
reometries inzicht van de eigenschappen hoboan: 


l) Hoewel niet alle wijzigingen in de eischen voor wiskunde 
in het programma voor het eindexamen der H. B. S. 5 als ver- 
beteringen kunnen beschouwd worden, is het schrappen van dit 
gedeelte een groote vooruitgang ! 


B. Meer biezondere; 

Gewenst komt ons voor: 

1°. Wat betreft de algebra, na de merkwaardige pro- 
dukten te behandelen ontbinding in faktoren en daarna de 
drie algemene merkwaardige quotiënten ; verder, de rekenk. 
reeksen van hogere orde niet te behandelen. 

20, Wat betreft de rekenkunde, de derdemachtswortel- 
trekking te laten vervallen. | 

85°, Wat betreft de planimetrie, de inversie niet te be- 
handelen en evenmin de stellingen van Menelaus en de 
Ceva; wêl te behandelen de stelling van Stewart. 

40, Wat betreft de stereometrie, de opbouw (door kon- 
struktie) van regelm. 12-vlak en 20-vlak niet te behandelen. 

5°. Wat betreft de goniometrie, de oplossing van een- 
voudige goniometriese vergelijkingen wèl te behandelen. 
Eenige Leeraressen. 


VL, Opmerking, 


Voor hen die er vatbaar voor zijn, is Wiskunde het uit- 
stekendste middel om het denkvermogen te vormen, voor- 
stellings-vermogen te oefenen enlogies te leeren redeneeren. 
Als zoodanig is het bij opvoeding onmisbaar. Maar men 
geeve het onderwijs in dit scherpe instrument voor natuur- 
wetenschap en sociale rekenkunde op korte, zakelike en 
duidelike wijze. 

Men geeve bij zijn onderwijs niet toe aan ’n soort be wijs- 
woede door Axioma's en Stellingen wier blote vermelding 
al als waar gevoelt worden door lange redeneeringen (be- 
wijzen) tot klaarheid te willen brengen, want men wekt 
hierdoor op verveling en minachting voor ’n vak, dat 
waart is in onze achting ’n eerste plaats in te nemen. 
Maar daar waar ’n stelling verkondigt wort, die niet 
dadelik wort ingezien, waar ’t verstant naar ’n bewijs 
vraagt, daar geve men op heuristiese wijze een bewijs. 
Dit heeft hoge ontwikkelende waarde. 

Wat ’t herhalen van ’n bewijs betreft, richtte men zich 
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naar de middelmatige hoofden, hebben die 't begrepen 
dan kan men verder gaan. | 

Het oplossen van vraagstukken acht ik onmisbaar, want 
men kan niet licht overschatten de satisfactie die ’n middel- 
matig leerling gevoelt, wanneer hij ’n vraagstuk, dat niet 
boven z’n krachten gaat, goet heeft opgelost. Dat en dat 
alleen wekt en kweekt zelfvertrouwen, iets wat bij op- 
voeding van jonge menschen niet over ’t hooft mag worden 
gezien. 

Wat het onderwijs van differentiaal en integraal rekening 
betreft op H. B. scholen en Gymnasiën, natuurlik in de 
hoogste klasse, ik ben er vóór, mits dat de differentialen 
als zeer kleine grootheden worden beschouwt zoals ik in 
mijn opstel (Jaarg. 12, bladz. 45 van dit Tijdschrift) be- 
toogt hep, waarnaar ik zo vrij ben te verwijzen. Het 
voorgaande is het beknopte resultaat waartoe ’n veeljarige 
praktijk mij bracht. 


Den Haag. Dr. A. KEMPE. 


VOL, Differentiaal- en Integraalrekening op de H. B. S. 


DOOR 
W. P. THIJSEN (Rotterdam). 


4 


Hoewel het bovenstaande vraagstuk reeds jarenlang een 
onderwerp van bespreking vormt !), zoo denk ik toch, dat 
verschillende leeraren bij het zien alleen der samenkop- 
peling H.B.S. en Differentiaal- en Integraalrekening °) nog 
altijd een zekere huivering bevangt. | 

„Wel hoe,” zoo vraagt men zich wellicht af, „moeten dan 
„de onrijpe jongenshersens, die reeds zoo’n moeite hebben, 
„om de lessen der [{. B.S. naar behooren te volgen (gez we- 
„gen nog van de meisjes !), nog bovendien in de raadsel- 
„achtige geheimen van D.- en I-R. ingewijd worden? 


il) In de Vereeniging van Leeraren bij het M.O, kwam het 
ter sprake in de sectie voor Wiskunde op de Algemeene Verga- 
deringen te Alkmaar in 1906 en te Bergen-op-Zoom in 1907. 


2) In het vervolg aangegeven door D,- en I.-R. 
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„En dat, terwijl men reeds zoo over overlading en het 
„vele huiswerk klaagt! Wat heeft trouwens het meeren- 
„deel der H.B.scholieren aan al die geleerdheid? Wil men 
„de verwarring in die jonge hoofden nog grooter maken, 
„door hun een vak te leeren, waarbij het notabene de 
„grootste moeite heeft gekost, om de grondbegrippen 
„eenigszins tot klaarheid te brengen? Laat de jongens de 
„lagere wiskunde leeren, maar die goed; en wil men soms 
„n enkelen keer wat fraaiers, welnu, ga dan wat dieper 
„in op onderwerpen, die zich daarbij onmiddellijk aansluiten. 
„Daar liggen aardige quaesties genoeg en ’t is veel beter, 
„dan hen — natuurlijk op een manier, die met alle ge- 
„strengheid de hand licht en dus allicht in het aanleeren 

„van trucjes ontaardt — een vak te leeren, dat ke 
Bhtiten hun gedachtensfeer ligt.’ 

Dat zijn zooal de argumenten, welke men tegen net in- 
voeren van D.…- en I-R. op de H.B.S. verneemt. Wat is 
er van waar? Niet veel. 

Vooreerst: zoolang de H.B.S. bestaat, wordt daar reeds 
gedifferentieerd. en geïntegreerd, zij het op verkapte wijze. Voor 
de Natuurkunde volsta ik met de volgende onderwerpen 
uit de electriciteitsleer te noemen : potentiaal, arbeidsver- 
mogen van een geladen geleider, absolute electrometer 
van Thomson, wet van Biot en Savart, tangentenboussole, 
inductie. 

Wat de Mechanica betreft, herinner ik aan het gezegde 
van den Heer Cikot, dat hij in één Mechanica-leerboek op 
21 verschillende plaatsen de D.- en I-R. verkapt vond 
toegepast. 

De ervaring leert, dat de jongens juist die gedeelten, 
waar de D.- en I-R. verkapt is toegepast, moeilijk vinden. 
Geen wonder, want wat een alleronmogelijkste kunstgrepen 
worden daarbij vertoond! En hoe vertroebelt men door 
die vreemdsoortige ballast het juiste inzicht in den eigen- 
lijken natuurkundigen of werktuigkundigen inhoud van het 
behandelde! Is het dan niet veel beter, om de leerlingen, 
onverkapt en zonder kunstgrepen — na een voorafgaande 
cursus in graphische voorstellingen en limieten — de be- 
ginselen van D.…- en L-R. te leeren? Op die wijze worden 
de moeilijkheden gesplitst en... een massa tijd bespaard. 
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Grimsehl b.v. schat, dat de op die wijze verkregen ver- 
lichting zich verhoudt tot de verzwaring van het onder wijs 
als tien staat tot een. 

Bovendien, hoe wil men de jongens het juiste begrip van 
snelheid en versnelling bijbrengen zonder een methodische 
behandeling van de afgeleiden? Hoe wil men hen de 
afleiding der formule s={at? goed duidelijk maken zonder 
integratie? Ik noem verder de leer van oppervlakken en 
inhouden, zwaartepunten en traagheidsmomenten, ik noem 
begrippen als druk, uitzettings- en spanningscoëfficiënten 
uit de Natuurkunde, die alle slechts na een geregelden 
cursus in D- en I.-R. tot klaarheid zijn te brengen. 

Ten tweede: er zijn op H.B.S. en Gymnasium (B-afdee- 
ling) reeds talrijke leeraren, die — de een meer, de ander 
minder — hun leerlingen het begrip van differentieeren 
en veelal ook dat van integreeren bijbrengen en zelfs 
schijnt zich dit proces al verder ontwikkeld hebben, dan 
men uit de verschenen leerboeken en tijdschriftartikelen 
zou opmaken. Voor zoover mij bekend is, hebben deze 
pogingen het beste gevolg. Het zou wellicht aanbeveling 
verdienen, hierover een enquête in te stellen, om zoo tot 
een ervaring, het eigen land betreffende, te komen. Want 
men is maar al te licht geneigd, om de ervaring, in het 
buitenland opgedaan, van de hand te wijzen. 

Toch is het een feit, dat Frankrijk, Engeland, Oostenrijk, 
Duitschland, Amerika, Scandinavië en Rusland, deels in hun 
officieele programma’s, deels in talrijke nieuwe leerboeken 
openlijk aan Lim., f (%), a en | dae burgerrecht in de 
schoolwiskunde hebben verleend. : 

Een korte uitweiding over Frankrijk. De beweging 
tot hervorming van het onderwijs dagteekent daar van 1900. 
Zij had ten gevolge, dat de Kamer van Afgevaardigden 
een commissie benoemde, die na een nauwgezet onderzoek 
een rapport t) uitbracht, waarin op vereenvoudiging en 

1) Plan d'études et programmes d'enseignement dans les lycées 
et collèges de garcons (Paris 1908). 

F, Klein, Elementarmathematik von höheren Standpunkt aug, 
T.I (Leipzig 1909), p. 456, e.v. Uitvoeriger opgaven geeft Klein 


in: „Vorträge über den math. Unterricht an den höheren Schu- 
len”, T. 1 (Leipzig 1907). 
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meerdere aanschouwelijkheid van het onderwijs werd aan- 
gedrongen. Anderzijds werd met het oog op grooter nut 
van het onderwijs voor de praktijk, wat de wiskunde betreft, 
voorgesteld, om sommige zaken, die men vroeger tot de 
hoogere wiskunde rekende, in het schoolprogramma op te 
nemen. Omdat zij gemakkelijk bij te brengen en ook voor 


„de moderne beschaving, vooral voor de Natuurkunde en 


dk 


de Techniek, van het grootste belang zijn, rekende men 
daartoe: het functiebegrip, de graphische voorstelling en de 
beginselen van D- en L-R. Dit alles werd onmiddellijk inge- 
voerd, hetgeen daarom in Frankrijk zoo gemakkelijk kan 
geschieden, omdat daar een „conseil d’instruction supé- 
rieure” bestaat, die naar eigen goeddunken de meest vèr- 
strekkende veranderingen in het onderwijs voor het geheele 
land kan voorschrijven. Hierin hebben b.v. de beroemdste 
wiskundigen zitting, die het ook trouwens volstrekt niet 
beneden zich achten, om schoolboeken te schrijven. Daarin 
komen de moderne opvattingen meer en meer tot uiting. 
De Algebra, om een voorbeeld te noemen, zooals die in 
Frankrijk onderwezen wordt, verschilt dan ook hemels- 
breed van de bij ons gangbare en besteedt b.v. veel meer 
aandacht aan graphische oplossing van vergelijkingen e.d. 

Uit het voorafgaande blijkt, dat in het buitenland en door 
talrijke leeraren in het binnenland de D.- en I.-R voorde 
jongenshersens niet te zwaar wordt geacht, dat men integen- 
deel daarbij in de genoemde vakken beter begrip ontwaart. 
Hoe kan het ook anders, waar allerlei op zichzelf staande 
kunstjes door een, slechts eens voor altijd goed te begrijpen 
methode worden vervangen? Daaruit volgt vanzelf, dat de 
leerlingen met meer succes de lessen volgen en dat de studie, 
in plaats van verzwaard, integendeel juist verlicht wordt. 

Maar ook heeft de D.- en I-R. nut in zichzelf. Het is heel 
gemakkelijk, om daarvan als onnutte geleerdheid te spreken, 
maar men speelt dan slechts in de kaart van de kortzich- 
tigen, die de geheele wiskunde als zoodanig verwerpen. 
De voornaamste taak van het wiskunde-onderwijs is het 
opvoeden tot het z.g. functioneel denken. Dat geeft een 
voorsprong in het juist en snel denken op welk gebied 
dan ook, of men ingenieur of handelsman, fabrikant of 
dokter wordt. Het functiebegrip behoort ieder waarlijk 
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ontwikkelde in volle klaarheid te bezitten, en eerst de 
D- en I-R. geven het meerdere diepte en verleenen er 
zelfs een aesthetische bekoorlijkheid aan. Hoe uiterst vrucht- 
baar zijn zoowel begrip, als methode in wederzijdsche 
wisselwerking: de voorbeelden liggen maar voor het 
grijpen, en dat niet alleen bij de genoemde vakken; men 
denke b.v. aan de biologie en de staathuishoudkunde. Ook 
wordt zoo het cijferen tot juistere verhoudingen terùg- 
gebracht, daar veel meer op het qualitatieve karakter de 
nadruk wordt gelegd. Het onderwijs kan zich verder 
prachtig van allerlei voorbeelden uit het dagelijksch leven 
bedienen. Wel verre van buiten de gedachtensfeer der 
jongens te liggen, zijn juist daarom de D.…- en I.-R. aange- 
wezen vakken, om een leerling tot eigen denkarbeid, tot 
zelfstandige toepassing van het geleerde op te voeden. 

Zoo is het dan ook niet moeilijk, de beginselen van D.- 
en I-R. te onderwijzen. Wanneer de leerlingen voldoende 
vaardigheid bezitten in het graphisch uitbeelden van de 
meest uiteenloopende zaken, alsook van eenige functies, 
voornamelijk veeltermen in x (later ook enkele eenvoudige 
transcendenten), dan is het nog slechts een geringe stap, 
hun de beteekenis van een differentiaalguotiënt duidelijk 
te maken. Dat wordt dan nog door allerlei voorbeelden 
toegelicht en ingeoefend en al spoedig bepaalt de leerling 
zelf maxima en minima en kan hij, nog vóór het nauwkeurig 
teekenen, reeds ongeveer de gedaante van een door een 
functie bepaalde curve aangeven. Leert hij nu nog eenige 
eenvoudige oppervlakken bepalen, dan bezit hij reeds een 
goudmijn aan kennis. Vooral geen overbodige geleerdheid, 
geen wg geen fig(x)l en geen Reeks van Taylor. 

Dat zulk een roep van moeilijkheid over de beginselen 
van D.- en I-R. opgaat, vindt m.i hierin vooral eenigen 
grond, dat het zeer lastig, zoo niet onmogelijk is, de D.- en 
I-R. van meetkundige elementen te „bevrijden”. Doch laten 
we ons toch op de H.B.S. niet om „arithmisierende” rich- 
tingen bekommeren. „Zuivêre” wetenschap is hier geheel 
en al uit den booze en hoe meer de diverse wetenschappen 
in elkander vloeien, hoe beter en hoe belangwekkender 
onderwijs gegeven wordt, 
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Wat verder de interessante quaesties betreft, die met de 
lagere wiskunde zouden samenhangen en meer dan de 
D.- en L-R. voor de jongens geschikt zouden zijn, zoo zijn 
er daarvan inderdaad vele voorhanden. Maar heeft b.v. 
ons tegenwoordig Meetkunde-onderwijs al niet genoeg uit- 
wassen, historisch prachtig te verklaren, maar daarom 
niet minder uitwassen? Door den invloed van de school 
wordt maar al te vaak aan onbeduidende onderdeelen 
valsch wetenschappelijk gewicht gegeven, wat eerst bij 
dieper gaande studie blijkt. *) En als ik te kiezen had 
tusschen D.- en L-R. en b.v. merkwaardige punten en lijnen 
in een driehoek, dan koos ik onmiddellijk het eerste. Want 
het verhoudt zich tot het laatste, althans naar mijn ge- 
voelen, zoo ongeveer als een koninklijke heirweg tot een 
doodloopend slop. 

Ten slotte een persoonlijke ervaring. Toen ik op de 
Hooge School voor het eerst met de Hoogere Wiskunde 
kennis maakte, viel het mij op, hoe hemelsbreed deze van 
die der H.B.S. verschilde, en hoe ik zelfs een eenigszins 
medelijdend gevoel voor mijn niet-verder-studeerende 
H.B. S-vrienden had, die nooit zouden weten, wat eigenlijk 
Wiskunde was. Eris dan ook een verbluffende kloof tusschen 
de Wiskunde bij het Middelbaar en bij het Hooger onder wijs. 
Het tijdsverloop bedraagt nagenoeg tweehonderd jaar. 
En dat, terwijl de D…- en L-R. zulk een moeilijk te missen 
element vormt, voor wie de hedendaagsche cultuur wil 
begrijpen. Wij zijn in onze beschaving geen Grieken of 
Romeinen meer, maar moderne menschen, die omringd zijn 
door de geweldige vlucht van natuurwetenschap en tech- 
niek, die snel intensieven hersenarbeid moeten verrichten 
en in iedere maatschappelijke betrekking met scherpen 
blik de meest verwarde quantitatieve en qualitatieve ver- 
houdingen moeten weten te onderkennen. Maar dan dienen 
ook onze leerlingen in staat te zijn, om het precisie- 
instrument bij uitnemendheid der Infinitesimaal-Rekening 
te benutten, dan moet hun verbeelding worden opgewekt 
door de graphische voorstelling en hun verstand gescherpt 
door het functioneele denken. 


1) Men zie de voorbeelden, die Klein o.a. in voornoemd werk 
op pag 441 e.v. geeft, 
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Dit inzicht moet baan breken: dat wij, leeraren bij het 
M.O. het recht niet bezitten, om aan onze leerlingen de 
beginselen van D.- en I-R. te onthouden. 


Minimum=program. 


1. Graphische voorstellingen ; y= f(«) ; graphische oplos- 
sing van vergelijkingen. 
2, Eenvoudige voorbeelden van limieten; het orde-begrip. 
3. a. Beteekenis van differentiaalquotiënten aan de hand 
van graphische voorstellingen ; 
b. differentiatie van veeltermen (hieruit is zeer veel te halen); 
c. integratie hiervan als omkeering (onbepaalde inte- 
graal); natuurkundige en mechanische problemen, 
| waarbij C vanzelf blijkt. 
4 maxima en minima; gedrag van functies (2de diff.quot.). 
5. Integraal als som; oppervlakte-bepalingen en allerlei 
toepassingen. 
6. Uitbreiding van het voorgaande ; trancendente functies : 
sin en COS. 


IX, Wat is moeielijk voor de leerlingen en wat niet 


DOOR 
F, J. VAES (Rotterdam). 


Wanneer verschillende leeraren aan de hand van een 
of ander leerboek nagaan wat volgens hun herinnering de 
gemiddelde leerlingen al of niet moeielijk vonden, zullen 
zij waarschijnlijk tot vrijwel dezelfde uitkomsten geraken. 
In het volgende wordt stelselmatig elk der vakken : meet- 
kunde, goniometrie, werktuigkunde, algebra, rekenkunde, 
doorloopen. Gaarne zal schrijver vernemen in hoeverre 
anderen een afwijkend oordeel hebben, en daar, waar hij 
zijn ervaring omtrent een gewijzigden leergang mededeelt, 
of anderen daarmede al of niet zouden kunnen instemmen. 

A. Vlakke Meetkunde. Het begrip axioma is ongeniet- 
baar voor beginnende leerlingen. Wie daarmede begint 
kan de zotste antwoorden verwachten. Het begrip hoek 
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dringt niet tot de leerlingen door; de meesten letten alleen 
op het samenstel van twee lijnen; een gestrekte hoek is 
voor hen een lijn. Evenwijdigheid is voor hen een tast- 
baar begrip: om het oneindige bekommeren zij zich niet; 
de bewijzen omtrent overeenkomstige hoeken, enz. leeren 
zij gewillig uit het hoofd. Bewijzen van eigenschappen 
van geliĳjkbeenige driehoeken worden gemakkelijk ge- 
vonden, die betreffende ongelijke zijden en hoeken moeielijk. 
Congruentie gemakkelijk, behalve het vijfde geval, waar- 
voor den meesten het goede inzicht ontbreekt. Toepassingen 
worden aardig gevonden; constructies eveneens; hierbij 
komt eenige belangstelling voor de meetkunde; Parallelo- 
gram, enz. gemakkelijk; met het trapezium hebben 
sommigen moeite; zij vergeten telkens de juiste hulplijn 
te trekken. 

Om moeielijkheden in den aanvang te vermijden, Es 
gint schrijver de meetkunde met teekenen van regel- 
matige veelhoeken in een cirkel; het teekenen van hoeken 
van verschillende grootte, constructie van driehoeken, 
parallelogrammen, enz.; alles zonder bewijs van de gebruikte 
constructies. Dan volgt de meetkunde uit het boek; niet 
te veel gepraat over axioma’s; van af het hoofdstuk hoeken 
kan het boek regelmatig worden doorgewerkt; passer en 
teekendriehoeken worden voortdurend gebruikt. 

Moeielijkheden geven, hoe men de meetkunde ook be- 
gint: le. de constructie van een driehoek, als de drie 
zijden gegeven zijn; slechts zeer zelden vindt een leerling 
de constructie uit zichzelven; de meesten willen met een 
dubbelen decimeter zoolang werken, van uit de uiteinden 
van een der zijden, tot de andere zijden aan elkander 
sluiten ; 

2e. het uitzetten van een Hoe op een bepaalde plaats ; 
bijv. bij het construeeren van een driehoek als één zijde 
en de twee aanliggende hoeken gegeven zijn. Den eersten 
hoek, bijv. 45°, construeeren ze gemakkelijk, maar den 
tweeden, bijv. 60°, kunnen een aantal leerlingen niet op 
de juiste plaats aanbrengen, hoewel zij zulk een hoek 
onmiddellijk kunnen teekenen, als zij niet gebonden zijn 
aan een bepaalde plaats. Vermoedelijk werken de reeds 
aanwezige lijnen eenigzins verwarrend; 
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3e. het overbrengen van een figuur in een anderen 
stand. 

Lijnteeken-leeraren zullen wel allen ervaring hebben 
van het getob, dat leerlingen in hoogere klassen nog 
hebben, om een figuur te doen draaien om een punt. 

Zij komen niet op het denkbeeld de figuur in driehoeken 
verdeeld te denken, en deze stuk voor stuk over te brengen, 
zelfs al hebben zij de congruentie en gelijkvormigheid van 
veelhoeken geleerd. 

In het begin van de 2e klasse is het aan te bevelen de 
leerstof van het eerste jaar nog eens in hoofdzaken te 
doorloopen. 

De evenredigheid van lijnen gaat langs de meesten 
heen ; zij leeren de bewijzen uit het hoofd zonder er veel 
begrip aan te hechten; willen bijv. later de hoofdeigen- 
schap afleiden uit gelijkvormigheid. Bij gelijkvormige drie- 
hoeken, en in het bijzonder bij de toepassingen komt bij 
de meesten weder wat meer gevoel voor de meetkunde. 

Tegenover de berekeningen: Pythagoras, projectie- 
stelling. Stewart staan de meesten in den aanvang vreemd. 
Moeielijkheden zijn meestal meer van algebraïschen dan 
van meetkundigen aard. Stewart geeft geen bijzondere 
moeielijkheden; de afleiding en de toepassingen geven 
minder last dan die van de projectiestelling. Gelijkvormig- 
heid van veelhoeken dringt niet goed door; de kwestie 
2n —4 gegevens of 2n—3 verhoudingen is voor velen een 
struikelblok.!). Het bepalen van het oppervlak van een 
rechthoek vindt niet veel belangstelling, en wordt snel 
vergeten; als er berekeningen te maken zijn van een 
oppervlak komen de meesten weer bij; maar zij vallen 
weder over verandering van oppervlakken. Bekende con- 
clusie: voor het concrete is gevoel, voor het abstracte niet. 

Daarom is de derde klasse voor velen het gemakkelijkst; 
er is weinig theorie en veel constructie. Het begrip meet- 
kundige plaats, dat in de le klasse bijna in het geheel 
niet inslaat, en in de tweede klasse nog onoverkomelijke 


1) Heeft iemand ervaring van de methode van vermenig- 
Vuldigen van figuren, zooals die in ons land het eerst is besproken 
door Dr, van der Harst ? 
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moeielijkheden geeft, dringt in de 3e klasse nog niet geheel 
door bij allen. 

De constructies betreffende in- en aangeschreven cirkels 
geven eenige moeielijkheden; de verdeeling in uiterste 
en middelste reden, en in verband daarmede de regel- 
matige vijfhoek en tienhoek vormt voor sommigen weder 
een struikelblok. Inversie wordt zeer moeielijk gevonden; 
velen kunnen de constructies van Appolonius niet goed 
uit elkander houden. 

De moeielijkheden worden ondervonden door leerlingen, 
die geen bijzonder wiskundig gevoel hebben, maar 
mechanisch uit het hoofd leeren. 

B. Voor die leerlingen is ook het gewone begin van de 
stereometrie hopeloos. 

Schrijver begint daarom ook weder met teekenen van 
eenvoudige lichamen. In zijn Leerboek der Stereometrie 
(Uitgever Kluwer, Deventer) zijn daaraan ruim 40 blad- 
zijden besteed, waarvan eenige bladzijden eenvoudige con- 
structies en berekeningen bevatten. Wanneer in December 
ot Januari met den stand van lijnen en vlakken wordt 
begonnen zijn de begrippen al eenigzins vastgelegd. Boven- 
dien zijn dan alle benamingen: prisma, piramide en ele- 
menten daarvan ter sprake gekomen; is gesproken over 
om- en ingeschreven bollen, en zijn constructies uitge- 
voerd, waarvan de leerlingen intuitief de juistheid inzien. 

Die constructies leveren voor een deel ook goed materiaal 
voor de goniometrie, doordien men standhoeken, en andere 
hoeken kan laten berekenen; daardoor bereikt men, dat de 
leerlingen beter het nut der goniometrische functies inzien. 

Er moge hierbij worden medegedeeld, dat bijna alle 
leerlingen moeite hebben met de vraagstukken 12 en 13 
op bladz. 28, betreffende den onderlingen stand van diago- 
nalen in een prisma, en met de constructies betreffend het 
viervlak op bladz. 114. Deze kunnen echter zonder bezwaar 
worden weggelaten, of later behandeld, of alleen aan zeer 
goede leerlingen worden opgegeven. Het begin van de 
theorie is een goede aanleiding om te spreken over de 
axioma's der vlakke meetkunde, waarbij nu nog een 
laatste axioma wordt gevoegd. Bij elke theoretische stelling 
kan worden verwezen naar een of ander lichaam, waar- 

Wiskundig Tijdschrift, 14e Jaargang. 8 
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bij de besproken stand van lijnen of vlakken voorkomt. 

Voor sommige leerlingen ligt een moeielijkheid in de 
eenvoudigheid der bewijzen; zij zouden liever iets hebben, 
dat ze letterlijk uit het hoofd konden leeren zonder veel 
redeneering (zooals het bewijs betreffend een lijn loodrecht 
op een vlak); voor hen waren de rekenvraagstukken van 
de eindexamens bestemd. 

Kruisende lijnen geven aan meer leerlingen moeielijk- 
heid; aan lichamen zien zij ze gemakkelijker dan als af- 
zonderlijke lijnen in de ruimte. 

Drievlakshoek. Schrijver begint met vouwen van stukken 
papier; daaruit blijken de eigenschappen van zijden en 
hoeken empirisch. Door het papier af te knippen volgens 
een cirkelomtrek ontstaan bij vouwen de zijden van een 
boldriehoek. Deze kan tegelijk met den drievlakshoek 
worden behandeld. De symmetrie geeft bij sommigen 
moeielijkheid; de bewijzen voor geliĳjk- en SE 
heid worden uit het hoofd geleerd. 

Doorsneden moeielijk, Oppervlak en inhoud van een 
cilinder en een kegel zijn een ware uitkomst voor leer- 
lingen zonder inzicht. Evenzoo zijn de meeste leerlingen 
wel te vinden voor berekeningen betreffend deelen van 
een bol, maar voelen zij niet veel voor de afleiding der 
formules. Een goede voorstelling van een bolsector of een 
bolring ontbreekt bij velen. Zij maken wel een teekening 
er van, en passen de formules juist toe, mits de te beant- 
woorden vraag niet afwijkt van reeds behandelde opgaven, 
en geven daardoor den schijn van goed inzicht. De schijn 
blijkt echter, wanneer men een bolsector of ring toont; 
de meesten zijn dan verwonderd. 

De regelmatige lichamen komen volgens de thans nog 
heerschende gewoonte ‘geheel achteraan, en gewoonlijk. 
komt er dan tijd voor te kort. Als men in de 5e klasse aan 
de leerlingen leert, dat er een lichaam is, dat kubus heet, 
wordt dan niet het feit miskend, dat zij 15 of 16 jaren geleden 
daarmede al speelden? Uit den aard der zaak blijft niet 
veel gelegenheid over om het 12-vlak en 20-vlak te behan- 
delen. Men moet onder „behandelen” niet verstaan het 
uitrekenen van oppervlak en inhoud en stralen, wat niets 
dan cijferwerk met wortelvormen is, maar wel het geven 
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van een inzicht in den bouw van die lichamen. In de les 
kan en behoeft men daarmede niet zoo ver te gaan; het 
teekenen in horizontale en vertikale projectie, en het — 
meetkundig — afleiden van de hoogte der puntenrijen 
boven het horizontale vlak, van den vorm van de horizon- 
tale projectie; en van den stand der lichamen in den kubus 
zijn ruim voldoende. Zulke teekeningen komen beter tot 
hun recht bij het lijnteekenen; daar kan men — met 
enkele leerlingen — nog wel verder gaan. 

Daarbij behoeft men den naam „beschrijvende meet- 
kunde” nog niet te noemen. Vele leerlingen, die met de 
eigenlijke beschrijvende meetkunde last hebben, kunnen 
zulke projectieteekeningen zonder moeite maken. 

C. Daarom begint schrijver de beschrijvende meetkunde 
met projecteeren van lichamen. Kubus, achtvlak, viervlak, 
piramide worden van uit eenvoudige standen geprojecteerd 
op nieuwe vlakken en gedraaid om assen (2e deel der 
„Hoofdzaken van de beschrijvende meetkunde”). Wanneer 
dan in December of Januari begonnen wordt met het tee- 
kenen van lijnen en vlakken (le deel der „Hoofdzaken”), 
hebben de leerlingen reeds een behoorlijk inzicht in de 
methoden der beschrijvende meetkunde. Zij hebben dan 
niet twee zaken tegelijk onder de knie te krijgen : 

le. de voorstelling van en het werken met abstracte 
lijnen en vlakken, en 2e. het neerslaan, draaien, enz., die 
in de beschrijvende meetkunde als nieuwe bewerkingen 
optreden. 

Samenvatting : De door schrijver gevolgde methoden bij 
vlakke meetkunde, stereometrie en beschrijvende meetkunde 
komen daarop neer, dat men begint met onderwerpen, 
welke de meeste leerlingen bij intuïtie begrijpen, of die 
met een half woord kunnen worden toegelicht. De voor- 
stellingen, die de leerlingen reeds bezitten, worden zoo 
noodig verbeterd, en in elk geval zuiverder vastgelegd en 
uitgebreid. Zuivere voorstellingen en een goed voorstel- 
lingsvermogen gaan nooit te loor, en komen in het latere 
leven altijd te stade. 

Bij die methoden begint men met het concrete, en gaat 
eerst later over naar het abstracte ; men begint met het 
bijzondere, en gaat later over naar het algemeene, 
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Deze handelwijze is bij het lager onderwijs proefhoudend 
gebleken ; waarom zal men ze niet toepassen bij het mid- 
delbaar onderwijs ? 

Bovendien nemen de zwakken in wiskunde toch altijd 
iets in zich op, terwijl zij bij het beginnen op de thans nog 
gewone wijze verwarde indrukken krijgen, die meer nadeel 
stichten dan nut. Doordien de zwak-wiskundigen meer of 
minder lang de lessen kunnen volgen, en eerst langzamer- 
hand afvallen, komen zij tot de erkenning, dat zij behoorlijk 
wiskunde kunnen leeren; bij het beginnen volgens de thans 
nog gewone wijze raken zij dadelijk den draad kwijt, en 
voelen zich meermalen miskend, omdat ze meenen, niet 
volgens hun aanleg behandeld worden — wat trouwens in 
den grond der zaak het geval is. 

D. Werktuigkunde. Schrijver begint met stelselmatige 
behandeling van graphische voorstellingen tot aan de parabool. 
Dit voorkomt de moeilijkheid, dat zij later tusschen andere 
zaken in, zich ook weder het inzicht in graphische voor- 
stellingen moeten eigen maken, terwijl bij de kogelbaan 
reeds de vorm en de constructie van de parabool be- 
kend is. 

De abstracties geven ook weder de grootste moeielijk- 
heden; den meesten leerlingen kan een zuivere definitie 
van snelheid, versnelling, enz. geen belang inboezemen ; 
men moet al dankbaar zijn als zij zonder fouten de formules 
kunnen toepassen. De afleiding ‘van die formules wordt 
door de meesten snel vergeten, als zijnde voor hen een 
onbelangrijke zaak. Besprekingen van formules, waarin de 
weg afhangt van de derde of een hoogere macht van den 
tijd, en daarin berekende snelheid en versnelling (feitelijk 
niets anders dan verkapte differentiaalrekening) zijn door 
schrijver reeds lang uit het begin van den leergang ge- 
schrapt; een aantal leerlingen verkrijgen nooit een be- 
hoorlijk inzicht omtrent versnelling; waarom moet men ze 
nog lastig vallen met bewegingen, waarvan men moeielijk 
voorbeelden kan geven? Alleen dana kunnen zulke bespre- 
kingen eenig nut hebben als men de formules in teekening 
laat brengen; de vraag is dan echter of men met eenvou- 
diger graphische voorstellingen in denzelfden tijd niet 
meer bereiken kan. De ervaring leert, dat de leerlingen, 
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die van een vraagstuk een graphische voorstelling kunnen 
maken, en daaruit de juiste gevolgtrekkingen weten te 
trekken, veel beter inzicht hebben, dan de leerlingen, die 
voor de letters c, f, a enz. getallen substituöeren en denken, 
daardoor werktuigkunde te hebben gedaan. Zulke gra- 
phische voorstellingen geven aan den gemiddelden leerling 
geen moeielijkheid; schrijver laat die ook (zonder dat het 
bezwaren oplevert) teekenen door leerlingen van de Aca- 
demie van B. K. en T. W., welke wiskundig veel minder 
goed onderlegd zijn dan die van de H.B.S. 

Bij de kogelbaan is het juiste inzicht ook gewoonlijk zoek ; 
de formules worden opgeschreven en de gegeven getallen 
gesubstitueerd; de meesten geven zich geen rekenschap 
van wat er gebeurt. Daarom laat schrijver bij een groot 
aantal vraagstukken de kogelbaan zuiver construeeren 
volgens de constructie vermeld ín deel B van zijn Leerboek 
der Werktuigkunde (bij het hoofdstuk Arbeid). 

Daardoor wordt dan een beeld verkregen van grootste 
hoogte, invalshoek, enz. waaromtrent getallen zoo weinig 
zeggen. 

Het begrip (niet de berekening van) hoeksnelheid wordt - 
moeielijk gevonden. Het is schrijver dan ook een raadsel, 
hoe sommige leerboeken kunnen beginnen met een opsom- 
ming van wat men verstaat onder hoeksnelheid, hoekver- 
snelling, enz.; de leerlingen kunnen zich slechts zeer lang- 
zaam en langs geleidelijken weg daarvan een voorstelling 


_ vormen; onmogelijk kunnen zij dat in twee of drie lessen 
_ verkrijgen. 


Naar de meening van den schrijver wordt in het alge- 
meen bij de mechanica het wiskundige gedeelte zóó sterk 
op den voorgrond geschoven, dat het zuiver werktuigkun- 
dige gedeelte er door wordt verdrukt. Zeer sterk komt dit 
uit bij de afleiding van de formule k == ma, die men soms 
afgeleid ziet uit allerlei beschouwingen omtrent evenre- 
digheid (recht of omgekeerd) van de drie grootheden, en 
waarbij men onderstelt, dat de leerlingen een helder begrip 
hebben van wat met massa bedoeld wordt. Een vraagstuk 
als: Men man trekt een slede voort; teeken de krachten, die 
werken op den man (4), op het touw (2), op de slede (4), op 
de aarde (4); leert den leerlingen veel meer dan een 
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vraagstuk als: Welke kracht moet een man uitoefenen om 
een slede voort te trekken, als f—=0.... 

Samenstellen en ontbinderf van krachten leveren gewoon- 
lijk niet veel moeielijkheden ; de momentenstelling wordt, 
nadat eenige fouten gemaakt zijn, mechanisch toegepast. 
Een koppel blijft voor sommigen een vreemd ding. 

Bijna onoverkomelijke moeilijkheden geeft voor sommigen 
het hoofdstuk zwaartepunten; natuurlijk weder niet de 
berekening van de ligging van het zwaartepunt van een 
samengesteld lichaam, maar de theoretische besprekingen, 
bijv. omtrent het zwaartepunt van een piramide, scheef- 
prisma-mantel, cirkelsector, bolsector. Stelt men zich te- 
vreden met rekenwerk, dan loopt het hoofdstuk glad van 
stapel. 

Evenwicht van lichamen — het losmaken van een lichaam 
van zijn omgeving — sommigen leeren het nooit ; hun fout 
is, dat ze zich niet de krachten kunnen voorstellen, die op 
een lichaam werken. Voor zulke leerlingen is de wrijvings- 
hoek een uitvinding om fouten te maken; de kans is één 
op één, dat ze goed raden, hoe de hoek moet geteekend 
worden. 

Arbeid en arbeidsvermogen worden wel begrepen, maar 
de meeste leerlingen, ook de goede, passen het theorema 
van levende kracht en arbeid liever niet toe, als ze in 
plaats daarvan de meer van ouds bekende bewegings- 
formules kunnen gebruiken. 

Cirkelbeweging wordt over het algemeen moeielijk ge- 
vonden ; mechanische toepassing van de formules is hierbij 
aan de orde van den dag. Werd in de laatste jaren een 
eindexamenvraagstuk gegeven. dat iets af week van bekende 
typen, dan leverde het grootste aantal candidaten foutief 
werk. Ook hierbij wordt goed inzicht slechts verkregen 
door graphische voorstellingen ; deze kosten echter veel tijd. 

Botsing is meer een kwestie van rekenwerk, en valt 
daarom beter in den smaak. Een graphische oplossing van 
vraagstukken verruimt het inzicht. 

Het onderwijs in werktuigkunde heeft alleen blijvende 
waarde, als de nadruk gelegd wordt op het vormen van 
juiste begrippen, het geven van juiste definities, het in 
behoorlijke zinnen geven van juiste verklaringen. 
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(Men zie ook onder boekbespreking: Max Planck, en 
Dziobek.) 

Opmerking. Wat in de voorlaatste alinea van de samen- 
vatting op bladz. 109 vermeld is, kan ook hier worden 
herhaald. Er moet echter bedacht worden, dat in de werk- 
tuigkunde het abstracte vrijwel de grootste rol speelt; dit 
is juist de reden, waarom dit vak zooveel later gegrond vest 
is dan de wiskunde. Proeven kunnen wel als hulpmiddel 
dienst doen om het geheugen tegemoet te komen, maar 
vereischen bij de verklaring toch gewoonlijk ook abstracte 
begrippen. 

E. Goniometrie en Trigonometrie. Een ware uitkomst 
voor zwakke leerlingen — weinig begrippen en veel reken- 
werk. Een logarithmische berekening van twee bladzijden 
schrift vinden ze een flinke wiskundige prestatie. Vraag 
niet naar de afleiding van formules, of oplossing van gonio- 
metrische vergelijkingen. Dat deze laatsten geschrapt zijn 
uit het eindexamenprogramma, is geen verlies; men kan 
den tijd nuttiger besteden. Schrijver begint met sinus, 
cosinus en tangens, geeft daarna eenvoudige gevallen van 
driehoeksmeting, en spreekt eerst dan over cotangens, 
secans en cosecans; de twee laatste functies worden zoo 
goed als nooit gebruikt (dan alleen in goniometrische ver- 
gelijkingen, waarbij men zich haast om ze te vervangen 
door andere functies); zij hebben alleen waarde omdat ze 
met de anderen een groep vormen. 

De afleiding van de formules van Mollweide en van den 
tangensregel uit een figuur heeft meer waarde dan de 
afleiding uit den sinusregel. 

F. Algebra. —+(—) en —(+-) gaat nog wel, maar —(—)? 
Het beste is om er niet te lang over te spreken, en in het 
begin van de tweede klasse er nog eens op terug te komen ; 
de leerlingen hebben dan eenige handigheid in algebraïsche 
bewerkingen, en hebben iets meer besef waar het om gaat 
dan de pasbeginnende leerlingen van de eerste klasse. 
Deze leeren mechanisch optellen, aftrekken, vermenigvul- 
digen en deelen — mechanisch, want a° X a* =a*, maar 
aP X af, dat weten ze niet. Dan komen als eerste struikel- 
blokken de merkwaardige producten en quotiënten, vooral 
de laatste; de slecht-wiskundigen, die de hoofdbewerkingen 
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nog wel hebben kunnen leeren, beginnen nu af te vallen. 
Met veel oefeningen — ten koste van de goed-wiskundigen — 
kan men nog een aantal minder goede leerlingen mede- 
krijgen, ook nog door ontbinden in factoren als de typen 
niet te moeilijk worden genomen. Breuken geven dan nog 
kleine moeilijkheden, bijv. voor ab41 gedeeld door b wordt 
a geschreven, of als alle factoren van de tellers wegvallen 
tegen alle factoren van de noemers, wordt als uitkomst 
nul vermeld. 

Het begin van de vergelijkingen valt niet mede; er 
moeten veel vraagstukken gemaakt worden om de leerlingen 
op weg te helpen, -en de ingekleede vraagstukken zijn 
voor velen te machtig. 

n vergelijkingen met n onbekenden gaan goed, zoolang 
er mechanisch kan worden gewerkt; het zelf stellen blijft 
tot in hoogere klassen moeilijkheden opleveren. 

Wortelvormen schijnen eenvoudig; toch kost het eenige 
maanden om de leerlingen er behoorlijk mede te leeren 
werken. De fout, dat V(a4-b) vervangen wordt door 
Wad-Vb, zal zeker wel iedere leeraar jaarlijks moeten 
bestrijden. 

Gebroken en negatieve exponenten worden aanvaard ; 
de bewijzen kunnen niemand schelen. Idem voor complexe 
getallen. 

Vierkantsvergelijkingen geven moeilijkheden, totdat be- 
grepen is hoe de wortels kunnen worden opgeschreven ; 
dan is alle leed geleden, als er maar niet naar het bewijs 
gevraagd wordt, of naar eigenschappen van de wortels; 
in de 5e klasse treft men leerlingen, die lachen als de 
vraag gesteld wordt, hoe men de wortels vindt; ze zijn 
totaal vergeten, dat er ooit een bewijs voor gegeven is. 

Vergelijkingen met kunstgrepen doen uit den aard der 
zaak meer leerlingen struikelen, als ze niet in groepen zijn 
verdeeld ; met de andere typen vergelijkingen hebben de 
leerlingen over het algemeen niet zooveel last. Trouwens 
een aantal slechte leerlingen zijn reeds van de school 
verdwenen, en anderen, die aan het eind der derde klasse 
willen vertrekken, spannen zich in om nog een bewijs van 
overgang naar de vierde klasse te verkrijgen. 

G. Rekenkunde, het vak, dat de brug kan vormen van 
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de lagere school naar de H.B.S. Wie den leerlingen van 
de le klasse vraagstukken opgeeft, zooals zij ze geleerd 
hebben op de lagere school, brengt ze op hun gemak; zij 
staan dan niet ineens in een geheel vreemde wereld. Van 
tijd tot tijd kan er iets nieuws worden tusschengevoegd ; 
er is echter wel verschil in opvatting, wat dit nieuwe moet 
omvatten: Samengestelde breuken (zeer goed om netjes 
en nauwkeurig te leeren werken), G.G.D. en K.G.V. 
(veel ciĳferwerk), talstelsels (mechanisch, als eenmaal het 
bewijs gegeven is), deelbaarheid (door 3, 9, 11 nuttig, door 
1, 18, 37 nutteloos), eigenschappen van getallen (meestal 
moeilijk gevonden). Over het algemeen hebben de leerlin- 
gen lust in mechanisch cijferen; het is goed om dit niet 
tegen te gaan, omdat ze hun geheele leven gemak hebben 
van vlug rekenen. Ook is het hoofd-rekenen niet te ver- 
smaden. 

In de tweede klasse zijn noodzakelijk : evenredigheden 
met toepassingen, zonder dat men alle eigenschappen uit 
het hoofd laat leeren (hetis eigenaardig, dat voor de meeste 
menschen het begrip evenredig geen moeilijkheden heeft), 
worteltrekken (de derdemachtsworteltrekking is volmaakt 
overbodig; zij geeft geen dieper inzicht, zooals soms be- 
weerd wordt), verkorte bewerkingen ontdaan van allen 
ballast, maar gericht op de latere berekeningen bij natuur- 
en werktuigkunde. In die klasse leere men den leerlingen 
het gebruik van tafels van 2e en 3e machten, en van rente- 
factoren voor samengestelden intrest (zonder logarithmen). 
Al deze onderwerpen worden gemakkelijk geleerd, omdat 
de vraagstukken bijna niets anders dan mechanisch reken- 
werk eischen. 

Logarithmen worden zeer moeilijk gevonden totdat het 
peil bereikt is van mechanisch werken; de theorie komt 
er dan niet meer op aan. 

Reeksen zijn gemakkelijk, omdat de theorie in een paar 
regels is afgedaan. 

Exponentiëele vergelijkingen gaan over het algemeen wel. 

H. Wiskunde in ’t algemeen. Wordt wiskunde over het 
algemeen moeielijk gevonden ? De meeste leerlingen vinden 
ze wel niet gemakkelijk, maar toch ook niet onoverkomelijk 
moeielijk. Wie last heeft met wiskunde gaat gewoonlijk 
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uit een der lagere klassen weg. Sommigen tobben mede 
tot het eindexamen — dat zijn degenen, die 7, 8, 9 jaren 
op de school doorbrengen. 

Wordt wiskunde door meisjes moeielijker gevonden dan door 
jongens? Zeer beslist niet. Schrijver gaf in het Weekblad 
voor Gymnasiaal en Middelbaar Onderwijs een overzicht 
betreffend 65 vrouwelijke leerlingen, en kwam tot de 
conclusie, dat deze volstrekt niet ten achter stonden bij 
een willekeurig gekozen groep van 65 mannelijke leer- 
lingen. Sedert het verschijnen van dat artikel is zijn 
meening voortdurend bevestigd. 

De leeftijd is een zeer belangrijke factor. Een jaar verschil 
in leeftijd geeft soms een buitengewoon groot verschil in 
bevattingsvermogen. | 

Is het daarom wenschelijk de meetkunde in de tweede klasse 
te beginnen ? 

Een jaar verschil in leeftijd geeft soms een buitengewoon 
groot verschil in voorstellingsvermogen, dus gemakkelijker 
leeren van stereometrie, maar niet altijd een groot verschil 
in het leeren van abstracte begrippen. 

Leerlingen met totaal gebrek aan voorstellingsvermogen 
zijn er zeer zelden; zij leeren lichamen uit het hoofd 
teekenen, maar vergissen zich bij het bepalen van zicht- 
bare en onzichtbare deelen van lijnen. 

Meer leerlingen zijn er, die wel de stereometrie, maar 
niet de beschrijvende meetkunde goed leeren beheerschen ; 
met wil en inspanning kan een leerling echter veel be- 
reiken ; meestal spant een leerling zich niet in, omdat hij 
de vakken vervelend vindt, en vindt hij de vakken ver- 
velend, omdat hij- er zich niet voor inspant. p 

De leeraar in wiskunde ziet zich steeds genoodzaakt de 
leerlingen Nederlandsch te leeren lezen, spreken en schrij- 
ven; het is zeer wenschelijk, dat hij die taak aanvaardt 
van af de le les in de le klasse, en niet neerlegt vóór de 
laatste les in de 5e klasse. 
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X. De vroegere poging tot invoering van de 
differentiaal- en integraalrekening op H.B.S, en Gymnasium 


DOOR 
F. J. VAES (Rotterdam). 


Ruim twaalf jaar geleden werd een eerste poging gedaan 
om de D- en I-rekening in te lasschen in het onderwijs 
op hoogere burgerscholen en gymnasia. Feitelijk was zij 
een gevolg van de oprichting van het Wiskundig Tijdschrift. 
De heer C, A. Cikot, leeraar aan de H. B. S. te ’s Hertogen- 
bosch, had reeds eenige jaren lang de wijziging nagegaan 
in het onderwijs aan de Fransche lycea, en had de pogin- 
gen gevolgd, die op verschillende Duitsche scholen gedaan - 
‚ waren om de D- en I-rekening in te voeren. Het was 

voornamelijk Klein, hoogleeraar te Göttingen, de bekende 
wiskundige, die krachtig daartoe medewerkte, en die 
vrijwel als hoofdleider der beweging te beschouwen is. 
Het W. T. gaf den heer Cikot gaarne gelegenheid zijn 
aanteekeningen ter kennis van anderen te brengen, mede- 
deelingen te doen omtrent vergaderingen van leeraren in 
Duitschland en Oostenrijk, en de aandacht te vestigen op 
moderne buitenlandsche wiskunde-boeken. 

Tijdens de jaarlijksche vergadering der Vereeniging van 
leeraren bij het middelbaar onderwijs, te Almelo, Augustus 
1905, werd in de wiskunde-sectie (er waren dat jaar voor 
het eerst verschillende sectiën) gesproken over de moge- 
lijkheid om graphische voorstellingen en de beginselen der 
D- en L-rekening op de voorbereidende scholen in te voeren. 

Op de volgende jaarvergadering, te Alkmaar, 1906, welke 
zeer. druk bezocht was, trad de heer Cikot op als inleider 
om de invoering te bepleiten. Zooals een ieder weet, wordt 
de D. en I-rekening in de werktuigkunde voortdurend 
gebruikt, zonder dat ze genoemd wordt; de inleider wees 
daarop zeer terecht. 

Hij ontving steun van Mej. Westerveld en de heeren Dr. 
Coelingh, Dr. Stoel, Vaes, en van de Well, maar had een 
groot aantal bestrijders, waarvan sommigen aarzelend 


Ee er 
« 


stonden tegenover de nieuwe denkbeelden, en anderen 
heftige tegenstanders waren, die niets wilden weten van 
wijzigingen in het onderwijs. Hoewel uitdrukkelijk gezegd 
werd, dat door de invoering van D. en l-rekening belang- 
rijke tijdsbesparing zou worden verkregen, waren een aan- 
tal aanwezigen niet af te brengen van de meening, dat de 
leerlingen zouden worden overbelast, Uit den aard der 
zaak waren er ook, die zich niet konden voorstellen, dat 
het onderwijs moet medegaan met den tijd, en tegen woor- 
dig anders is dan dertig jaar geleden. 

Het bleek duidelijk, dat geen van de tegenstanders iets 
afwist van de beweging in het buitenland; de meening 
werd uitgesproken, dat de aanhangers van Klein de be- 
doeling hadden universiteits-voorlezingen in te voeren op 
de H B.S. 

Uit de vraag, wat een medicus zou hebben aan D. en 
IL-rekening bleek, dat men niets wist van het gebruik 
daarvan in de physiologie. Niemand gaf echter antwoord 
op de vraag van den heer C., waarom de D. en I-rekening 
meer tijd zou eischen in haar methodischen vorm dan in 
de gebruikelijke verkapte gedaante. 

De besprekingen betreffend D. eu I.- rekening kwamen 
in één opzicht op een gunstig oogenblik; men was in de 
Vereeniging van leeraren reeds eenige jaren bezig met 
het onderzoek, of de H.B.S. zou kunnen worden gesplitst 
in een onderbouw van drie jaren, die door alle leerlingen 
zou moeten worden doorloopen, en een bovenbouw, die 
bestaan zou uit een afdeeling A‚ waarin de talen, en een 
afdeeling B, waarin de exacte vakken meer op den voor- 
grond zouden treden. In 1907 waren juist de voorberei- 
dende handelingen afgeloopen betreffende afdeeling A, en 
zouden de besprekingen betreffende afdeeling B beginnen. 
De voorstellen omtrent D. en L-rekening konden daarom 
dadelijk worden behandeld in verband met de ontworpen 
afdeeling. | 

Onder de tegenstanders waren er, die beweerden, dat 
het onmogelijk was D en Ll-rekening in te voeren als de 
afdeeling B slechts twee jaren zou omvatten ; zij verlangden 
daarom een zes-jarigen cursus voor de H.B.S. 

De Vereeniging noodigde den heer Dr. Heringa, leeraar 
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aan de H.B.S. te Haarlem uit om een ontwerp te maken 
voor een driejarigen cursus, en de heeren Cikot en Vaes 
voor een tweejarigen cursus. 

Dr. H. wilde in het derde leerjaar van den bovenbouw 
de beginselen van de D. en L-rekening opnemen, en de 
analytische meetkunde, de kegelsneden inbegrepen. 

De heeren C. en V. ontwikkelden het denkbeeld om de 
beginselen der D. en I-rekening in te vlechten in het ge- 
wone onderwijs, en niet verder er mede te gaan dan noo- 
dig is voor de werktuigkunde en de natuurkunde; zij 
wilden reeds graphische voorstellingen geven in de eerste 
klasse van den onderbouw, zoodat de leerlingen langza- 
merhand gewend werden aan het begrip functie. 

De twee ontwerpen omvatten dus beide de D.- en I-reke- 
ning en verschilden slechts in andere opzichten. Het 
ontwerp voor een tweejarigen cursus omvatte minder dan 
het ontwerp Heringa, terwijl het zich beperkte tot het 
strikt noodzakelijke. 

De Vereeniging noodigde daarop de heeren Dr. Jensema, 
H. A. Derksen, Dr. Lindner en v. d. Well uit, om met de 
heeren Cikot en Vaes een commissie te vormen, die rap- 
port zou uitbrengen over de beide ontwerpen. De heer 
Dr. Jensema, die een scherp tegenstander was van eenige 
wijziging in het bestaande onderwijs, bedankte voor het 
lidmaatschap, omdat hij van oordeel was, dat men ook 
Dr. Tiddens, eveneens een tegenstander, had moeten uit- 
noodigen ; in zijn plaats trad Dr. Coelingh. 

Het rapport, opgenomen in het Weekblad voor Gymna- 
siaal en Middelbaar Onderwijs van 28 Febr. 1907, bladz. 
604, spreekt de wenschelijkheid uit van de invoering der 
D-en I-rekening op de middelbare school, omdat wegens 
de toepassing daarvan in scheikunde en physiologie, ook 
as. artsen, apothekers, veeartsen, het begrip differentiaal- 
quotiënt moeten leeren kennen, terwijl in de lagere klassen 
der H.B S. graphische voorstellingen zullen moeten worden 
behandeld, omdat deze ook van belang zijn voor hen, die 
later administratieve betrekkingen zullen aanvaarden. Alle 
leden der commissie waren van oordeel, dat in een zes-jarige 
H.B.S. tegen de invoering der D- en l-rekening geen 
enkele bedenking zou kunnen worden ingebracht; zij ver- 
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wezen naar de gunstige uitkomsten in Duitschland, Enge- 
land, Frankrijk en Zwitserland, en naar de uitspraken van 
wiskundigen als Appell, Borel, Czuber, Greenhill, Lord 
Kelvin, Klein, Laisant, Lindemann, Loria, Poincaré, Prings- 
heim, Tannery. De commissie legde er den nadruk op, dat 
de leerlingen tijdig en geleidelijk worden vertrouwd gemaakt 
met het begrip functie, hoofdzakelijk door het maken van 
graphische voorstellingen. De tijd voor deze kan worden 
gevonden door de theorie der rekenkunde niet in haar 
volle strengheid te geven, de verkorte bewerkingen sober 
te behandelen, de talstelsels en derdemachtsworteltrekking 
te doen vervallen; de repeteerende breuken te bewaren 
tot na de behandeling der limieten; de imaginairen sober 
te bespreken; ingewikkelde wortelherleidingen, bijvoorbeeld 
TAA en es te schrappen; de diophan- 
VaFVb-Ve °° wa-bb p 
tische vergelijkingen niet te behandelen, en van de expo- 
nentiëele en goniometrische vergelijkingen alleen de een- 
voudigste te nemen; niet te behandelen de permutaties en 
combinaties, en te werken met logarithmen met vier deci- 
malen. Een bijlage bevatte een schema, opgemaakt door de 
heeren Vaes en van de Well, die reeds een paar jaren bezig 
waren op hun scholen in de aangewezen richting te werken. 
De leden Cikot, Vaes en van de Well achtten het mogelijk 
en raadzaam om ook snelheid, versnelling, helling van een 
kromme lijn, oppervlakken en inhouden van lichamen te 
behandelen met D.- en I-rekening; zij wezen er op, dat de 
begrippen limiet, oneindig groot en oneindig klein, die de 
tegenstanders als zoo bijzonder moeielijk aanwijzen, thans 
even goed worden gebruikt, terwijl vooral in de werktuig- 
kunde elk oogenblik clandestien en onmethodisch wordt 
gedifferentieerd en geïntegreerd. „Een van tweeën: bij de 
tegenwoordige inrichting van het onderwijs behandelt men 
de genoemde begrippen streng, of men behandelt ze opper- 
vlakkig. In het eerste geval neemt men dan impliciet aan, 
dat de leerlingen de grondbeginselen der D.- en I-rekening 
kunnen vatten; in het tweede geval mist men het recht, 
anderen het leeren van kunstjes te verwijten — — —” 
„Het strijdt tegen de oeconomie, dat men verschillende 
eigenschappen, die men alle met één groote, vruchtbare 
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methode behandelen kan, voor de leerlingen alle schijnbaar 
verschillend behandelt.” 

„In ’t voorbijgaan wordt hier nog gewezen op de tegen- 
spraak van de tegenstanders; de een erkent, dat de oude 
methode meer tijd vereischt, de andere vraagt aan de voor- 
standers van de invoering : waar haalt ge den tijd vandaan ? 
De secretaris der Commissie, de heer Cikot voegde aan 
het rapport een literatuur-opgave toe. 


Schrijver dezes had intusschen gelegenheid gevonden een 
boek samentestellen, getiteld: F. J. Vaes, Graphische voor- 
stellingen en de beginselen der differentiaal- en integraalrekening 
(Uitgever P. Visser, Haarlem, 1907), bevattend datgene wat 
hem gebleken was bereikbaar te zijn met een middelmatige 
klasse; de inhoud komt bijna geheel overeen met die van 
de bovenbedoelde bijlage bij het rapport; alleen de coör- 
dinaten in de ruimte en de kenmerken voor convergentie 
en divergentie van reeksen werden er niet in behandeld. 

Er moet worden opgemerkt, dat de bijlage was opge- 
maakt in de onderstelling, dat men te doen zou krijgen 
met een zesjarigen cursus. Een gedeelte zou vervallen als 
de cursus vijfjarig bleef, namelijk de zooeven genoemde 
coördinaten in de ruimte; kenmerken van convergentie ; 
e®‚, «°° voor gebroken en negatieve n; log wv, a“; systema- 
tische behandeling met analytische meetkunde van de - 
rechte lijn, cirkel, ellips, hyperbool, parabool. 

Het zooeven genoemde boek verscheen op den eersten 
dag van de vergadering der Vereeniging te Bergen op 
Zoom, Augustus 1907, waar de besprekingen betreffend D. 
en L-rekening zouden plaats hebben. Zeer weinig wiskunde- 
leeraren waren aanwezig. De sectie voor wiskunde sprak 
de wenschelijkheid uit, dat graphische voorstellingen zou- 
den worden ingevoerd van af de eerste klasse der HBS, 
terwijl de invoering der D. en I-rekening werd verworpen 
met 8 tegen 5 stemmen. 

Sedert dien tijd hebben verschillende schrijvers van 
algebra-boeken graphische voorstellingendaarinopgenomen. 

(Een dezer schrijvers had zich vroeger sterk verzet tegen 
invoering van graphische voorstellingen, omdat er, volgens 
hem, geen tijd voor was.) 
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Wat in de sectie-vergadering besproken was, moest het 
volgend jaar (1908 te Schiedam) door de volledige verga- 
dering worden behandeld. Inmiddels had zich de heer Dr. 
Stoel, leeraar te Bergen op Zoom (thans directeur der 
H.B.S. te Veendam) aangesloten bij de heeren Cikot en 
Vaes, om aan het ontwerp van laatstgenoemden voor een 
tweejarigen bovenbouw, een definitieven vorm te geven. 

In Januari 1908 werd door de drie genoemde heeren, 
een vragenlijst voorgelegd aan leeraren in wis-, werktuig- 
en natuurkunde: 

ja neen blanco 


le wordt invoering der D. en I-rekening 
gewenscht bij een 3-jarigen bovenbouw 41 13 4 

wordt invoering der D. en I-rekening 
gewenscht bij een 2-jarigen bovenbouw 18 45 1 


Je wordt een 3-jarige bovenbouw ge wenscht 
met D. en I-rekening. . . ....4 — 
wordt een 2-jarige bovenbouw gewenscht | 11 
met D. en I-rekening. . . ..…e. 0 == 


3e wordt een 3-jarige bovenbouw gewenscht 
met D.- en I-rekening . .. „35 — 
wordt een 2-jarige bovenbouw gewenscht | 6 
zonder D-en I-rekening . .. ..23 — 


4e wordt invoering van de D.- en L.-rekening 
gewenscht in de tegenwoordige school 13 50 1 


Te Schiedam was het hoofdpunt der besprekingen: Zal 
de D.- en l-rekening al of niet worden ingevoerd op de 
EB: Sat 

Aan de discussies werd deelgenomen door leeraren in 
talen, geschiedenis, enz, die zich heftig kantten tegen de 
invoering der D.- en I-rekening, waaromtrent de meesten 
uit den aard der zaak geen eigen oordeel konden hebben. 
Zij wilden het voorstel verwerpen, en voorgoed van de 
agenda voeren. De voorstanders, leeraren in wiskunde en 
(of) natuurkunde, waren er nu in voldoend aantal aanwezig 
om een verwerping te voorkomen. Er werd dus besloten 
een schriftelijke stemming te houden onder alle leden der 
Vereeniging. Deze had plaats in December 1908, en door 
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den invloed der leeraren in talen, enz. werd het voorstel 
verworpen met 155 tegen 35 stemmen en 73 blanco. (Op 
een vergadering van het departement Zuid-Holland waren 
het ook in hoofdzaak leeraren in talen, enz, dus totaal- 
onbevoegden, die fulmineerden tegen de D.- en L-rekening.) 
Schrijver dezes deelde dit mede aan prof. Klein te Göttingen, 
bovengenoemd, en ontving ten antwoord, dat deze altijd 
zorgvuldig er voor gewaakt had, dat besprekingen betref- 
fend D.- en L-rekening ooit plaats hadden op vergaderingen, 
waar ook leeraren in talen, enz. recht van stemmen 
hadden. 

Bijzonderheden omtrent voordrachten en discussies vindt 
men in het Weekblad voor Gymnasiaal en Middelbaar 
Onderwijs van de jaren 1906/07—1908/09. 


Twee leeraren in wiskunde, die zich zeer sterk hadden 
uitgesproken tegen de invoering van de D.- en [-rekening, 
nl. de heeren Dr. Jensema en Dr. Tiddens, werden be- 
noemd tot voorzitter en lid van het bestuur der Vereeniging 
van leeraren. | 

Daarmede was de kroon gezet op het werk van de niet- 
deskundige tegenstanders; de poging tot invoering der 

D.- en I-rekening was dood. 

___Schijnbaar dood ;— de ideeën „ran underground” volgens 
de typische engelsche uitdrukking, — en kwamen in 1916 
van geheel andere zijde weder te voorschijn. 

Merkwaardig samentreffen: Op denzelfden dag, dat Dr, 
Jensema aftrad als voorzitter der Vereeniging, schreef de 
uitgever aan schrijver dezes, dat van het boek „Graphische 
Voorstellingen en Beginselen der Differentiaal- en Integraal- 
rekening” binnen niet te langen tijd een tweede druk zou 
noodig zijn, en terwijl die tweede druk in gereedheid werd 
gebracht, ontwikkelde zich bij anderen, die geen kennis 
droegen van de hierboven beschreven geschiedenis, en niet 
in verbinding stonden met de bovengenoemde personen, 
opnieuw het denkbeeld omtrent invoering der D- en l.- 
rekening op H.B.S. en gymnasium. 

Er is één zaak te betreuren: Op de jaarvergadering in 
1915 te Groningen besprak Dr. Jensema de wenschelijkheid 
het wiskunde-onderwijs te vereenvoudigen. Hij was toen 

Wiskundig Tijdschrift, 14e Jaargang. it) 
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ten zeerste verbaasd, dat schrijver dezes het volmaakt met 
hem eens was. Daaruit volgt, dat de tegenstanders in 1908 
niet de moeite hebben genomen, de mededeelingen der 
voorstanders nauwkeurig te volgen. Immers staat daarin 
herhaaldelijk uitdrukkelijk vermeld, dat door invoering der 
D.- en I-rekening belangrijke tijdsbesparing verkregen zou 
worden. Het is nooit de bedoeling geweest, het wiskunde- 
onderwijs te verzwaren. 

De mededeeling van een tegenstander: „als ik geweten 
had, dat er zóó weinig van D.- en I-rek. noodig was, dan 
zou ik vóór gestemd hebben,’ is in dit opzicht ook veel- 
zeggend. 


XI. Graphische Voorstellingen. 


Bij IX D, bladz. 116, werd vermeld, dat schrijver gra- 
phische voorstellingen vooraf laat gaan aan de lessen in 
werktuigkunde. Uit den aard der zaak kunnen dan niet 
veel lessen aan graphische voorstellingen besteed worden, 
en moet men eenigszins vlug opschieten, te snel om op 
sommige onderdeelen wat dieper in te gaan. Daardoor 
worden dan niet de uitkomsten verkregen, die bereikt 
worden met leerlingen, welke in de le, 2e en 3e klasse 
reeds graphische voorstellingen hebben behandeld; schrij- 
ver besteedt in die klassen ongeveer 8 of 10 uren er aan, en 
wel bij voorkeur ten tijde van veel repetities voor andere 
vakken; de gewone wiskunde-les wordt dan vervangen 
door een les graphische voorstellingen, waarbij zonder 
overhaasting bij wijze van ontspanning kan gewerkt worden. 
De bedoeling van graphische voorstellingen wordt spoedig 
begrepen; er is echter oefening noodig. 

Rotterdam. F. J. VAES. 
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KIL Artikelen in het Wisk. Tijdschrift betreffend Onderwijs. 


De volgende opgaaf is samengesteld ten behoeve van 
hen, die iets willen nalezen in het Wiskundig Tijdschrift. 
Misschien werkt ze ook suggereerend. 

Men ziet, dat de redactie van den aanvang af aandacht 
heeft gewijd aan mogelijke vereenvoudigingen. 
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Repeteerende breuken 5 0 Cn 


REDACTIE. 


Meetkunde en Kettingbreuken 
(onmeetbare grootheden). 


1. Behalve, dat Legendre in „Essai sur la théorie des 
nombres” over kettingbreuken handelt, geeft hij in „Elé- 
ments de géométrie” (douzième édition pag. 81) „une 


Belet, % Ee 1 
scholie gi effende V2 =1 J- 9 1 
le enz. 

Hij licht dit aldus toe : 

Neem AB BC en / ABC == 90°. 

Beschrijf uit C met CB als straal een cirkel, die AC in D, 
en het verlengde van AC in E snijdt. 

BC is éénmaal op AC afgemeten; er blijft een stuk AD 
over, dat met BC =AB vergeleken wordt. 
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AD op AB afpassende, ondervindt men de moeielijkheid 
van het meten, die ondervangen wordt met de eigenschap : 


AD:AB=AB: AE, dus 
AB__AE_2AB+AD „AD 
Rm AB Ai ÁB Hes AB, 
„La première opération a donné pour quotient 1; la 
seconde et toutes les autres à l'infini donnent 2: ainsi la 
fraction dont il s’agit est 


hen etc. à l'infinie.” 

In navolging van deze toepassing der meetkunde op de 
kettingbreuken, om onmeetbare grootheden te benaderen, 
volge hier wat ik met de leerlingen soms behandel. Het 
geldt hier 3; maar deze meting is op andere vormen 
ook toe te passen. 

In andere werken vond ik haar nooit behandeld. 

In een cirkel O met straal OD =r trekt men EOB | OD, 
en beschrijft uit D een boog met straal DA = BE =?2r, die 


EOB in A snijdt. 


Dan is AU, 
AQ_OB+AB r+AB_,, AB 
ke r PELT ARI 
ET td 
r AE 2r AB zi EE 


waaruit de breuk se van den noemer weder AES 


6 


AD is, enz. enz. tot in het oneindige, 


25 


dus VB 159 
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3. Gegeven een cirkel O met middellijn BC=?2r. Door 
B en C beschrijft men cirkel M met straal =?2r, dan is 
OM r Lon: 
Als MO dien cirkel in A snijdt en in D, dan is 


OM AM—A0 ‘Zr AOS g_ A0 

OB _— r TE ar RS r 

AO syOBt AOR r ne 

OB OD r T4r-40 ,_ 40° 

Ip 
nn GE ketel 
en van deze samengestelde breuk is —- weder Wo 
4 A AO 
r 
enz. enz., dus 
4—1 
4A—1 


oi enz. 
4 


De ontwikkeling dezer breuk leidt spoediger — gelijk 
bekend uit de convergentie — tot nauwkeurige uitkomst. 
Leiden, 1917. J. VERWEY DE WINTER. 


Uit Buitenlandsche Tijdschriften. 


„49. Benaderde waarden van een kettingbreuk. 


Voor een kettingbreuk kan men een aantal benaderde 
breuken vinden, alle te klein, en met kleiner fout naarmate 
de noemer grooter is. 

Er kan ook een reeks breuken gevonden worden, die 
alle te groot zijn. 8 

Fr 
Als ar de (k+1e benaderde breuk is van de kettingbreuk 
1 1 | 
spas et rn 
dan behoort deze tot de le groep, als k oneven, en tot de 
2e, als k even is. 


do 
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E. CAHEN geeft in Comptes Pendus van 13 Aug. 1917, 
bladz. 262, een nieuwe reeks, waarvan de achtereenvol- 
gende termen telkens dichter bij de juiste waarde liggen, 
terwijl ze òf grooter òf kleiner zijn. 

Men kan nl. een groep vormen: 


Qi HAQ 7 
en daarin de eerste n, termen schrappen, waarbij #, 
voldoen moet aan 


_(A=1,2,....k), 


Qi Qi 
ELITE sj Erle Qz 
2 —in,$ 5) 
k 
als ond sh 
5 ANTIEGE 
| iT ann Ort Ì 


Maar a, ol is het aantal termen van de ke groep; is 


dus dit aantal termen oneven, dan moet men de eerste 


BE — Ì 
EE termen van die groep weglaten; is het even, dan 
a 1 
moet men de eerste Hee of ee — termen schrappen. 
Als voorbeeld geeft C: 
1 
selo |at sie alge: 
le er.2egr.| 3e gr. 4e gr. be gr. 
1 (23/47 10 | 43 23 33 43 | 53 96 139 182 225 
1 Ke A A 3761 7 127 157 


waaruit men de EE # moet BFE 


350. In Nyt Tidsschrift for mathematik 28e Jg., A2, bladz. 
31, geeft L. BALLING de volgende formule voor de zijde 
van den regelmatigen zeventienhoek : 
ki =tVi84 2-24 2) — 

AV [IT HBV — (84 — 2 VT) 284 A2) 
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en de daarop berustende constructie : 

Trek in een cirkel met straal 1 de onderling loodrechte 
middellijnen AB en CD, en de raaklijnen in Aen D. Neem 
AE =+straal, dan is OE = 417. Maak EF = EF, = EO. 

AF =EF — AE =H(V17-—-1), AF, =t(I/M + I) 
OF =iv(4—2 rv), OF, =1V(4 4-21). 
Maak FH=FO-en EH == EO dans 
AH =AF + FHM 1 4 V(34—2vV10) 
AH, =F,H, — AF, =| VIV 42 10)|. 

Beschrijf een cirkel op SH, als middellijn, en verleng 

OA tot zij den cirkelomtrek in K snijdt, dan is 
AK“ =AH; ASUS An 

Neem AIl={AH, en beschrijf een cirkel op AI als mid- 
dellijn, maak AM == AK, dan is IM = (AI? — AK?). 

Maak IN=I0O,;=4IM, OL=O,N; trek GEA 
is BR 


351. De Comptes Rendus van 2 Juli 1917, bladz. 55, be- 
vatten een mededeeling van A. THyYBAUT over tautochronen 
voor een centrale kracht. 

Aansluitend bij de studie van Purseux in het Journal de 
Liouville lre série, dl. 9), welke alle krommen omvatten, 
die gelegen zijn in een vlak, gaande door het centrum 
(rechte lijn, logarithmische spiraal, een bijzondere spiraal, 
hypoeycloïde, epicycloïde), heeft de schrijver alle vlakke 
en ruimte-krommen onderzocht, die tautochroon zijn voor 
een kracht, die evenredig is met den afstand tot een vast 
punt. Neemt men dat punt als oorsprong, dan kan men de 
coördinaten van een punt uitdrukken in functie van een 
parameter; zij hangen af van een willekeurige functie 
van dien parameter. 

Elk punt van een tautochrone en het overeenkomstige 
punt van een van haar ontwondenen zijn toegevoegd tot 
elkander ten opzichte van een vasten bol S om O beschre- 
ven. Die bol gaat door het punt van tautochronisme; als 
de straal nul is, snijden de tautochronen de beschrijvende 
lijnen van een kegel met O als top onder een constanten 
hoek. De bol S bepaalt op elke raaklijn aan de taut, ge- 
rekend van af het raakpunt M twee segmenten MP en MQ, 
die een constante verhouding A hebben. A is reëel, eindig, 
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niet nul of min één, of wel een imaginair getal met modu- 
lus 1. 

Als A=l is, zijn de taut. geodetische lijnen of kegels met 
O als top. 

Wordt in elk punt M van een taut. het raakvlak aange- 
bracht, dat door O gaat, en daarna de normaal, die in dat 
vlak ligt, dan is er een bol S’ om O beschreven, die op 
elke normaal stukken MP’ en MQ/ bepaalt, welke een con- 
stante verhouding — À hebben 

Als A=1l is, wordt de straal van S’ oneindig groot. 

De osculatievlakken van een taut. in de ruimte bepalen 
op S cirkels, welke omhuld worden door twee kromme 
lijnen; overeenkomstige bogen van die lijnen hebben een 
constante verhouding À; de lijn, die overeenkomstige pun- 
ten er van verbindt, is raaklijn van de taut. 

Onder de taut. zijn een oneindig aantal vlakke krommen, 
gelegen in elk vlak, dat bol S snijdt of raakt. 

Ook zijn er oneindig veel schroeflijnen. 


Vraag en Antwoord, 


mn en 


Antwoord op Vraag 124, Jg. XIII, bladz. 223. 

„Hen zwaar materieel punt A kan zich zonder wrijving be- 
wegen door een rechte buis, terwijl deze buis met een constante 
hoeksnelheid u draait om een vertikale as, welke de buis ont- 
moet in een punt O. De buis maakt met de verticaal een hoek 
a. Bij den aanvang der beweging bevindt A zich in O, en heeft 
een absolute snelheid —=0. Gevraagd wordt voor een willekeurig 
tijdstip te bepalen de plaats van A en den druk, door de buis 
op A uitgeoefend, De versnelling der zwaartekracht is g. 


Oplossing. Op het materieële punt A werkt: 

le. het gewicht mg loodrecht naar beneden. 

2e. de centrifugaalkracht: mu? xsina, gericht van it 
draaiingsas af | op die as, wanneer « de afstand van O 
tot het materieele punt voorstelt. 
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Ontbinden wij deze krachten langs de buis en loodrecht 
daarop, dan volgt, dat in de richting van de buis van O 
af een kracht werkt, groot : mg cos a + mu? «sin? a 

loodrecht op de buis werkt een druk, van de as afge- 
richt, groot: mu? « sin « Cos «a — mg sin a. 

Wij hebben dus de volgende bewegingsvergelijking : 


2 


5 s 
M pz — MY COS « + mg? ov sin? « 
dep 
of: TR sin? «. L— gg COS a =0 eens (1) 


De gereduceerde vergelijking is: 
da 
TE — gw? sin? a. =—=0. 
Hiervan is de volledige integraal : 
eeN KG sin «) é +0, CT sin «) t 
Aan (1) voldoet, als particuliere integraal, zooals onmid- 
dellijk te zien is: | 


uw? sin? « 
De volledige oplossing van (Ll) is dus: 
ee A0 sin «) BRO TH sin «) t__geosa 


«° sin? « 
TD sina (c, „de Sine C, TH Sin «) BE 
Voor é—=0{is #=0, ‘en 20 
. q COS « 
Dus: En NE 
CC, —C,=0 
8 Rr re U CON 
Dus: Cr= rn 
gecosa sin «) # — U SÌ t 
Dus »,= ST sintal (ee ) ap sina) 29 (2 
(sina) t (—g sin «) f 
g Cosa _2 A 2 
DT 2u? sin? « ar: | … 9 


De druk op de buis, van de as af gericht, bedraagt, 
zooals wij boven gezien hebben: 


D,=mu?msinacosa — mgsina . . . » (8) 
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Wij vinden hieruit: 
__mg cos? « Eis sin «) et Ale sin «) { Js 2) 


a le en 
_ mg ( (usin a)t (— sina) t 
T 2sina lS ue re 

ee dl a Ee 45 


Ot rss ms 
Uit (3) volgt, dat voor OL Co Ah 


Voor ” & en is D negatief, dus het materiëele punt 
COS a 


drukt tegen dat gedeelte der buis, dat aan de zijde der 
draaiingsas is gelegen. 


Voor &@ > ende nge positief, dus het materiëele punt 


K°COS « 

drukt tegen En van de draaiingas afgekeerde helft der buis. 

(2) kan door invoering van hyperbolische functies ook 
geschreven worden: 

__2gceosa 2 (wsin a) 
Lt w?sin?a 2 
COS « 
of: NGE 5 End [Ch (u sina) t —1], 
waaruit volgt: 
== : Arg Ch (e+ ee jj 


«sin a w° sin°« 
Bs: vinden dus, in tijdmaat voor: 
g COS « 
Dn o en Kmo 
Ais TE Arg De Te 2 sin? a ) 
: RR Jant 
gw sin « EE K° cosasin?« ’ 


is D negatief, dus het punt drukt tegen de naar de as 
toegekeerde zijde der buis. 


el Arg Ch. _is D—=0; 


g 
# sin « gw? cosa sin? « 
en voor: re Arg Ch. tian 
gw Sina gp? cos a sin? « 
is D positief, de het materieele punt drukt tegen de van 
de as afgekeerde zijde der buis. 
Rotterdam. S.C. VAN VEEN, 
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Correspondentie. 


Antwoord aan den heer J. du Saar 
(naar aanleiding van bladz. 29 e.v. XIVe jaargang). 


Bij de behandeling van vraagstukken over samengestelden _ 
interest, ontleend aan de practijk, zal er toch wel geen enkel 
leeraar zijn, die verzuimen zou mede te deelen, dat er in 
de praktijk nog andere factoren zijn, die op de berekening 
invloed uitoefenen, zooals leeftijd en sterftekans, waarmede 
bij ’t onderwijs vooralsnog geen rekening gehouden kan 
worden. 

Ik geloof dus, dat de uitlating van den heer du S., dat 
het verwisselen van de woorden lijfrente en annuïteit 
„later schade kan toebrengen aan het verzekeringsbedrijf”, 
op zijn minst overdreven genoemd kan worden. 

Verder is me gebleken, dat mijn oplossing van dergelijke 
vraagstukken niet oorspronkelijk was, want de heer J. Ver- 
sluys was zoo vriendelijk, mij bladz. 50 uit zijn Leerboek 
der Algebra, 2e deel, 8e druk, toe te zenden, waarop 
inderdaad met een paar getallenvoorbeelden dezelfde 
methode (voor het eerst in 1878 gepubliceerd) beknopt 
wordt toegelicht. 

Gaarne erken ik de autoriteit van den heer du S. op dit 
gebied, maar ga toch niet met hem accoord, om de inter- 
nationale notaties te willen invoeren voor schoolgebruik. 
Op de middelbare scholen worden voorloopig nog niet 
uitsluitend verzekerings-wiskundigen gekweekt, en dan geef 
ik voor onze jongens aan een formule van de gedaante 


(ee 0) (1 + Aj)" 


al is ze ook omslachtiger, de voorkeur boven een formule 
van de gedaante 


kr me jn 
Aan de eerste formule toch is de herkomst duidelijk na 
te gaan, terwijl de tweede formule door zijn kortheid alle 
duidelijkheid mist. 
Dat die beknopte notaties noodzakelijk zijn voor vak- 
menschen, wie zou dat niet met den heer du S. eens zijn ? 
Den Haag. __D. J. KRUYTBOSCH. 


145 


De eerste ontwikkeling onzer Meetkunde 


DOOR 
Dr. L. M. KLINKENBERG (Delft). 


(Vervolg van bladz. 19.) 


VIII. De bloeitijd te Alexandrië; Euclides. 


Dien band te leggen was voorbehouden aan Euclides, 
den eersten wiskundige van de naden dood van Alexander 
den Grooten te Alexandrië gestichte school. Hier vormde 
zich spoedig een nieuw centrum van Grieksch intellectueel 
leven, hier zou weldra de wiskunde een bloeitijd doorleven 
zóó luisterrijk, dat de nu aangebroken eeuw, 300—200 
v. Chr., bij voorkeur de bloeitijd der Grieksche wiskunde 
genoemd wordt. 

Euclides, +: 325—215 v. Chr, leidde dien tijd in. Zijn 
werken zijn voor een groot deel bewaard gebleven; van 
zijn overige leven is echter nagenoeg niets bekend. Van 
den man, wiens hoofdwerk, oroiyste, Elementen, door alle 
tijden heen zijn aanzien dermate behield, dat het, naar wel 
van gezaghebbende zijde beweerd wordt, na den Bijbel de 
meeste uitgaven en vertalingen, door sommigen op 1700 
in aantal geschat, beleefde, en op het geestesleven van de 
menschheid een invloed gehad heeft als met geen enkel 
ander wis- of natuurkundig geschrift, en slechts met enkele 
boeken op ‘ander gebied het geval kan geweest zijn —, 
van dien man weten wij verder ongeveer niets. Niet van 
welken landaard hij was, niet dan bij benadering wan- 
neer hij geboren werd, ja zoozeer is zijn leven door 
geheimzinnigheid omhuld, dat in de middeleeuwen wel 
getracht is, zij het slechts door onbelangrijke schrijvers, 
zijn geheele bestaan in twijfel te trekken en in den naam 
Euclides een taalkundige mystificatie te zien. 

Wij weten door Pappus, den bekenden Alexandrijnschen 
wiskundige van omstreeks 300 n. Chr, dat Euclides te 
Alexandrië leefde, een beminnelijk mensch was, en hetgeen 
vorige wiskundigen hadden tot stand gebracht, zoo weinig 

Wiskundig Tijdschrift, 14e Jaargang. 10 
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mogelijk veranderd heeft. En verder vertelt Proclus, dat 
Euclides datgene, wat hem door zijn voorgangers over- 
geleverd was en maar losweg bewezen was, tot een geheel 
geordend en op onweerlegbare bewijzen gegrondvest heeft ; 
verder, dat hij onder Ptolemeus I leefde, en dat hij aan 
dezen koning, toen die hem vroeg of hij hem niet een 
vluggeren weg dan in de Elementen was aangegeven kon 
wijzen, gezegd heeft, dat er in de wiskunde geen afzon- 
derlijke weg voor koningen bestaat. [En dan zegt Proclus 
verder, dat hij jonger was dan de leerlingen van Plato, 
maar ouder dan Archimedes en Eratosthenes; dat hij, wat 
zijn wetenschappelijke richting betreft, een volgeling van 
Plato was, zoodat hij dan ook de constructie der platonische 
lichamen als het einddoel van zijn gansche boek nam. 
Wij kunnen bij deze mededeelingen van Proclus terloops 
nog doen opmerken, dat een dergelijk antwoord als dat 
van Euclides aan den koning door andere schrijvers aan 
anderen, o.a. aan Menaechmus wordt toegeschreven. 

Naast deze wel uiterst spaarzame, maar in hoofdzaak 
wel betrouwbare gegevens bezitten wij nog enkele, die òf 
uit onbetrouwbare bron voortkomen, zoodat dan ook aan 
Euclides verschillende geboortelanden, Egypte en Tyrus, 
aangewezen worden, òf wel uiterst onbelangrijk zijn, zooals 
dit overigens wel aardige verhaaltje van Stobaeus, 5e eeuw 
n. Chr.: Euclides zou eens aan een jongeling, die hem 
vroeg, wat voor voordeel hij had bij het aanleeren van al 
dien rommel, door zijn slaaf eenig klein geld hebben laten 
geven, „want,” zeide hij, „de jongeling heeft behoefte aan 
voordeel bij wat hij leert.” 


Euclides’ hoofdwerk dan, de Elementen, is in vele hand- 
schriften bewaard gebleven. Wij beschikken over papyrus- 
rollen uit de 2e—4e eeuw, over palimpsestbladen der (e—8e 
eeuw, over meer volledige handschriften van de 9e—12e 
eeuw en later. Laatstgenoemde berusten bijna alle op een 
uitgave, die de wiskundige Theon van Alexandrië, 4e eeuw 
n. Chr, voor zijn voorlezingen samenstelde, nadat het werk 
tevoren in de verschillende handschriften door allerlei, 
soms opzettelijk aangebrachte wijzigingen vrij sterke 
afwijkingen was gaan vertoonen. De latere bewerkingen 
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van Theon’s uitgaven zijn intusschen door de steeds wis- 
selende kritiek der commentators toch weer allerlei ver- 
anderingen gaan vertoonen. 

Slechts één codex naar uitgaven vóór Theon bezitten we ; 
hij dateert uit de 10e eeuw en ligt op het Vaticaan. 

De Elementen bestaat uit 13 boeken; latere schrijvers 
hebben er — en dit illustreert de eigenmachtige textver- 
anderingen van vroeger — nog twee aan toegevoegd. 
Het werk heeft den vorm van een systematisch handboek, 
geheel afgesloten naar methode en inhoud; het is waar- 
schijnlijk minder bedoeld als leerboek dan als wetenschap- 
pelijk studiewerk, als uiting namelijk van wat de Grieksche 
wiskunde tot dien tijd had weten op te bouwen. 

Het boek begint met ongeveer dertig definities (Goor) 

betreffende punten, lijnen, hoeken, den cirkel en recht- 
lijnige figuren; ook aan het begin van sommige der latere 
hoofdstukken treft men een aantal bepalingen. De Grieken, 
en hier is vooral de invloed van Plato's school merkbaar, 
verzorgden hun definities uitnemend; zoo wijdt Proclus in 
zijn commentaar niet minder dan twaalf bladzijden aan de 
eerste bepaling van Euclides: onueiov êorw où uépog ovdév 
(een punt is dat, waarvan een deel niets is). 
‚Na deze bepalingen geeft Euclides postulaten (sirhuaxra) 
en axioma's (rowalt êvvorar —= gemeenschappelijke ingeboren 
begrippen). Eenigszins samengevat drukken deze ongeveer 
hetzelfde uit als onze gewoonlijk aangenomen meetkundige 
axiomata en constructiepostulaten, benevens deze vier stel- 
lingen: gelijke dingen, op gelijke wijze veranderd, blijven 
gelijk; grootheden, die aan een zekere grootheid gelijk zijn, 
zijn ook onderling gelijk; samenvallende grootheden zijn 
gelijk; het geheel is grooter dan een deel ervan. Bij Kucli- 
des geldt de gelijkheid van alle rechte hoeken ook als een 
grondeigenschap. jen, 

We zullen hier den verderen inhoud der Elementen 
niet uitvoerig weergeven; het boek is door zijn vele uit- 
gaven en vertalingen algemeen eigendom geworden; het 
is in verband met onze overige geschiedbeschrijving hier 
voldoende om slechts het algemeene karakter van het werk 
te schetsen. Wij vinden er de leer der vlakte- en ruimte- 
figuren in hoofdzaak zooals wij die in onze gewone 
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elementaire leerboeken aantreffen; daaronder de leer der 
getallen en der evenredigheden, doch steeds meetkundig 
opgevat, grootendeels afkomstig van Eudoxus en Theaetetus. 
Het 13e boek, en daarmee het geheele werk, eindigt met 
het betoog, dat er slechts vijf regelmatige lichamen kunnen 
bestaan en dat de ribben uit den straal kunnen worden 
geconstrueerd. 

Opmerking verdient ook, dat het berekenen van lijnen 
of figuren — en dit is kenschetsend voor de Grieksche 
geometrische opvatting der wiskunde — in de Elementen 
in ’t algemeen vermeden wordt. Zoo ontbreekt de stelling, 
dat het oppervlak van den driehoek gevonden kan worden 
door de basis met de helft der hoogte te vermenigvuldigen, 
en ook ontbreekt elke poging om het oppervlak of den 
omtrek van den cirkel te berekenen. 

De gestrengheid van den betoogtrant van het geheele 
werk wordt nog bevestigd door de vermaarde, telkens 
weerkeerende slotformules: Creo ëòer ázodelas Ozep Eder 
moïca (hetgeen bewezen moest worden; hetgeen gecon- 
strueerd moest worden). 

De gebreken van de ororyerx zijn vooral van methodischen 
aard. De oplossingsmethode der problemen wordt niet door 
een voorafgaand analytisch betoog aannemelijk gemaakt, 
ze is te synthetisch. De algemeenheid van de resul- 
taten wordt niet voldoende in het licht gesteld; zoo wordt 
het begrip hoek niet uitgebreid tot hoeken grooter dan 
den gestrekten. De inkleeding van het werk is ook noode- 
loos langdradig. Ondanks dit alles heeft het werk zich 
als leerboek tot voor korten tijd weten staande te houden, 
in ’t bizonder in Engeland, waar het echter in den laatsten 
tijd door moderne leerboeken wordt vervangen. 

Gebreken van axiomatischen aard willen we hier niet 
bespreken. Den axiomatischen grondslag der wiskunde 
onveranderlijk vast te stellen is natuurlijk onmogelijk, hij 
blijve, evenals elke wijsgeerige grondslag, vloeiend naar 
tijd en individu. Een discussie over Euclides’ axiomata 
zou daarom minder een kritiek op Euclides beteekenen 
dan wel een bijdrage tot de omvangrijke litteratuur waar- 
aan de axiomatische wiskunde in het algemeen het aanzijn 
geschonken heeft. 
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Wij weten, dat Euclides nog tien andere werken ge- 
schreven heeft. Vier ervan zijn geheel bewaard gebleven : 
dedoueva, gegevens, een wiskundig werk: verder een boek 
over het licht; een over muzikale intervallen en een over 
astronomie. Vier werken ook zijn geheel verloren gegaan : 
vevòpóra, een boek over foutieve meetkundige gevolgtrek- 
kingen ; een boek over kegelsneden; een over oppervlak- 
ken en een over het licht. Twee andere, die wel verloren 
waren gegaan, konden uit allerlei citaten bij latere schrij- 
vers gedeeltelijk worden gereconstrueerd; het eene han- 
delde over verdeeling van figuren, het andere over „poris- 
men’, een soort van wiskundige procédé's, die schijnen 
gediend te hebben om uit den onderlingen samenhang 
tusschen twee veranderlijke grootheden hun eigenschappen 
af te leiden. 

Wat er van deze tien werken bewaard bleef, is herhaalde 
malen uitgegeven; het laatst en, daar onze tijdgenooten 
dichter bij de Grieksche oudheid staan dan onze naaste 
voorvaderen, het best in onzen tijd, door Heiberg en Menge. 
Maar de roem van die werken heeft dien van de ororyeïa 
nooit geëvenaard, ja zij zijn meerendeels in de schaduw 
gesteld door wat Euclides’ opvolgers, in het bizonder 
Archimedes, tot stand brachten. 


Wij kenden aan Euclides de groote verdienste toe, het 
gebouw der meetkunde voor het eerst in wetenschappe- 
lijken stijl opgetrokken te hebben. Wij dienen hier echter 
een paar opmerkingen te maken, die de kern van ons 
betoog raken. Want bij de samenstelling van de geschie- 
denis der wiskunde is er geen enkel oogenblik, waarop 
we pijnlijker dan juist hier getroffen worden door het gemis 
aan samenhang onzer gegevens, geen oogenblik waarop 
het ons duidelijker wordt, dat ons uit de oudheid slechts 
overgebleven zijn enkele uitvoerige werken en vele uit 
de lijst van hun tijd gerukte korte litteratuurpassages, die 
dan nog slechts de allergrootste mathematici betreffen. 
Zoo kunnen we ternauwernood begrijpen, ja hebben een- 
voudig als feit te accepteeren, dat reeds zoo kort nadat de 
Atheensche academie de methoden van bewijsvoering 
verbeterd had, een werk als de Elementen zou ontstaan, 
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dat niet uitsluitend het product was van een zich boven 
zijn tijd verheffend genie, maar zonder twijfel mede het 
resultaat moet zijn van een uiterst langzaam opgroeiende 
ethnologische eruditie. Ook weten wij niet, in hoever het 
Alexandrië van Euclides soms mede voedsel vond in een 
toenmalige Egyptische wiskundige wetenschap. Bij al die 
onzekerheid staat één ding natuurlijk vast: Euclides is in 
buitengewone mate het gelukskind der geschiedenis ge- 
weest, doordat zijn oretyeia alle vroegere orotyeia overtrof, 
en daardoor vrijwel naar den tand des tijds verwees, ter wijl 
zijn boek bovendien het ontstaan of het overleven van 
latere dergelijke boeken, die toch niet beter dan het zijne 
zouden zijn, voorkwam. 

Latere excessief kritische of sanguinische naturen hebben 
dien roem der croyeix niet kunnen verdragen. Zoo de 
Fransche humanist Pierre de la Ramée, dien we boven reeds 
als schrijver over de geschiedenis der wiskunde hebben 
vermeld; deze hevige bestrijder van het katholieke geloof, 
die o.a. ook bekend is door zijn these, dat alles wat Aris- 
toteles gezegd heeft, onwaar is, en die ten slotte ook bekend 
geworden is door zijn marteldood in den Bartholomeusnacht, 
was ook een hevig bestrijder van Euclides’ roem. Ook 
Schopenhauer behoorde tot deze bestrijders. Maar laat dan 
de naam van Euclides ten koste van zijn voorgangers, tijd- 
genooten en opvolgers sterker vergroot zijn dan dit bij 
andere groote mannen het geval is, laat Euclides in groo- 
tere mate dan wij weten de bouwstoffen gereed aangetroffen 
hebben, hij heeft zonder twijfel beter dan iemand anders 
der oudheid die bouwstoffen tot een gebouw weten samen 
te voegen: de schoonheid van dit gebouw, de strengheid 
der lijnen, vormen dan toch Euclides’ roem. 


Met het optreden van Euclides heeft de opbouw der 
Grieksche meetkunde een zeker hoogtepunt bereikt; de 
grondslagen der geometrie zijn dan wel niet onver- 
anderlijk vastgelegd, evenmin als dit trouwens ooit het 
geval zal kunnen zijn, maar de opbouwingsmethode als 
zoodanig had gezegevierd. Wij zouden daarom deze ver- 
handeling, die het schetsen van de eerste ontwikkeling der 
meetkunde ten doel had, hier kunnen besluiten, ware het 
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niet, dat de arbeid ook van andere mannen uit den Alexan- 
drijnschen bloeitijd zoo karakteristiek voor dit tijdperk is, 
dat wij hen niet geheel kunnen voorbijgaan. 

Wij zullen de astronomische prestaties der Alexandrijn- 
sche school, hoezeer die ook met de wiskundige samen 
mogen hangen, zoo goed als onbesproken laten; ze waren 
echter zeer belangrijk, want hier vereenigde zich de jonge 
Grieksche meetkundige wetenschap met de oude Baby lo- 
nische en Egyptische berekenende sterrekunde. Als beste 
vertegenwoordiger dezer Alexandrijnsche sterrekundigen 
geldt Aristarchus van Samos, geb. ong. 310 v. Chr., die 
vooral bekend is door. het eenige geschrift, dat van zijn 
hand bewaard bleef ; hierin leidt hij uit de verhouding van 
de twee tijdvakken, waarin de maand door de tijdstippen 
der kwartierstanden verdeeld wordt, de verhouding van 
de afstanden der aarde tot de zon en de maan af; zijn 
oplossing van dit vraagstuk is vernuftig meetkundig met 
verkapte trigonometrie. Verder heeft hij volgens Plutarchus 
en Archimedes het heliocentrische wereldstelsel verdedigd. 
Uit wat Plutarchus hierover zegt, blijkt ons ten overvloede 
nog, hoezeer Aristarchus hiermee inbreuk maakte op de 
denkbeelden van zijn tijd, en Archimedes’ mededeelingen 
toonen ons, met welk een schoon voorbeeld van Grieksche 
voorstellingskracht we hier te maken hebben. 

Maar, tot de wiskundigen van dit tijdvak terugkeerend, 
komen wij tot den man, wiens faam als veelzijdig ontdekker 
en geleerde door geen andere der oudheid wordt over- 
troffen, en wiens roem door de jongste nasporingen nog 
zeer gestegen is, Archimedes van Syracuse. 


IX. Archimedes. 


Talrijke, meest zeer bekende verhalen knoopen zich vast 
aan zijn persoon en zijn tragischen dood. Zijn leven is 
ons zoo goed bekend als dit met geen anderen geleerde 
der oudheid het geval is. De geschiedenis laat ons echter 
in het onzekere over een paar omstandigheden, die voor 
een gewoon menschenleven van veel gewicht geacht wor- 
den, — mogen wij uit dit oordeel der geschiedenis afleiden, 
dat de werkelijke waarde dier dingen niet groot is? — 
wij weten niet met zekerheid, of Archimedes van eenvou- 
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digen dan wel van zeer aanzienlijken stand was, en ook 
niet hoe oud hij geworden is. Cicero noemt hem een man 
van nederige komaf, homunculus humilis, maar anderen, 
tegenover wier oordeel wij Cicero's uitspraak wellicht aan 
onkunde en oppervlakkigheid toe zouden mogen schrijven, 
vermelden hem als aanzienlijk en verwant aan de tyrannen- 
dynastie van Syracuse. En aangaande zijn leeftijd kennen 
wij slechts het feit, dat hij als oud man in 212 vermoord 
werd bij de verovering van Syracuse door de Romeinen. 
Hij woonde eenige jaren te Alexandrië, maar leefde 
overigens in zijn vaderstad Syracuse. 

Het is moeilijk een volledig overzicht te geven over wat 
Archimedes tot stand bracht. Hij schreef over alle toen- 
maals denkbare wis- en natuurkundige onderwerpen, maar 
verscheidene van zijn werken zijn verloren gegaan, wat 
zonder twijfel in de hand gewerkt werd doordat hij geen 
groote samenvattende werken, doch talrijke korte _mono- 
grafieën over kleinere onderwerpen schreef. Maar gelukkig 
is men door de overgebleven geschriften in staat om een 
vrij duidelijken blik te slaan in Archimedes’ werk. Zi 

Zoo schreef Archimedes over het oppervlak van den 
cirkel, en gaf door middel van de berekening van de in- 
en aangeschreven regelmatige 96-hoeken de bekende bena- 
dering 34 {ar (37%. Verder hebben wij van zijn hand een 
verhandeling . de quadratuur van de parabool, waarin 
hij o.a. aantoont, dat een segment gelijk is aan # maal den 
driehoek, die bepaald wordt door de koorde en het verst 
afgelegen pint van den boog. 

Over de spiralen schreef hij een verhandeling met een 
uitvoerige theorie der z.g. spiraal van Archimedes, p= zo, 
waarin hij o.a. bewijst, dat het na één ronddraaiing door 
den voerstraal doorloopen oppervlak gelijk is aan een derde 
van den cirkel, die den laatsten voerstraal tot straal heeft. 

En, wat de ruimtemeetkunde betreft, we bezitten van 
Archimedes’ hand een geschrift over conoïden en sphae- 
roïden, omwentelingslichamen van kegelsneden, en een over 
den cylinder en den bol. Dit laatste werk achtte Archi- 
medes zijn belangrijkste, en niet zonder reden, want ter wijl 
zijn oplossing van vraagstukken over hoogere krommen 
veelal slechts de toepassing van zijn algemeene werk- 
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methoden eischte en meetkundige figuren betrof, die nog 
geen organisch deel der toenmalige wiskunde uitmaakten, 
werden de nog openstaande problemen over cylinder en bol 
door ieder gevoeld als lacunes in het reeds algemeen 
bearbeide gebied. Archimedes bewijst o.a, dat het bol- 
oppervlak gelijk is aan viermaal den grooten cirkel, en dat 
bij den gelijkzijdigen cylinder zoowel de inhoud als het 
oppervlak anderhalf maal zoo groot zijn als die van den 
ingeschreven bol. En zoozeer was Archimedes ingenomen 
met deze laatstgenoemde vondst, dat hij wenschte, dat die 
figuur op zijn grafsteen zou ingehouwen worden. Laten 
we hier het aardige verhaal, dat Cicero (Tusc. Disp. V 23) 
hierover geeft, inlasschen. Cicero heeft het daar over den 
tyran Dionysius van Syracuse en zegt dan, dat hij als 
tegenstelling met dien verachtelijken man iets van een 
ander zal vertellen. 

„Uit dezelfde stad zal ik den geest van een nederigen 
„man uit zijn teekenmaterialen opdiepen, een man, die 
„vele jaren geleden geleefd heeft, Archimedes. Toen ik 
„questor was (15 v. Chr.), heb ik zijn grafsteen, dien de 
„Syracusanen niet eens kenden, ja waarvan ze zeiden dat 
„hij niet eens bestond, opgediept uit de wildernis en de 
„Struiken, die er overheen gegroeid waren. 

„Ik had namelijk enkele versregels onthouden, die, naar 
„ik eens gehoord had, op dien gedenksteen ingehouwen 
„moesten zijn geweest; uit die versregels bleek, dat er op 
„dat graf een bol en een cylinder stonden. En toen ik 
„alles bekeken had, bemerkte ik een zuiltje, dat niet ver 
„boven het struikgewas uitstak, waarop een bol en een 
„cylinder afgebeeld stonden. Dadelijk zeide ik tegen de 
„Syracusaansche autoriteiten, die met me mee waren gegaan, 
„dat ik geloofde, dat dit was wat ik zocht. Er werden toen 
‚een flink aantal mannen heengezonden, om die plek op 
„te ruimen en toegankelijk te maken. Toen de toegang vrij 
„was, hebben we ons naar de zuil begeven en vertoonde 
„zich het gedicht; de laatste deelen van de regels waren 
„er ongeveer halverwege afgebroken. 

„Zoo zou de burgerij van een der aanzienlijkste Grieksche 
„steden, die eertijds nog wel zoo buitengewoon in weten- 
„schap uitmuntte, niet eens kennis gedragen hebben van 
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„het bestaan van deze grafzuil van zijn uiterst scherpzin- 
„nigen medeburger, als het niet door middel van iemand 
„uit Arpinum tot hun kennis was doorgedrongen.” 


Terugkeerend tot onze opsomming van Archimedes’ 
werken, willen we wijzen op zijn verhandeling over half- 
regelmatige lichamen, d.z. lichamen, die door ongelijk- 
soortige regelmatige veelhoeken begrensd worden. Archi- 
medes leidde er 13 af‚ met 8 tot 92 zijvlakken, welke 3 tot 
12 zijden hebben en aan elk afzonderlijk lichaam in twee 
of drie soorten voorkomen. 

Over arithmetica schreef Archimedes een paar werken, 
waarvan er één over is, getiteld veaugirns (zandteller ; 
veelal onder den Latijnschen titel Arenarius aangehaald). 
Het doel van het geschrift is om aan te toonen, dat men 
elk getal, hoe groot ook, rekenkundig kan verzinnelijken. 
Hij leidt zijn boek zoo in: „Vele menschen, Koning Gelon 
„(van Sicilië) gelooven, dat het aantal zandkorrels onbe- 
„grensd is. Ik bedoel niet het zand rondom Syracuse, of 
„dat zich elders op Sicilië bevindt, maar dat op het geheele 
„bewoonde of onbewoonde vasteland. Weer anderen zijn 
„er, die dat aantal wel niet onbegrensd achten, maar toch 
„meenen, dat er nog nooit een getal genoemd is, dat ’t 
„overtreft. Wanneer juist dezen zich nu eens een zoo 
„grooten hoop zand voorstelden als de geheele wereld 
„groot is, daarbij alle zeeën opgevuld en alle laagten der 
„aarde zo9 hoog als de hoogste bergen, dan zouden zij des 
„te meer gelooven, dat er geen getal voorhanden is, dat 
„dit aantal zandkorreltjes nog overtreft. Maar ik wil u 
„door een wiskundig bewijs, dat bijval bij u zal vinden, 
„pogen aan te toonen, dat onder de door mij uitgebeelde 
„getallen (in een vroegere verhandeling) eenige niet slechts 
„’t getal van een hoop zand als de aarde overtreffen, maar 
„ook ’t getal korrels van een hoop zoo groot als het gansche 
„heelal” En vooropstellend, dat 10000 zandkorrels zoo 
groot zijn als een oliezaadje, waarvan de middellijn + 
vingerbreedte is, en de middellijn van het heelal niet meer 
is dan 10000 maal die der aarde, en deze een millioen sta- 
diën niet overtreft, leidt Archimedes af, dat ’t getal korrels, 
dat ’t heelal op zou vullen, 105! is. Zijn doel is nu, om dit 
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getal en alle nog grootere getallen rekenkundig uit te 
drukken. Hij gaat uit van de getallen 1 tot 105, die nog 


met behulp van het Grieksche letterstelsel kunnen ge- 


schreven worden en die hij als getallen der eerste orde 
beschouwt. Door ze te vermenigvuldigen met 108, krijgt 
hij de getallen der tweede orde; blijkbaar kunnen alle 
getallen tusschen 10° en 10!® als de som van een getal der 
le en een der 2e orde beschouwd worden. Op dergelijke 
wijze denkt hij zich de getallen der derde orde, 10!6 tot 
10?*, ontstaan, enz, tot de 10°ste reeks toe, derhalve tot 


Arde getallen van 1 tot dit eindpunt vat hij samen 
tot een periode en nu telt hij in een tweede periode verder 


tot (10°: 10) enz. Men ziet gemakkelijk in, dat men zoo 
door kan gaan en steeds hoogere indeeling kan nemen, 
zoo ongeveer op de wijze waarop wij electronen, planeten- 
stelsels, melkwegspiralen enz. als rustpunten in de stof- 
verdeeling kunnen kiezen. 

Wij willen de beteekenis van Archimedes’ zandrekening 
niet te hoog aanslaan, maar vermelden ze om twee redenen : 
ten eerste omdat wij, blijkbaar ten gevolge van het gebrek- 
kige Grieksche ciĳjferschrift, noch vóór, noch na Archimedes 
in de Grieksche wetenschap een poging aantreffen om zoo 
groot mogelijke getallen uit te beelden; in de tweede 
plaats omdat de zandrekening een voor dien tijd merk- 
waardige toepassing is van exponentieele en logarithmische 
begrippen. 

Om nog een oogenblik bij Archimedes’ arithmetische 
praestaties te verwijlen, het vermaarde z.g. runderprobleem 
(roof?Anua Boemer) wordt vrij algemeen aan hem toegeschre- 
ven. Doordat de herkomst echter niet geheel vaststaat en 
het probleem in den loop der tijden gewijzigd is geworden, 
alsook vooral om den aard van het vraagstuk zelf, is het 
een onderwerp van veel discussie geworden. De opgave 
vereischt het aantal runderen van Sicilië, volgens anderen 
dat van den zonnegod, te berekenen. Volgens de vermoe- 
delijk oorspronkelijke opgave had de Zonnegod koeien en 
stieren, elk in vier kleuren, witte, grijze, vale en bonte. 
Tusschen die acht onbekende getallen bestonden zeven 
lineaire betrekkingen, bijv. een van deze gedaante: het 
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aantal bonte stieren is zooveel minder dan het aantal witte 
als ? van het aantal grijze bedraagt. De oplossing in 
laagste geheele waarden geeft bijv. voor het aantal witte 
stieren 10366482 en voor de zeven andere aantallen derge- 
lijke waarden. De klassieke oplossing, die wel aan Archi- 
medes toegeschreven wordt, geeft 80 maal zoo groote 
getallen. Latere toevoegingen, bijv. dat de som van de 
aantallen witte en grijze stieren een vierkant of dat de 
som van de aantallen vale en bonte stieren een driehoeks- 
getal moet zijn, maken, dat er ten slotte een onbepaalde 
vierkantsvergelijking met twee onbekenden opgelost moet 
worden, een probleem, welks oplossing volgens Cantor en 
anderen ook reeds binnen het bereik van Archimedes viel. 
Vermeld wordt nog, dat Archimedes het probleem ter 
oplossing naar de Alexandrijnsche wiskundigen zond; hij 
bleef trouwens met zijn Alexandrijnsche leermeesters en 
vrienden, o.a. Conon en Dositheus, die rechtstreeksche volge- 
lingen van Euclides waren, voortdurend in verbinding, 
zond hun zijn werken toe, maar schijnt af en toe met hen 
gespot te hebben, eu schijnt ook in zijn boek over bol en 
cylinder, dat hij naar Dositheus zond, met opzet sommige 
foutieve resultaten afgeleid te hebben, „om die ijdele 
geometers te bedotten, die zeggen van alles ontdekt te 
hebben, nooit hun bewijzen meedeelen, en zich er soms op 
beroemen, dingen te hebben ontdekt, die onmogelijk zijn.” 


Veel belangrijker dan deze wel eenigszins interessante 
getallenknutselarij is een handschrift uit de 10e tot 12e 
eeuw, door Heiberg in 1906 in een klooster te Konstanti- 
nopel ontdekt. Deze codex bevat groote gedeelten van de 
reeds boven genoemde meetkundige werken, maar tevens 
een nog belangrijke verhaudeling van Archimedes, getiteld 
Epodog (bewijsmethode). Ondanks alle moeilijkheden, ver- 
bonden aan de ontcijfering van een onvolledige palimpsest 
over een nog onbegrepen onderwerp, heeft Heiberg ons 
kunnen inwijden in het mechanisme van Archimedes’ onder- 
zoekingsmethoden. Het bleek, dat Archimedes zijn inte- 
graties in sommige gevallen uitvoerde door invoering van 
een enkel mechanisch beginsel, dat van de ongelijkarmige 
balans. Hij verdeelt de lichamen en de vlakke figuren, 
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wier inhoud of oppervlak bepaald moet worden, infinitesi- 
maal in vlakke doorsneden of koorden, en weet dan, door 
de figuur aan een gedachten hefboom op te hangen, even- 
wicht te maken met geschikte vlakken of lijnen op een- 
voudiger afstand van het steunpunt. Daardoor vereenvoudigt 
hij het integratieproces zoodanig, dat het onder de aller- 
gewoonste bewerkingen kan volvoerd worden. Zoo bewijst 
hij o.a. de inhoudsformule van den bol, en de reeds boven 
genoemde eigenschap der paraboolsegmenten, die hij elders 


_ ook met de exhaustiemethode door de sommatie eener 


meetkundige reeks aantoont. 


Zijn meer algemeene vermaardheid, zijn populariteit 
dankt Archimedes voor een groot deel aan zijn natuur- 
kundige vindingen en aan de verhalen, die hierover in 
omloop zijn. Die verhalen zijn dan veelal het eenige wat 
van zulk een vinding bekend is, en ze hebben dan bij de 
verschillende schrijvers soms uiteenloopende gedaanten 
aangenomen. Ofschoon dit gedeelte van Archimedes’ ver- 
richtingen buiten het eigenlijke bestek van onze bespre- 
kingen valt, willen we het toch met een enkel woord ver- 
melden, om den persoon van Archimedes, zooals de geschie- 
denis ons die overlevert, beter te kenschetsen. 

Wij willen wijzen op de ontdekking van de naar Archi- 
medes genoemde hydrostatische wet, en op het bekende 
‚verhaal bij Vitruvius over het wegen van een gouden 
krans (corona). En wie kent verder niet het verhaal bij 
Pappus en anderen, dat Archimedes den koning leerde om 
geheel alleen een groot schip, dat de helling niet af wilde, 
door een soort van schroefwerktuig of dommekracht te 
doen afloopen; tot den koning, die hem zijn bewondering 
betuigde, zou hij het machtwoord gesproken hebben: 
dEG wor moö or wal vivo Tnv yv (geef mij een vast punt waar 
ik kan staan en ik zal de wereld opduwen). Overbekend 
is vooral ook Archimedes’ uitvinding, die Diodorus ons 
meedeelt, om door middel van een schroefbeweging water 
op te malen. 

Dat Archimedes bij de belegering van Syracuse door 
brandspiegels de schepen der Romeinen in brand zou ge- 
stoken hebben, wordt gewoonlijk als onhistorisch beschouwd, 
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vooreerst omdat het verhaal pas laat, en dan bij meeren- 
deels niet-natuurkundige schrijvers in de litteratuur voor- 
komt; verder ook vooral omdat het wel wat ongeloofelijk 
schijnt, dat een vijandelijk schip rustig zulk een moeilijk 
proces zou liggen af te wachten. Lucianus en Galenus, 
beiden uit de 2e eeuw n. Chr. en een gansche rij van latere 
Byzantijnen vermelden het feit. Latere proefnemingen, 
o.a. in 1747 door Buffon, die met een uit 168 vlakke spiegels 
samengesteld apparaat op 50 M. afstand hout in brand stak 
en lood smolt, bevestigen wel de mogelijkheid, maar be- 
wijzen geenszins de waarschijnlijkheid van het verhaal. 

Het is van bijna spreekwoordeliĳjke bekendheid, dat 
Archimedes na de inneming van zijn vaderstad in 212 
v. Chr. door een Romeinsch soldaat, die zijn zandfiguren 
verstoorde, gedood werd. Of hij daarbij, zooals Tzetzes 
vermeldt, de woorden uitsprak: dzéorn: & ävbpwmre Toü 
dixypäumrrós wov (man, blijf van mijn figuur vandaan), dan 
wel volgens een anderen lateren Byzantijnschen schrijver, 
Zonares: mapa wepaAav vat un mapk ypáugux (raak liever mijn 
hoofd dan mijn figuur aan) of iets anders, bijv. in het 
Latijn, zal moeilijk uit te maken zijn. 

Marcellus, de Romeinsche overwinnaar, eerde hem door 
de oprichting van het bovengenoemde grafmonument. 


Na Archimedes heeft de oudheid geen genie voortge- 
bracht, dat hem in veelzijdigheid evenaart. Men pleegt 
den Alexandrijnschen bloeitijd der wiskunde aan te duiden 
door de namen Euclides, Archimedes, Apollonius en Era- 
tosthenes, maar noch Apollonius, noch vooral Eratosthenes 
geniet in algemeenen zin zoo groot aanzien. Inderdaad 
mogen we aannemen, dat vooral door Archimedes’ op- 
treden de jonge wis- en natuurkundige wetenschap een 
breede en welgevestigde plaats verwierf. 

De wiskunde overschreed thans meer en meer de gren- 
zen van het gewonc lagere gebied; we willen in dit 
verband nog wijzen op het standaardwerk xwuxá (kegel- 
sneden) van den bovengenoemden beroemden Apollonius 
van Pergae (+ 260—170 v. Chr.), wiens naam ook aan 
verscheidene belangwekkende cirkelproblemen is ver- 
bonden. 
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X. Besluit. 


Een paar vragen sluiten zich onmiddellijk aan ons vorige 
betoog aan. We zeiden reeds, dat de Grieksche meetkunde 
rechtstreeks de stammoeder is van onze West-Europeeschie. 
Wie leek is in de beschavingsgeschiedenis, vraagt nu met 
verbazing, of hiet vooral de Romeinsche wetenschappen 
den grond voor de onze gelegd hebben, of ze althans op 
zijn minst dan niet als tusschenschakel tusschen de Griek- 
sche beschaving en de onze gediend hebben. 

Op deze vragen moet in hoofdzaak ontkennend worden 
geantwoord. De verovering van de Grieksche wereld door 
de Romeinen beteekende in geestelijken zin een terugval 
tot het barbarendom. Noch in wijsbegeerte, noch in bijzon- 
dere wetenschappen, noch in kunst hebben de Romeinen 
de Grieken geëvenaard en hun standpunt tegenover de 
wiskunde wordt dan ook zeer juist op de volgende wijze 
door Cicero weergegeven (Tusc. Disp. 1, 2): „In summo 
„apud Graecos honore geometria fuit; itague nihil mathe- 
„maticis illustrius ; at nos ratiocinandi metiendique utilitate 
„huius artis terminavimus modum”. (Bij de Grieken was 
de meetkunde in de hoogste eere ; daarom stond niets meer 
in aanzien dan de wiskundigen; maar wij beperken dat 
gereken en gemeet naar het nut, dat die kunst oplevert.) 

Rome heeft wel mathematici opgeleverd, doch slechts 
van den tweeden rang, en de besten onder hen, Boethius 
(480—524) en Cassiodorus (475—570), hebben meer tot de 
ontwikkeling der wiskunde bijgedragen door Euclides en 
andere Grieksche schrijvers in het Latijn te vertalen dan 
door hun eigen vindingen. 

Inderdaad houdt kort na Archimedes en Hero (+ 100 
v. Chr.) de vooruitgang der wiskunde vrijwel geheel op. 
Tegelijk met de nationale kracht der Grieken gaat ook op 
ander gebied hun scheppingsvermogen sluimeren. In het 
krachtelooze Byzantium blijft te midden van een rijke op 
papier geconserveerde wetenschap slechts een nabootsing 
van natuurwetenschappelijk leven voortgaan. West-Europa 
heeft dan ook de Grieksche wetenschap deels ontvangen 
uit de handen der Arabieren, die ze, als jong oplevend 
volk, gretig tot zich hadden genomen, en met hun eigen 
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kennis vermengd hadden, deels later ook rechtstreeks van 
de Byzantijnen zelf, maar vooral toen de val hunner stad 
hun rust verstoorde en hun wetenschap opjoeg. 

Terwijl zoo gedurende de middeleeuwen in West-Europa 
en Duitschland de wiskundige wetenschappen opgroeiden, 
werd vooral de grond gelegd voor de latere groote op- 
leving der zeventiende eeuw. | 


Overzicht. 


(De jaartallen, die den leeftijd der personen aanduiden, 
zijn deels min of meer onzeker.) 


Egypte. Ahmes (2000 à 1700 v. Chr.). 


Griekenland. 


1. De Oudste Tijd, + 600—420 v. Chr. 

De Ionische school: Thales (650—540). 

De School van Pythagoras: Pythagoras (5i0—500), 
Archytas (440— 380). 

De School van Chios: Oenopides (500—430). 

De School van Elea: Zeno (490—430). 

De atomistische school in Thracië: Democritus 
(470—380). 


IL. De Atheensche Tijd, + 400—320 v. Chr. 

Anaxagoras (500—428), Hippocrates (410—?), Plato 
(429—348), Eudoxus. (410—856), Menaechmus en zijn 
broeder Dinostratus (beiden tusschen 380 en 300), 
Aristoteles (584—322), 


HI. De Bloeitijd te Alevandrië, + 300—200 v. Chr. 
Euclides (325—2715), Archimedes (287—212), Apollonius 
(260—170), Eratosthenes (276 —194). 
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lets over de theorie der Priemgetallen 


DOOR _ 
S.C. VAN VEEN (Rotterdam). 
(Vervolg van Lladz, 28). 


Na Tschebyschef. was het in 1860 het reuzengenie van 
Riemann, dat zich met volle kracht, en met groot succes 
op het problema der priemgetallen wierp. 

(Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen 
Grösse. Monatsberichte der Königlich Preussischen Aka- 
demie der Wissenschaften zu Berlin aus dem Jahre 1859 
blz. 671—680. 1860). 

E. Landau noemt dit met recht de meest vruchtbare en 
meest geniale verhandeling over de theorie der priemgetallen. 

Hij stelt zich hierbij weder op ’t oudere standpunt, van 
Legendre en Gauss, doch vraagt niet slechts naar een 
formule, die voor groote waarden van & een vrij nauw- 
keurig benaderde waarde van z(x) oplevert, doch hij 
vraagt naar een formule, die ook voor kleine waarden 
voor « geldt, kortom hij vraagt naar DE formule voor z («). 

Na een uitgebreid aantal mathematische ontwikkelingen, 
waarin van de meest delicate resultaten der integraal- 
rekening en functie-theorie wordt gebruik gemaakt, komt 
hij ook eindelijk tot die gezochte formule, die dan luidt: 


za E AO je 


8 


waarin f(@)=Li(x) — Del (Li+ Lia”) )+ 


DO 
1 
rie dy — log 2 * 
Var Dies Greed 
dij 


*) Wij vestigen hier de aandacht op 't feit, dat in de oor- 
spronkelijke verhandeling van Riemann foutief log £ (O) inplaats 
van log 2 staat. ’t Verschil is echter gering. log (0) — — 0.69892 ; 
log 2 — 0.69314718. 


Wiskundig Tijdschrift, 14e Jaargang. DV 
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waarin #/,c/ allê niet reëele wortelparen («== 8 + yi, p= 
1 —/=1l— 2— yi) voorstellen van de vergelijking: 

s (s) =0, 
waarin s(s) de zoogenaamde „Zetafunctie van Riemann” 
voorstelt, die gedefineerd wordt door : 


| ee get 
5) a 
nk n 
n moet uitgestrekt worden over de zoogenaamde „getallen 
van Möbius,” dat zijn de priemgetallen en de getallen, die 
bestaan uit onderling ongelijke priemfactoren. 

u(n) is het teeken, dit is — als 't aantal factoren van 
n oneven en +, als het even is. Li(x) is de integraal- 
logarithmus van «. 

Verwaarloozen wij de periodische termen in dé volledige 
ontwikkeling der algemeene formule van Riemann (uit 
nadere onderzoekingen blijkt, dat deze termen zeer weinig 
invloed op ’t eindresultaat WIEL dan krijgen wij 


ae Loen B: 
a) ae (n)… Li (@ )= Lie) — 4 Li le?) — 
Nek 
—HLi(w®) — 4 Lia?) + Liet) — HL) 4 

Deze formule, die toch nog eenigszins benaderd is, blijkt 
met een buitengewone nauwkeurigheid het aantal priem- 
getallen {ax voor te stellen, hoe klein of hoe groot x ge- 
nomen wordt. 

Men zou nu licht geneigd zijn, te zeggen dat hiermede 
het laatste woord in de theorie der priemgetallen gespro- 
ken was. Dit zou ook inderdaad het geval zijn, indien de 
vergelijking : 


f@) =Li(@ —E (ri jn 7) + 
zé p'' 


1 
fe log 2 
Gr Dybgy P8 
op volkomen strenge wijze deerd ware. N 

Dit is evenwel niet het geval. Riemann was zich dege- 
lijk bewust van de gebreken die er in zijn bewijsvoering 
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waren. Hij spreekt ‘dit duidelijk uit in de bovenvermelde 
verhandeling. 

Dit is nog niet alles. Om tot het bewijs der formule te 
geraken moest Riemann nog enkele eigenschappen van 
de Zeta-functie afleiden. Dit doet hij dan ook slechts ten 
deele. Hij bewees nl. de volgende stellingen : 

1. De functie s(s) is in ’t geheele vlak regulier, met 
uitzondering van 't puut s=1, waar een pool van de Iste 
orde is, met de residu 1; met andere woorden: 

(s—1)ss 
en ae 
6 (s) es TENS 
zijn geheele transcendente functies. 

2. De functie 


r (8) a 200 


(welke in s=0 en s=l polen van de iste orde bezit, 
doch overigens regulier is) blijft onveranderd, wanneer 
s door 1—s vervangen wordt. 

Doch vervolgens vermoedt Riemann, zonder meer als 
heuristische gronden voor de juistheid te kunnen aanvoe- 
ren, dat de Zeta-functie de volgende 6 eigenschappen bezit. 

L. Voor oneindig vele waarden in het gebied 0 <a <1 


verkrijgt de functie s(s) de waarde 0. Deze waarden van 
s liggen natuurlijk symmetrisch t.o. v. de reëele as, en 
de rechte «=$. 

HI. Wanneer voor T >) 0 onder N(T) het aantal wortels 
verstaan wordt, die s(s) tot nul maken (meervoudige wor- 
tels meervoudig in rekening gebracht) en wier orden tus- 
schen 0 (exclusief) en T (inclusief) gelegen zijn, dan is: 


N(T) = ze los DT ee G2) pO dog T). 


[(O(log T) is een zoodanige functie van T, welker quotient 
door log T, absoluut genomen, voor alle T ) een bepaald 
getal, onder een bepaalde grens liggen]. 

HI. Wanneer p= yi alle niet reëele wortels van 
e(s) doorloopt, dan is: 


convergent, daarentegen : 


divergent. 


Stellen wij: 
8 


e—Dr(3 Lied ra Def 
25 bij 


waarin k(s) een geheele transcendente functie voorstelt, 
en 
(s—l)s(s)=e GE 5) e 
t 
waarin v alle wortels van s(s) doorloopt, en K(s) een ge- 
heele functie voorstelt, dan luidt het 4de vermoeden van 
Riemann: 


IV. De functies k(s) en K(e) = kp) +3 s zijn geheele. 
rationeele functies van de len graad, zoodat bij willekeu- 


rige volgorde der wortels o, respectievelijk r 
Ss 


7 ze 
(s—1)s(s) =ae 3 — zr (CE oe 
Kk (5-1 ) p 
en 
8 
Bs zr del Tr 


(s1)e(s)=Ae “TA e 


is, waarin a,b, A, B constanten zijn. 
V. De wortels p van s(s), welke tot het gebied {a <1 
toebehooren, hebben alle het reöele gedeelte & 
VI. Er bestaat de identiteit: 


f (@) = Lim (@) — > (Lim (a) + Lim (a) )+ 
ep’ 


ni 1 
PE dy JEE 
Hb, 


voor een met z («) nauw verwante functie. 
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Riemann stierf te vroeg (1866) om zijn onderzoekingen 
ten einde te brengen. 

Uit de tijd tusschen de dood van Riemann en de onder- 
zoekingen- van Hadamard (1892) treedt op ’t gebied der 
priemgetallen-theorie nog op de voorgrond: F. Mertens 
(Ein Beitrag zur analytischen Zahlentheorie. Journal für 
die reine und angewandte Mathematik Bnd 73, blz. 46—62. 
1874). 

In deze verhandeling worden de onderzoekingen van 
Tschebyschef voortgezet. Op volkomen strenge wijze wordt 


de reeks 2 gesommeerd, uitgestrekt over de priemge- 
P<@x 
tallen <a. Hij vindt: 


5E log log «+9 +O( 
p<aP 

Het zelfde vraagstuk was reeds aangepakt door Legendre, 
die het oploste met zijn empirische formule: 

Hij vond: 2 Î log (log @ — 0.08366) + C. 

p<aP 

__Ook door Tschebyschef. 

Deze vond, ongeveer als Mertens: 


een 
p<aP 


1 É 
be _). (g is een constante). 


Verder sommeert Mertens de reeks 
x log p 
pap 


en vindt daarvoor: log # + 0 (1). 

Vroeger noemden wij reeds Sylvester, als iemand die 
de onderzoekingen van Tschebyschef voortzette. Aan ’t eind 
van de vroeger genoemde verhandeling schrijft hij, nadat 
hij er in geslaagd is de grenzen van Tschebyschef een 
weinig te vernauwen : 

„But to pronounce with certainty upon the existence of 


such possibility, (nl. dat lim EOD = 1) we shall pro- 


=O 
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bably have to wait, until some one is born into the world 
as far surpassing Tschebyschef in insight and penetration 
as Tschebyschef has proved himself superior in these 
qualities to the ordinary run of mankind.” 

Dit geschiedde in 1881. Hiermede kunnen wij rekenen, 
dat het eerste tijdperk der theorie der priemgetallen ge- 
eindigd is, en dat een nieuw tijdperk begint. 

Toen Sylvester de bovengenoemde zinnen schreef. was 
de man, die de vervulling van bovengenoemde verwachting 
zou uitmaken, reeds geboren. Hij zag in, dat een der 
eerste vereischten, noodzakelijk om de theorie der priem- 
getallen verder te ontwikkelen, zou zijn, de vermoedens 
van Riemann te bewijzen. De man, die wij hier op ’t oog 
hebben, is Prof. Dr. Jacques S. Hadamard, geb. 1865, sedert 
1903 hoogleeraar in de zuivere en toegepaste wiskunde aan 
de Sorbonne in Parijs, een der bekwaamste mathematici 
van Frankrijk. 

Vóór 1892 was nog geen enkele der vermoedens van 
Riemann bewezen. In 1892 en 1893 verschenen twee ver- 
handelingen van Hadamard, die van zeer groote beteekenis 
bleken te zijn: 

Essai sur létude des fonctions données par leur déve- 
loppement de Taylor. Journal de mathématiques pures et 
appliquées Serie 4, Bnd. 8, blz. 101 —196, 1892, en 

Etude sur les propriétées des fonctions entières et en 
particulier d'une fonction considérée par Riemann. Journal 


de mathématiques pures et appliquées, Serie 4, Bnd. 9, Ä 


blz. 171—215, 1893. 

Aan het cinde van de laatste verhandeling bewijst hij 
de vermoedens 1, III en IV van Riemann. Hij wijst er 
echter nadrukkelijk op, dat hij het vermoeden II niet _ 
bewijzen kon. 

De onderzoekingen van 1892 en 1893 werden door Hada- 
mard voortgezet in een verhandeling van 1896 (Sur la 
distribution des zéros de la fonction « (s) et ses consqéuences 
arithmétiques. Bulletin de la Société mathématique de 
France, Bnd. 24, blz. 199 —220, 1896.) 

Na een ontzaglijke hoeveelheid hulpstellingen afgeleid 
te hebben komt Hadamard hier tot het bewijs van de ge- 
lijkheid : 
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lim ze ö(v)= 2E log pl. 
viele px 


Er kan aangetoond worden, dat dit resultaat equivalent 
is met 
im St NA N 


LO 


log « 
(zie daarvoor Landau, Handbuch 1, blz 20 en 21). 

Hiermede was dus eindelijk het vermoeden, dat Gauss 
reeds als knaap gehad had, bewezen. Het bewijs kan met 
recht een der schoonste prestaties der moderne functie- 
theorie genoemd worden. a 

De gelijkheid (A) wordt, in navolging van Landau, vrij- 
wel algemeen in de litteratuur, als de ,Primzahlsatz” 
aangeduid. 

De kern van het bewijs berust daarop, dat Hadamard 
(en gelijktijdig de la Valleé Poussin) eerst bewezen had, 
dat geen enkele wortel van s(s) het reëele gedeelte 1 bezit. 

In ’t tijdsverloop tusschen de beide meest gewichtige 
publicaties van Hadamard (1898—1896) verscheen er een 
belangrijke verhandeling van von Mangoldt in 1895 (Zu 
Riemanns Abhandlung: „Ueber die Auzahl der Primzahlen 
unter einer gegebenen Grösse.” Journal für die reine und 
augewandte Mathematik Bnd 114 blz. 255—305. 1895). 
Uitgaande van de onderzoekingen van Hadamard, slaagde 
von Mangoldt er in, na een groote hoeveelheid hulpstel- 
lingen het 6de vermoeden van Riemann te bewijzen, d. i. 
de formule van Riemann voor het aantal priemgetallen 
(a. De voornaamste moeilijkheid in dit bewijs bestond 


daarin, te bewijzen, dat de hierin optredende som 
Dy (ri (afne Li @°)) 
VV Al | 


convergeert. 
In ’t begin van zijn verhandeling was hij er reeds in 
geslaagd, het vermoeden IT van Riemann bijna te bewijzen. 
Hij bewees hier nl. de formule: 
N (D= TlogT— ERE 1 +0 og TD, 
(inplaats van 0 (log T). 
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Wij voegen hier evenwel direct bij, dat het hem in 1905 
gelukt is, het 2de vermoeden van Riemann in zijn volle- 
digen omvang te bewijzen (Zur Verteilung der Nullstellen 
der Riemannschen Funktion &(t) Math. Annalen, Bnd 60, 
blz. 1—19. 1905). 

Nu blijft er dus nog slechts het vermoeden V over, nl. 
dat alle van — 2q verschillende wortels van s(s) tot reëel 
gedeelte 4 hebben. Het is tot op heden nog niet gelukt 
de juistheid of de onjuistheid van zt vermoeden aan te 
toonen. 

Gelijktijdig met de onderzoekingen van Hadamard vallen 
de onderzoekingen door de la Vallée Poussin. Op de 
onderzoekingen van Hadamard van 1893 steunend, slaagde 
hij er in, zooals dat in de wetenschap, en niet ’t minst in 
de wiskunde, meer gebeurd is, onafhankelijk en bijna ge- 
lijktijdig met Hadamard te bewijzen : 


lim zld 


C=O 
(Recherches analytiques sur la théorie des nombres pre- 
miers. Première partie: La fonction s(s) de Riemann et 
les nombres premiers en général). In het tweede gedeelte 
dezer verhandeling wijst hij er echter met nadruk op, dat 
hiermede ook bewezen is de „Primzahlsatz”, 

fn 7 (x) loe x En 

00 
iets, wat Hadamard niet gedaan had. (Deuxième partie: 
Les fonctions de Dirichlet et les nombres premiers de la 
forme linéaire Mx + N. Troisième partie: Les formes qua- 
dratigues de déterminant négatif: Annales de la Société 
scientifigue de bruxelles, Bnd. 20, deel 2, blz. 183—256 en 
281—397, 1896). 

Verder bewees hij in 1899, dat voor iedere waarde van 

q geldt: 


|= 


log x 


Bere T (x) — ES 
Do 
(Sur la fonction s(s) de Riemann d le nombre des nombres 
premiers inférieurs à une limite donnée. Mémoires couron- 
nées et autres mémoires publiés par l'Académie royale des 
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sciences, des Lettres et des Beaux-Arts de Belgique, Bnd. 59, 
No. 1, 74 blz., 1899—1900). 

Verder heeft hij de onderzoekingen uitgebreid op een 
rekenkundige reeks, waarvan le term en verschil relatief 
priem zijn. Hij bewees in ’t 2e gedeelte der verhandeling 
van 1896, dat voor een zoodanige reeks: 


UL) 1 
ENCI) 
dOr 
log x 


ay(e)=aantal priemgetallen in die reeks (a; p(v) is de 
bekende functie van Euler: 


p@=e (1 ce en zl Eik 


waarin p,‚, p’, .….. de priemdeelers van x zijn. 
Analoog gold, wanneer: 


3) = E log p 


p= v 
pe 
dat : lim 5 (@) = ech 


Van de nieuwste onderzoekingen op dit gebied vermel- 
den wij eindelijk nog de onderzoekingen van Landau, die 
er in 1903 in slaagde een nieuw zeer eenvoudig bewijs 
van de „Primzahlsatz’’ met al hare gevolgen, te vinden. 
(Neuer Beweis des Primzahlsatzes und Beweis des Prim- 
idealsatzes. Math. Annalen, Bnd 56, S, 645—670; 1903). In 
1908 vond hij een bewijs van de Riemannsche-priemgetal- 
formule, dat belangrijk korter en eenvoudiger was, dan 
dat van von Mangoldt. (Neuer Beweis der Riemannschen 
Primzahlformel. Sitzungsber. der Königl. Preusz. Ak. der 
Wiss. Berlin. Jahrgang 1908, blz. 746—764). Verder breidde 
hij de formule van Riemann uit, voor het geval dat men 
niet met de natuurlijke getallenreeks te doen heeft, doch 
met een rekenkundige reeks, in: „Nouvelle démonstration 
pour la formule de Riemann sur le nombre des nombres 
premiers inférieurs à une limite donnée et démonstration 
d'une formule plus générale pour le cas des nombres 
premiers d’une progression arithmétique. Annales scienti- 
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fiques de l'école normale supérieure. Ser. 3. Bnd 25, blz, 
999—422 1908). 

In de laatste jaren schijnen Hadamard en de la Vallée- 
Poussin de wegen, die zij van 1890 — 1896 bewandeld hebben, 
verlaten te hebben. 

Hadamard heeft zich meer geconcentreerd op de mecha- 
nica, en de la Vallée-Poussin op de differentiaalrekening. 

Slechts Edmund Landau, geb. 1877, sedert 1905 buiten- 
gewoon, en sedert 1909 gewoon hoogleeraar aan de univer- 
siteit van Göttingen, werkt, de laatste tijd in compagnie- 
schap met den eminenten jongen Deenschen wiskundige 
Harald Bohr, *) sedert 1914 buitengewoon hoogleeraar aan 
de Universiteit van Kopenhagen, onvermoeid aan deze 
problemen verder, getuige hiervan de talrijke verhande- 
lingen, die over deze onderwerpen van hunne hand gere- 
geld in de Mathematische Annalen en de Acta Mathematica 
verschijnen. | 

Ten slotte wensch ik hier nog enkele werken op te geven, 
die de bewijzen van vrijwel alle in ’t voorgaande genoemde 
stellingen bevatten. | 

P. Bachmann, Zahlentheorie, Deel 2. Die analytische 
Zahlentheorie. Leipzig 1894. | 

E. Landau. Handbuch der Lehre von der Verteilung der 
Primzahlen, 2 deelen. Leipzig und Berlin 1909. 

Á. M. Legendre. Zahlentheorie. Deutsch von H. Maser. 
Tweede deel. 2te Auflage. Leipzig 1893. 

P. G. Lejeune-Dirichlet. Vorlesungen über Zahlentheorie, 
herausg. und mit Zusätsen versehen von R. Dedekind, 4e 
Aufl. Braunschweig 1894, _ 

J. A. Serret. Höhere Algebra, deutsch van G. Wertheim. 
Deel 2. 2te Aufl. Leipzig 1878. 

Delft 19—24 Juni 1916. 


*) Deze is het levende voorbeeld ervan, dat sport en wetenschap 
in enkele gevallen wel samen kunnen gaan; tot voor enkele jaren, 
ook toen hij reeds professor was, verdedigde hij de Deensche kleuren 
in het Deensche nationale voetbalelftal. 
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Het aantal deelen, waarin een meer-dimensionale ruimte 
verdeeld wordt door een aantal ruimten van 
één dimensie minder 


DOOR 
DR. G. C. A. KOOPMANS (Den Haag). 
(Vervolg van bladz. 49.) 


Een stelselmatig onderzoek zal ik alleen uitvoeren voor 
de eenvoudigste gevallen in het platte vlak. 

Men kan beproeven de zaak algebraïsch op te lossen, 
door uit het aantal beschikbare zijden en hoekpunten te 
bepalen, hoeveel gesloten en open veelzijden er kunnen zijn. 

Men zou dan de oplossing symbolisch kunnen voorstel- 
len door 

(045,0, + (4, B,7,9) =(A, BOD), 
waarin a,b, ce, d de aantallen gesloten tweezijden '), drie- 
zijden, vierzijden, vijfzijden, en «, 2, y, ò de aantallen open 
twee-, drie-, vier-, vijfzijden voorstellen, terwijl A, B, C, D 
de totaal aantallen twee-, drie-, vier-, vijfzijden aangeven. 

Men weet nu, dat elk van de n aangebrachte rechten, 
door elk der (n—1) andere verdeeld wordt in „n deelen, 
zoodat het geheele aantal n° bedraagt; nu is elk deel een 
gemeenschappelijke grens van twee veelzijden, dus moeten 
de getallen A, B, C, D voldoen aan de betrekking: 


ZA H3B +4C HBD +... An? 


Een overeenkomstige beschouwing van het aantal punten 
geeft geen nieuwe betrekking; immers men weet, dat er 
altijd 2n open veelzijden zijn, voor welke het aantal punten 
één minder is dan het aantal zijden, zoodat het geheele 
aantal punten 2n minder is dan het aantal zijden. Bovendien 


1) Natuurlijk is a altijd O, maar het is duidelijker die O altijd 
te schrijven, 
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weten wij, dat het aantal punten del 5 zl is, terwijl elk 


punt voorkomt in vier veelzijden; de betrekking zou dus 
worden : 
n ue — 1) 


2A +3B+CH5D—2n =d XX 3 


d. w.z. dezelfde als die geleverd door het aantal zijden. 
Wanneer het vooruit bekend was, hoeveel rechten de 
gesloten figuren samen moeten hebben, zou men een tweede 
betrekking kunnen vinden; maar dit is niet het geval, 
zooals blijken zal bij het onderzoek n= 5. 
Natuurlijk vinden wij, als we n=2 nemen: 
ZAG AUSSAE 
en voor n=3: 
( 2AH3B=18, 
BWE er ee 
waaruit A=8, B=4, terwijl wij weten, dat B gesplitst 
wordt in ,=1 en @=58. 
Maar voor n=4 geven de vergelijkingen 
| 2A +3B + 4C =32 
A+ B C=ll 
tot oplossing : 


pl slof alef 
GE ADA gee 4 AN 


terwijl wij weten, dat alleen het stel 3,6, 2 voldoet, hetwelk 
gesplitst wordt in (0, 2,1) + (3,4, 1). 

Voor het overzicht is het gemakkelijker, achter deze 
symbolen telkens de totalen der aantallen rechten te 
plaatsen, dus als volgt: 


(0,2, 1) + (3, 4, 1) = (3, 6,2) = 10 + 22. 
Behandelen wij evenzoo het geval n=5, dan vinden wij, 
dat de vergelijkingen 
\ 2AH3B 44CH5D =50 
|L At B C+ D=16 
de oplossingen opleveren, die in het volgende tableau 
vereenigd zijn. 
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p=| 0 1 2 3 4 5 6 
A ak Ed bad rad FAR 
0 olal2 124 \9 (6 |6 18 l310| 0 
1 1 \43|3 105 7 7 la lol 1 

2 lo lial2 |l a4 sG 5 je}? 

3 la la2l3 | 95 | 6l7 | 3 

a 2 lila 76 | als 1 

5 13 | 8(5\ 57 | 2 

6 tal sle | 38 | 0 

a 15 l ala | 1 

ze 

dhr | 0 


Zelfs wanneer men een beperkt aantal oplossingen zou 
vinden, zou deze algebraïsche methode nog niet voldoende 
zijn, omdat men dan toch nog niet weet, hoe de rechten 
getrokken moeten worden, om de mogelijke oplossingen te 
verkrijgen. 

Men zou daarom de nde rechte alle mogelijke standen 
moeten geven en telkens onderzoeken, welke figuren er 
gevormd worden, en daartoe kan men het volgende systeem 
toepassen : 

Men maakt weder gebruik van de reeds genoemde sterk 
verkleinde afbeelding, waarbij de gesloten deelen ongeveer 
zijn weggevallen, zoodat men een figuur heeft, die prac- 
tisch alleen bestaat uit 2(n— 1) hoeken, die twee aan twee 
elkanders overstaande zijn. Men beschouwt nu achtereen- 
volgens een rechte in elk der (n —1) hoekenparen (b.v. de 
bissectrice) en laat die (nadat de figuur weder op oorspron- 
kelijke grootte geteekend is) zoolang verschuiven, in louter 
open gedeelten beginnend, tot zij door alle gesloten deelen 
heen, weder in louter open deelen terecht komt. 

Bij het aanbrengen van de vierde rcchte heeft men dus 
3 stellen van evenwijdige rechten te beschouwen, die elk 
4 verschillende standen kunnen innemen (2 aan weers- 
kanten van den driehoek en twee door den driehoek heen) 
zoodat men twaalf mogelijkheden vindt, die echter slechts 
één oplossing geven. 
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Bij het aanbrengen van de vijfde rechte heeft men 4 
stellen elk van 7 evenwijdige rechten (omdat er nu telkens 
6 hoekpunten gepasseerd moeten worden) bij de zesde 
heeft men 5 stellen elk van 11 rechten en ín het algemeen 
bij de nde rechte: 


(n —1) groepen elk van de rechten. !) 

Het aanbrengen van de vierde rechte is, behalve wegens 
het kleine aantal te onderzoeken standen, ook nog dàärom _ 
zoo eenvoudig, omdat de dan aanwezige figuur (die van 
3 rechten) wat ons onderzoek betreft practisch als drie- 
assig symmetrisch is te beschouwen. Wij behoeven dus 
slechts één halve groep van de 8 mogelijke te onderzoeken 
en vinden dan direct de twee mogelijkheden : een binnen- 
transversaal en een buitentransversaal. Dit voordeel ver- 
valt echter zoodra men meer rechten heeft. 

Zoo zal men bij het aanbrengen van de vijfde rechte, 
drie van de vier groepen volledig moeten onderzoeken ; 
de beide driehoeken AQR en CPQ uit fig. 1, die een zijde 
van den vierhoek tot basis hebben spelen nl. dezelfde rol, 
zoodat de bissectrices van hun tophoeken bij verschuiving 
dezelfde groep oplossingen te voorschijn brengen ; tusschen 
de beide andere groepen bestaat echter zoodanig verband 
niet. Bovendien blijkt (en dit is de zooeven bedoelde op- 
merking), dat men met de bissectrice (of een andere lijn 
van vaste richting) niet alle mogelijke gevallen ontdekt. 
Beschouwen wij nl. fig. 1 en verschuiven wij de bissectrice 
van hoek R in de richting van B naar C, dan kunnen de 
hoekpunten alleen in deze volgende gepasseerd worden: 
B, A, R,‚, Q, P, C, evenzoo bij de bissectrice van hoek C, 
alleen in de volgorde B, P, C, Q, A, R. Schuift men echter 
de bissectrice van hoek B, in de richting van A naar C, 
dan is het wèl zeker, dat het eerst R en A, en het laatst 
P en C aan de beurt komen, maar de volgorde waarin B 
en Q gepasseerd worden is afhankelijk van den vorm der 
gekozen figuur; en neemt men de bissectrices van het 
overblijvende hoekenpaar CQP en AQR dan is men zoo- 
wel bij C en R als bij P en A in twijfel over de orde van 


1) Behoudens een spoedig te maken opmerking. 


Rd 
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opvolging. Dit maakt dus, dat het aantal mogelijke gevallen 
van 28 stijgt tot 31 (waarvan er slechts 7 niet behoeven 
onderzocht te worden). 

Voert men dit onderzoek uit, dei blijkt men slechts zes 
oplossingen te vinden, welke symbolisch worden voorge- 
steld, a. v. (fig. 8): | 


Fig. 8. 
LL. (0,3,3,0) + (3,5,2,0) — (3,8,5,0) — 21 + 29 
U. (04,1,1) + (3,5,2,0) = (3,9,3,1) — 21 + 29 
HI. (0,3,3,0) + (3,6,0,1) — (3,9,3,1) — 21 + 29 
IV. (032,1) +4 (3,6,1,0) — (3,9,3,1) — 22 + 28 
V. (0,3,3,0) + (4,3,3,0) — (4,6,6,0) = 21 + 29 
VL. (0,5,0,1) + (5,0,5,0) = (5,5,5,1) — 20 + 30. 
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Lette men alleen op de waarde van A, B, C en D dan 
zou men slechts 4, en lette men alleen op het aantal be- 
grenzende lijnen van elk der twee groepen van figuren, 
dan zou men slechts drie oplossingen meenen te vinden. 

Onder deze oplossingen is de zesde (die ín slechts één 
van de 31 gevallen optreedt) de sierlijkste ; zij alleen kan 
vijfassig symmetrisch worden, en zij is voor ons doel 
practisch als zoodanig te beschouwen. 

Wil men spoedig eenig inzicht krijgen in verschillende 
van de vormen, die men bij zes rechten kan zien optreden, 
dan is deze figuur daarvoor zeer geschikt; men behoeft 
hier slechts één van de vijf bissectrices te laten glijden, 
tot zij de 10 punten gepasseerd is, waarbij weder in ver- 
scheidene gevallen, verschillende orden van opvolging 
mogelijk zijn; het onderzoek loopt dus hier vrij spoe- 
dig af, | j 

Wil men echter alle gevallen opsporen, die zich bij 
zes rechten kunnen voordoen, dan is een zeer omvangrijk 
onderzoek noodig. 

Nog veel bezwaarlijker wordt dit, wanneer men het 
platte vlak verlaat, en in drie of meer dimensies de ver- 
schillende mogelijkheden wil onderzoeken. 

Ik zal mij dan ook met dit onderzoek niet verder bezig 
houden, maar in een volgend nummer eenige mededeelingen 
doen over de bijzondere gevallen, welke optreden wan- 
neer hetzij evenwijdige rechten, vlakken, of hoogere 
elementen voorkomen, hetzij meer dan 2 rechten, 3 vlak- 
ken of, in ’t algemeen, meer dan (n-+1) ruimten R,, door 
één punt gaan. 

(Wordt vervolgd.) 


177 


Kenige Stellingen, Berekeningen en Werkstukken 
uit de Planimetrie 


DOOR 
J. A. WERTENBROEK (Rotterdam). 


In ’t volgende heb ik een Stelling naar voren gebracht- 
welke tot nu toe in onze Planimetrie-boeken steeds voor, 
kwam als vraagstuk, meestal als toepassing van de Pro- 
jectiestelling. | 

Met behulp van bovengenoemde Stelling is 't mogelijk 


Wiskundig Tijdschrift, 14e Jaargang. 
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op wniforme wijze te berekenen de merkwaardige lijnen 
in den driehoek en de zijden van de regelmatige veel- 
hoeken, zonder gebruik te maken van de Projectiestelling, 
de Stelling van Stewart, de „verdubbelingsformule” en 
de „formule voor den omgeschreven regelmatigen veelhoek 
met hetzelfde aantal zijden”. Ook kunnen met behulp van 
bovengenoemde „grondstelling” verschillende werkstukken 
zeer gemakkelijk en snel uitgevoerd worden. 

Daar de Uitgever van dit Tijdschrift bezwaren van 
financiëelen aard had tegen het groote aantal figuren, heb 
ik dit aantal beduidend moeten verminderen. Ik moet 
daardoor zeer tot mijn spijt den lezer verzoeken, de ont- 
brekende figuren zelf te teekenen. Ik heb ze zooveel 
mogelijk omschreven. 2 | 

STELLING IT. Verbindt men den top van een gelijkbeenigen 
driehoek met een willekeurig punt van de basis, dan is het 
kwadraat wan deze verbindingslijn gelijk aan het kwadraat van 
een been, vermeerderd of verminderd met het product der 
stukken, waarin de basis verdeeld. is. 

Gegeven (fig. 1): A ABC geliĳjkbeenig. BE | AC. D wille- 
keurig punt op de basis. 

Te bewijzen: a) d? =a* — ef. 

A b) d,* =a? Hef. 
le Oplossing : 

Bewijs : 

a) In A BDE: d?—=h? + DE? 

In A ABE: Ah? =a? — AE? 

Derhalve: d?=a?—(AE? — DE?) 

d? —a? —(AE + DE) (AE — DE) 
d* =a? —ef. 
b) In ABD,E: d‚? =h?+D,E? 
In AABE: h?=a?—AE? 
Derhalve: d,?=a?J(D,E? — AE?) 
di? =a? +(D,E 4 ABE)(D,E — AB) 
de=at Hef. 
2e Oplossing (fig. 2). 
Bewijs : 
a) Er moet bewezen worden: d?=a? —ef 
ef = (a — d) (a +d) 
of e:(add)=(a—d): f. 


ki 
» 
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Neem BE=BF =ag. Dan is /E=4/B, 
LAjg2=90° —$Z B, 


Ans =D, == LE, 
Derhalve A ADF — A CDE, zoodat e: (a 4d) =(a—d):f 
of d2 —=a? — efn 
b) Er moet bewezen worden: d,? =a? Hef, 
of e‚:(d, +a)=(d, —a): fs 
Neem BE, =BF, =a. Men kan weer bewijzen: 
A AD,F, -v A CD,E,, 
zoodat e‚:(d, +a)=(d, —a):f, 
of d‚° =a Hef, 


Men komt ook gemakkelijk tot het bewijs door er op te 
letten, dat de punten A, F, C, F,‚, E en B, gelegen zijn op 
een cirkelomtrek met B tot middelpunt en a tot straal, 

Neemt men in fig. 2 e=f en dus / D= 90°, dan is 

A DCF > A CDE, 
waaruit volgt: (a—-d):f=f:(ad-d 
a—d?=f? of qa? == at=f dd 
en dit is de Stelling van Pythagoras. 


STELLING Il. Zn een parallelogram is de som van de 
kwadraten der diagonalen gelijk aan de som van de kwadraten 
der zijden. 

ABCD parallelogram; ZD stomp; AB = a; BC = b; 
Ad A Het opAB: 200, dat” DA’ == 
D’ ligt op ’t verlengde van CD zóó, dat AD/ = AD. A/B = d/; 
CD’ == a 

Gegeven: ABCD parallelogram. 

Te bewijzen: d,? Hd? =2(a? Hb). 

Bewijs. Volgens Stelling I: 

In A AAD: d,* =b? Haa’ 

RRA ADDE: de =b aa’ zi 
dus di? Jd? =2b? Hala! da’) en daar DD’ = AA’ 

di° Jd? =2b° J 24° 
d,? + d,* =2(a? + b?) 

Op soortgelijke wijze kan men ook gemakkelijk aan- 

toonen : 


180 


In een willekeurig trapezium is de som van de kwadraten 
der diagonalen gelijk aan de som van de kwadraten der 
beenen, vermeerderd met het dubbel product van de 
evenwijdige zijden. 

Vraagstuk I. Van een A ABC is / A =2/ B. Bewijs, dat 
a? =b? + be. 

Oplossing. Spiegel bt. o. van Ah. A’spiegelbeeld van A; 
NB=c; LACB=/Z0C,; ZAMNC=/Z A,’ Dan is volgens 
Stelling 1: 

In A AMC: a? =b? Hed 

In A MBC: ZA /’=ZBAZC en daar Zen 

LA=/B/C,. Dus /C,=ZB, zoodat c'=b. 

Derhalve: a? =b? J- bc. 

Vraagstuk II, Van een trapezium zijn de opstaande zijden 
13 en 15 en de evenwijdige zijden 7 en 21. Bereken de beide 
diagonalen. 

Dit vraagstuk wordt gewoonlijk opgelost door gebruik te 
maken van het Theorema van Stewart. 't Kan echter ook 
gemakkelijk geschieden zonder van dit theorema gebruik 
te maken. 

ABCD trapezium. AB grootste evenwijdige zijde. A’ en É 
liggen op AB, AB=21; BOS 15; CD (SDA 
=d,; AC=d,. 

Oplossing. 

Neem DA’= DA, en trek DE//CB. Dan is volgens Stel- 
ling I; 

In A AA’D: d, =13? 4-21XA/B; 15? =13? + 14 X ME 

AXA SED 
AE =4, dus AB= 11 
d, =169 +21 Xx 11. 


d,? — 400 
d, —=20 
di? Hde? =132 4152 +2 XT X 21 
d,? — 688 — 400 
d? — 288 
d, =12/2. 


Op soortgelijke wijze is op te lossen het vraagstuk : 
Van een trapezium zijn gegeven de beide evenwijdige 
zijden en de diagonalen. Bereken de opstaande zijden. 


it à 
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Vraagstuk UI. De zwaartelijnen van een driehoek te bere- 
kenen, als de zijden gegeven zijn. 
AABC. bòa. A’ ligt op 't verlengde van AB. A/B == C. 
je Oplossing. 
Berekening. 
Neem CA’/=CA, Dan is volgens Stelling I: 
In A AAC: zb —telke te’) 
of hinne al imm td 
a =b? —cec of e/=b?—a? 
Derhalve z?2=b?—4e?—5b? Ha? 


2e Oplossing. 

Berekening. 

Neem CA'=CA en CB’=CB (spiegeling van A ABC t. 0. 
van A). Dan is A’B’—= AB en dus AB’'= AB =d’ 

Nu is volgens Stelling I: 
In ABBC: zz? =a? — jelte) =at —te? Hie 
In A AAC: z2=b?—teltet-ed)=b, —te? — tec 

22 =attbe te? i7 
Ze ==ha djb te! 


Een 3e oplossing vindt men met behulp van Stelling II. 


Vraagstuk IV. De binnenbissectrices te berekenen, als de 
zijden van den driehoek gegeven zijn. 

A ABC. bja. CD =d, bissectrice van ZC. A’ ligt op ’t 
verlengde van AB. A’B=c’; BD =f; AD =e. 

le Oplossing. 

Berekening. 

Neem CA/=CA. Dan is volgens Stelling I: 
BREN AAC dt bb? —e(f + C) 

—b? — ec! —ef 
| a'=b?—e/ of c/=b?—a?. 
Volgens de bekende stelling van de bissectrice heeft men : 


Efe Ds U. 
‚Stel e=bz. Dan is: 
Lel 
DR 
=S. zoodat e— ie en ee 


atb’ atb, A EN 
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Derhalve d, —=b° — Re AET ef en daar cc). =sb? —a? 
d,* =b? —b(b—a)— ef 
d* =ab—ef 
Door hierin te substitueeren e = PN en f == 5E D komt er 
d= en ar Ld, s (s — €). 


A’ ligt op ’t verlengde van AB. B’ ligt op AB. A/B= 
AB’ en c’ 

2e Oplossing. 

Berekening. 

Spiegel A ABC t.o, van A. Dan is volgens Stelling I: 
In A BBC: d?=a?—f(e—c) 
In AAMO: dt =b?—e(f4c) 


2d,t arbo) f em f= 


2d kN H- b° — OEPS: — Zef 
en daar in A BBC: b?=a? +ec of ecc =b?—a? 
2d? =a? +b* —(b—a)? —Zef 
2d,* =2ab —2ef. 
d* =ab—ef: 
Op soortgelijke wijze zijn ook af te leiden de formules 
voor de buitenbissectrice : 


/ / 2 = 
d Ee ed ef — ab en d == REE ab She a) (s Sr | b). 


Vraagstuk V. Van een A ABC ië a = 14, b= 13 en 
d‚=öll/ 18. Bereken c. 

Berekening. 
dv abeefs. ef eld 

Stel e= 13x, dan is f—=1l4r en c=214. 

(BEL13)? = 1d X 18 — 14 X 132? 


DKB XI3(L— 2) 
VEE 
n= 
2=t, dus c=A Xi =15. 
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STELLING III. Z'heorema van Stewart. 

De lijn te berekenen, die in een gegeven driehoek den top 
met een bepaald punt van de basis verbindt. | 

A ABC. a) b. D willekeurig puntop AB. CD =s; AD =e; 
DB=f. B’ ligt op ’t verlengde van BA. AB’ ==’. 

le Oplossing. 

Berekening. 

Neem CB’/=CB. Dan is volgens Stelling I: 
In ABBO: 8% =a? —( +ef 


cs? =a?e —eef — eef 
2—=ar—cc of c7=a?—b? 
Derhalve: cs? =a?c—a?f + b?f —cef 
cs° =ate+b"f—cef. - 


A’ ligt op AB. B’ ligt op ’t verlengde van BA. 

2e Oplossing. 

Berekening. 

Spiegel A ABC t. o. van A. Dan is volgens Stelling I: 


In AAAC: s?=b?+elc—f") In ABB'C: s?= a?—f(c/'J-e) 


Br=bfkefle fl ette re)° 
fs°=b°fHef ('—f)) ke 


cs? = ate + bf — cef 


Vraagstuk VI. De hoogtelijnen van een driehoek te bere- 
kenen, als de zijden gegeven zijn. 

AABC. a) b. B’ ligt op 't verlengde van BA. AB’ ==’, 
d3 — projectie van a op c ; b; = projectie van b op c. 

Berekening. 

Spiegel BC t. o van h‚. Dan is volgens Stelling I: 
REACBB OS ha? —as? 

bt =a? —cC 

b? =a? —c(2az —C) 

b? =a? de? —2eas, 
ús a° nn c? det A b2 
Tr 
Dit is niets anders dan de Projectiestelling. 


dus ds 


184 


STELLING IV. Jn een driehoek is het vierkant van een zijde 
tegenover een scherpen hoek gelijk aan de som der vierkanten 
der beide andere zijden, verminderd met het dubbel product van 
één dezer zijden en de projectie van de andere zijde op deeerste. 

Is ZB stomp dan vindt men 

b° =a? + ec 
b? =a?+-el2as JC) 
b? =a° 4e? + 2cas 


STELLING V. Zn een driehoek is het vierkant van een zijde 
tegenover een stompen hoek gelijk aan de som der vierkanten 
der beide andere zijden, vermeerderd met het dubbel product 
van één dezer zijden en de projectie van de andere zijde op de 
eerste. Men vindt nu verder op de bekende wijze 


h=a? ee le 


he ÊVs(s — a) (eb) —0) 


Werkstukken. 


WERKSTUK I. Construeer de rechte lijn: & =WV{(a® — be) 
of «° = a? — be. 

Constructie (fig. 3): Zet b en c naast elkaar uit en beschrijf 
met A en B tot middelpunten cirkelbogen met a tot straal. _ 
Dan is CD =%. 

Bewijs: Dit volgt uit Stelling 1. 

Opmerking: Deze constructie kan slechts uitgevoerd 
worden als 2a ) b+-c. Als 2a {b Jc gaat men als volgt te 
werk (fig. 4): Zet ben c naast elkaar uit en verdeel b zoo 
in 2 stukken p en q, dat 2a > p +c. 

Dan is x? =a? —(p + pe 

©* = a? — pe — qe. Construeer nu y? =V(a? — pc) 
en daarna « =V(y? — qc). 


WERKSTUK IL. Construeer de rechte lijn @ = (a? 4 be) of 
n° = a? + be. 

Constructie (fig 5): Zet ben c over elkaar uit en beschrijf 
met A en B tot middelpunten cirkelbogen met a tot straal. 
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Dan is CD =x. 

Bewijs: Dit volgt uit Stelling IL, 

Opmerking: Deze constructie kan slechts uitgevoerd 
worden als 2a ) b—c. Als 2a <b—c gaat men als volgt te 
werk (fig. 6): Verdeel b zoo in 2 stukken dat 2a > p —c. 

Dan is #? =a? +(p Je = 

t° =a? +pe ge. Construeer nu y= (a? + pc) 
en daarna @ =V(y? + qc). 


WERKSTUK III. Construeer de rechte lijn @ =V(ab — cd) 
of ©? =ab— cd. 

Constructie. Construeer y=l’ab dan is w =V{(y? — cd). 

De constructie is nu teruggebracht tot werkstuk I. 


WEeERKSTUK IV. Construeer de rechte lijn x= WV(ab + cd) 
of ©? =ab + cd. 
Dit werkstuk is gemakkelijk terug te brengen tot werkst. IT. 


WERKSTUK V. Construeer de rechte lijn 2 = V(a? + b? — cd) 
of x° =a? +b? —cd. 

Constructie (fig. 7). Construeer y= V{(a? — ed) en daarna 
e= vb? +y°) (Pythagoras). 


WERKSTUK VI. Construeer de rechte lijn & = V(a? + b? + cd) 
of ©? =a? Hb? + ed. 
Constructie. Construeer y= (a? + cd) en daarna 
e=v(b? Hy?) (Pythagoras), 


WERKSTUK VIT Construeer de rechte lijn 2 =W{(a? + be —de) 
of ”° =a? Jbe —de. 
Constructie (fig. 8): Construeer y=V(a?® —de) en daarna 
n= (y? + be). 


WERKsTUK VIII. Construeer de rechte lijn 2 =Vab of x° = ab. 

Constructie. Veronderstel a > b. Bepaal het verschil c van 
a en b. Dan is #? =a(a—c) of #? =a? —ac. De construc- 
tie is dan teruggebracht tot werkstuk 1. 


WERKSTUK IX. Construeer de rechte lijn # = al”“6 of @° =6a®. 
Constructie. ax? = Ja? — 3a? 

xv =(3a)? —3a X a. 
De constructie is nu teruggebracht tot werkstuk I. 
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WERKSTUK X. Construeer de rechte lijn @ =V(ab— ed + 
ef) of ©? = ab — cd + ef. 

Constructie: Construeer y=lab en daarna 
r=V(y? —ed Hef) volgens een 
vorig werkstuk. | 


VRAAGSTUK VII. Bepaal de meetkundige plaats van de 
punten, waarvoor het verschil van de kwadraten der afstanden 
tot twee gegeven punten standvastig is. 

Oplossing (fig. 9). 

Veronderstel A en B zijn de beide gegeven punten. P 
is een punt van de gevraagde meetkundige De 

be —a* =p" (p geg. lijn.) 

Neem PB’=PB. Dan is volgens Stelling 1: 

b? =a?d-cc of ec =bt gt 
dn dus standvastig. 

B’ is dus een vast punt op AB. Alle punten van de meet- 
kundige plaats hebben gelijke afstanden tot B en B’. Deze 
meetkundige plaats is dus de middelloodlijn van BB’, 

Het construeeren van de gevonden meetkundige plaats 
komt neer op het bepalen van B’. Daartoe heeft men slechts 


te construeeren c’ == Ee 


Door van het boten gebruik te maken is gemak- 
kelijk te construeeren de machtlijn van twee cirkels of 
van een cirkel en een punt (zie fig. 10). 

Is A de gegeven cirkel (met straal R) en B het gegeven 
punt, dan is: PA? — PB? —= R?. | 

We hebben nu slechts te construeeren / = De en daarna 
BB’ loodrecht middendoor te deelen. 

Beschouw een cirkel A (met straal R) en een punt P 
(fig. 11). Macht van P t. o. van cirkel A: b? — R?. Beschrijf 
een willekeurigen cirkel B gaande door P en neem PB’ = PB. 
Dan is volgens Stelling 1: 


Db =a? gee 
b? —R? =c/ —(R? —a?). 
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Trek nu de machtlijn / van de cirkels A en B. Dan is 
Db? —R? =cct/—(d? —e?) 
D? — R? =cc—e(d—e) 
DRE E(d — dte) 
Db? —R? =2cf. 

Opmerking. Deze uitdrukking voor de macht van P 
t. o. van cirkel A komt ook voor bij Rouché et de Combe- 
rousse: Traité de Geometrie, maar wordt daar afgeleid 
door van een andere Stelling uit te gaan. 

Beschouw nu 3 cirkels A, B en C behoorende tot een- 
zelfden bundel (gemeenschappelijke machtlijn !) en neem 
een willekeurig punt P op cirkel B. Dan is 
macht van P t. o. van cirkel A: 2AB X f 

„” ”„ B ” 2 ’ Ce 2BC X f. 
nave macht van P t. o. van cirkel A AB (stand- 

macht van P t. o. van cirkel C ” BC vastig). 
Hieruit volgt: 


STELLING VI. De meetkundige plaats van de punten waar- 
voor de verhouding van de machten t. o. van 2 gegeven cirkels 
A en C standvastig is, is een cirkel B behoorende tot den bun- 
del bepaald door de beide gegeven cirkels. 


Het middelpunt B is zóó dn dat 0 == geg. verhouding 


der beide machten. 


VRAAGSTUK VIII. De zijde van den ingeschreven regelma- 
tigen achthoek te berekenen. 
Berekening (fig. 12). 
Neem AM’= AM. Dan is volgens Stelling I: 
In A MMA: as° =R? —R(a, —R) 
ds? =R(2R —a,) 
ds? =R? (2-2) 
ds =RV(2-1/2). 


VRAAGSTUK IX. De zijde van den ingeschreven regelmati- 
gen twaalf hoek te berekenen. 

Berekening (fig. 13). £ 

Neem AM’ AM, dan is volgens Stelling l: 
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In A MMA: PRT Ra 


ae? =R(R— a) 
ais RESTE 


ar RvA 


VRAAGSTUK X. De zijde van den nge regelmatigen 

tienhoek te berekenen. 

Berekening (fig. 14). 

Neem AM’ =AM !). Dan is volgens Stelling I: 

In AMM’A: a;,3=R?—ai0 XR of den Shade 
Ai0° + Ra, -—R*=0 
dio=—-tRAEVER? 

Ao St RI +5). 

Daar a,,? = R(R —a,,) blijkt tevens dat a, het grootste 

stuk is van den in uiterste en middelste reden verdeelden straal. 


VRAAGSTUK XI. De zijde van den ingeschreven regelmatigen — 
vijfhoek te berekenen. 
Berekening (fig. 14). 
Neem DM’=DM. Dan is volgens Stelling 1: 
In AMM'D: a;?=R? + R(R—a4,0) 
ds? = R(2R — a, 0) 
ds? =R(2R HER IRVD) 
az? =d R? (10 —2 5) 


Üs RW (1025) 
Daar LD het vorig vraagstuk a,,? = R(R—a,0) Re 
voor a; =R' + R(R-—a;o) geschreven worden: 


tan of as°— dot =kR? 
Hieruit volgt een bekende constructie voor den inge- 
ven regelmatigen tienhoek en voor den ingeschreven re- 
gelmatigen vijfhoek. 


VRAAGSTUK XII. De diagonalen van den ingeschreven 
regelmatigen tienhoek te berekenen. 
Berekening (fig. 14). 
d, =as =tRV (10 — 25). 
Daar ZABA/’=36° zal BA’ genoegzaam verlengd gaan 
door E. 


1) Neem M/’ op ’t verlengde van MB, dan is BM’=a, 
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A A/ME is gelijkbeenig en dus volgens Stelling 1: 
de? =R? + R(RHa,) 
d;° = R(2R + 4,0) 
d,? =R(2R—ERHERID) 
di? =tR?(6 +25) 
de =AR(I 4-5) di dre. RS 


Bepaal het snijpunt H van FG met MD. Dan is A GHM 

gelijkbeenig en dus volgens Stelling 1: 
des — RH R(R Hd?) 
ne R(2R 4d) en daard, =a,, +R: di? =R(SR Ha, 0) 
de —=R(ORHIRHIRVD) 
des =d R° (10 4-25) 
de =ERV (1025). Dit is tevens de diagonaal van den 
ingeschreven regelmatigen vijrhoek. 

Aro? =R(R — 4,0) 

d,? =R(@R+Ha,) 

et 


Aro Jd? =aj? 
as =R(2R—a,); de =R(ER Ha, 0) 
Derhalve as? d;® =R? (2R —a,) (BR + a) 
as? dd? =R?(OR* —R X 410 — 410%) 
en daar dio =R(R-a400) 
uee hs 
Gede RD =R(RH- 24; 0). 
Derhalve ds (d3 —a;)—=d3? — as de = R(SR Hao) — 
—R(R 420,0) = RR —a,o) =as*. 
Hieruit volgt: 
De zijde van den ingeschreven regelmatigen vijrhoek is het 
grootste stuk van de in uiterste en middelste reden verdeelde 
diagonaal. 


STELLING VIL. Als men den straal van een cirkel R‚ de 
zijde van den ingeschreven regelmatigen n-hoek a, en de zijde 
van den ingeschreven regelmatigen 2n-hoel: ay, noemt, dan is: 

aon = VAR? — RV4R? — 4,7). 

Bewijs (fig. 15). 

Neem CM/=CM. Dan is volgens Stelling I: 

In A MMC: 49,? = R* — RR’, 
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Trek nu BM door tot het snijpunt D met den cirkel en 
verbind A met D. 

Nuis / C=180° —2/M, en evenzoo / M‚=180°—2/ M.. 
Derhalve ZC=ZM,. De gelijkbeenige driehoeken MM’C 
en ADM zijn dus congruont Hieruit volgt MM’= AD = 
WV (4R? — 4,,°). 

Derhalve: a, =R? —RjV(4 R° —a,°) — R/ 

app? =2R? — RV(4R? — 4?) 
an =V |R? — RV (AR? — 0,2). 


STELLING VIIL. Als men den straal van den cirkel R, de — 
zijde van den ingeschreven regelmatigen veelhoek a, en dien 
van den omgeschreven regelmatigen veelhoek A, noemt, dan is 

2a, R 
Ano 
A VAR? —a,? 
Bewijs (fig. 16). 
Neem AM’= AM. Dan is Z A =180°9 —2/ M, en evenzoo 


LC==180° —2/ M,. Derhalve / A=/C, De gelijkbeenige 
driehoeken MM'A en ABC zijn dus gelijkvormig. Hieruit volgt: 


JAr:R=a, tc | 
2a,R 


Trek nu BM door tot het snijpunt D met den cirkel en. 
verbind A met D. Dan is ZAM’MD een parallelogram 
zoodat c=AD=V(4R? —a,°). 

Derhalve A, Zan 


VRAAGSTUK XIII, De zijde van den ingeschreven regelma- 
tigen vijftienhoek te berekenen. 
Oplossing (fig. 17). 
Neem AM’/=AM. Dan is volgens Stelling I: 
In A MM'A:4a,;? =R? — RR 
ais? =R? — R(e—R) 
ais” =2R? — Rc. 


EOL 


Neem nu AC =a;en CD =a,;. Danis / AMD=/MAM/’ = 
132%, Nu is AM/MD een parallelogram en dus c == AD. 
Verleng nu CM tot het snijpunt E met den cirkel, ver- 
bind E met A en met D. Dan is volgens het Theorema 
van Ptolemeus: 
En X dr T-A ds 
CX2R=RVBXERV (10-25) JRXER(I +15) 
c=tRIVB 414 3(10 —2V5). 
Derhalve a,;° =2R?—4R? V5—4R?—4 R? VB (10 —2U5) 
ais" =tR2 NVD W3(10 - 25) 
ais SERV 5 v3(10 —2V5D)|. 


XL De Struikelblokken 
—(—-a)= aen —aX—b=Jab!) 
DOOR 
Dr. A. KEMPE (Den Haag). 


Na leezing van de verschillende opinies over boven- 
staande moeielikheeden, moet ik eerlik bekennen, dat ik, 
zelfs in de eerste klasse van H. B. S. of Gymnasium, met 
deeze dingen nooit veel bezwaar hep ondervonden en 
dat ik er expres over sprak, omdat het mij min of meer 
stuitte, m’n leerlingen af te scheepen met een : „jelui moet 
dat maar voorlopig aanneemen.” 

Het kwam mij zo voor, het leervak daardoor min of 
meer in discrediet te brengen. 

Ik volgde dan met die struikelblokken den bekenden 
weg, die in onze meeste moderne leerboeken te vinden is, 
namelik zó: 

Het teeken — vóór een vorm geplaatst, beteekent teegen- 
stelling en dus is —b het teegengestelde van —b of b. 
Heeft men dus —(—b) dan moet —b nog eens teegenge- 
stelt genomen worden en is weer + b. Zwarigheeden onder- 
vont ik hierbij niet. 

Wat —a X-—b aangaat, daar was iets meer explicatie 
bij nodig en wel zó: 


1) Zie II, bl. 83 en IX, bl. 119. 


192 


Een vermenigvuldiging (vg. is een verkorte optelling 
en blijft dat, als maar de vermeenigvuldiger (vr.) is een ge- 
heel getal zonder eenig teeken, want dan heeft hij de be- 
teekenis van keer of maal: bijv. 3 keer, 4 keer enz. en is 
eigenlik ’n optelling, die we door de tafel van vg. te ken- 
nen, vlot kunnen doen. 

Het vermeenigvuldigtal (vl.) kan zowel + als — zijn, want 
t is niets absurds iets positiefs of iets negatiefs eenige 
malen te neemen. 

Is echter de vr. een echte breuk dan gaat de beteekenis 
van verkorte optelling verloren en staan we op ’n geheel 
ander terrein. Welnu: men bedoelt dan met bijv. $ als vr, 
dat het vierde deel van het vl, drie maal genomen moet 
worden en komt daardoor tot de bepaling van geheelen 
vr. terug. Ge moet dus $ maal als ’n verkorting beschou- 
wen van: het vierde, drie maal. 

Ook dit hat geen bezwaar. TA 

Wat beteekent nu een —+ of — vr.? (We plaatsen den 
vr. het eerst.) 

Ook hier heeft men geen verkorte optelling maar iets 
anders en nu wil een + vr. zeggen : Vermeenig vuldig met 
den vr. zonder teeken en laat het komende produkt in 
_ teeken onwverandert. Zo is dus: +a X —b=+(aX-—b)= 
+ (—ab)=-—ab en of nu die a een echte breuk of een 
geheel getal is, dat zal nu geen bezwaar maken, nu wij 
over } als vr. gesproken hebben. 

En nu de — vr. ? 
Dat wil zeggen: Vermeenigvuldig met den vr. zonder 
teeken en neem het komende produkt teegengestelt, Zo is 

dus —a X —b=— (a X — b) =— (— ab) = + ab. 

En ook hierbij hat ik geen zwarigheit, men vont dat niet 
zo raatselachtig. 

En was dat nog eens herhaalt en nog eens en daarna 
gevraagt of ook een der leerlingen in eigen woorden 't ook 
kon nazeggen, dan kwam de bekende teekenreegel met 
zijn vier voorbeelden voor den dag. 

Neen, zo zwaar hep ik de zaak nooit ingezien en ik 
hep er ook nooit van gemerkt dat m’n leerlingen ’t zo 
gewichtig opnamen. 

Terloops merk ik op dat de merkwaardige produkten 
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voor ons de tafel van vermeenigvuldiging in de Algebra 
waren en dat ik bij repetities eiste, dat ze absoluut goet 
gekent werden. Ni trède, ni merci, een teekenfout was een 
geheele fout. 


Examen M. 0. Ks 1917. 


Beschrijvende meetkunde (3 uren). 


1) Axonometrische projectie. L YO'X —=135°, / YO/Z == 1200. 
‚In het vlak YOX ligt een cirkel, middelpunt O, werkelijke 
lengte van den straal =4 eM. Cirkel O is ’t grondvlak van 
een omwentelingscilinder, op welks as OZ de axonometrische 
lengte O'A =12 cM wordt uitgemeten. 5 

De cilinder wordt afgeknot door het vlak, gaande door A 
en evenwijdig aan: het tafereel. 

a) Teeken den afgeknotten cylinder. 

b) De cilinder wordt verlicht door zonlicht, de lichtstralen 
loopen evenwijdig aan het vlak ZOX, de slag-schaduw van A 
op OX walt in een punt B, zoodat O’'B de axonometrische 
lengte van 9 cM heeft. Construeer de eigen schaduw van het 
afgeknotte lichaam, benevens de slagschaduw op XOY. De 
vlakken XOZ, YOZ en het tafereel worden doorschijnend gedacht. 
Eigen en slag-schaduw met een lichte tint of arceering aangeven. 

Opmerking: Dit vraagstuk kan zonder figuur moeilijk 
besproken worden. 

2) Een bol raakt aan het vertikale vlak boven de as in het 
punt A en aan het horizontale vóór deze as in het punt B en 
heeft een straal van 6 cM. In het vertikale vlak wordt de lijn 
l loodrecht op de as van projectie getrokken op 12 cMl ter 
rechter zijde van A. Ken regelvlak wordt beschreven door rech- 
ten evenwijdig aan het horizontale vlak, die l treffen en den 
bol raken. 

a) Construeer de paren beschrijvende rechten van dit opper- 
vlak, die elkaar onder een hoek van 45° snijden. 

b) Kies van deze paren het hoogst gelegene en daaruit de 
lijn a, die den grootsten scherpen hoek met het vertikale vlak 
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maakt. Neem daarop het punt P,‚ gelegen midden tusschen het 
snijpunt van a met Ll en haar raakpunt met den bol en leg door 
P het raakvlak aan het regelvlak. 


Stereometrische oplossing. 


We duiden de horizontale projectie door den aanwijzer 
l aan en de vertikale door den aanwijzer 2. Trek nu in de 
projectie figuur de lijn 4,B, en daarna uit l, twee lijnen 
a, en b, in het horizontale vlak, zoodanig dat Z a,l;b; —= 
45° en dat /,B, die hoek juist middendoor deelt. Beschrijf 
nu om B, een cirkel die aan a, en b, raakt; deze cirkel 
is de horizontale projectie van twee horizontale cirkels op 
den bol. We vinden gemakkelijk de vertikale projecties 
van deze twee cirkels als lijnen evenwijdig aan deas. We 
kiezen de hoogst gelegen lijn die we a, —= b, kunnen noe- 
men ; deze moge l, =l in het punt S, =$ snijden. Zij R, 
het raakpunt van a, met den kleinen hulpeirkel om B,, 
dan kiezen wij P, zoo, dat R‚P,=P,S, en vinden dan 
gemakkelijk R, en P,. 

Om nu in P het raakvlak aan het regelvlak te krijgen 
gebruiken wij een raccordeerende hyperbolische parabo- 
loïde, die hetzelfde richtvlak heeft als het regelvlak (dus 
het horizontale vlak) en waarvan l en een raaklijn r in R 
aan den bol twee richtlijnen zijn. Voor ’t gemak kiezen we 
1 zoo, dat #, langs R‚B, valt. We zoeken nu het raakvlak 
aan de paraboloïde in P. Blijkbaar is a een lijn der para- 
boloïde van ’t tweede stelsel door-P en moeten we dus 
nog een lijn f der paraboloïde hebben door P maar be- 
hoorende tot het stelsel Z en r (eerste stelsel). We constru- 
eeren nog een willekeurigen lijn c van ’t tweede stelsel 
dus horizontaal en zóó dat ze / en 7 snijdt. Dan brengen 
we een willekeurig vlak W aan // l en r, om ten slotte 
door P de bedoelde lijn f te trekken // W. Het vlak door 
a en fis het gevraagde raakvlak. 

Het bovenstaande steunt op de bekende stelling: 

Wanneer een hyperbolische paraboloïde in twee punten 
van een beschrijvende lijn hetzelfde raakvlak heeft als 
het regelvlak, dan heeft de paraboloïde in alle punten van 
die beschrijvende lijn hetzelfde raakvlak als het regelvlak. 

In ons vraagstuk zijn R en S die twee bedoelde punten. 
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Integraalrekening (3 uren). 


Ï) Bepaal de waarde van 
1 
lg (1 + u cos a) Ep 


uV(l— u?) 


door de integraal te differentiëeren naar den parameter «. 


Oplossing. 
1 


EESTE 008 2) du, dan volet 


AE) 
0 


== fien Ju cos 5 Vl — u?) 
of stellende u —= COS v 


òl 


S= Sina 
dx 


be CORR Bee Ds (1) 


7 
Men heeft echter in ’t algemeen 


[ais oermens 
ab Cos p a (sin? Bek COS? 5) Fb (cos? P _ sin? À 


2 
„ab p 
en d. ig 5 9 d(r arg 5) 
TT, EE CN REE SEEN 
atbrlatg:s VOD ree te 5 


en dus als a \b: 


Bebe eb jee EWE 1 )- @ 


Men passe (2) op (1) toe: 


0 
òl Las cosa) NE 
ER [bstete5 A ems]=s Dn ts (lS. ste 

% x 
2 2 
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2 
—--2bgtgltg p= es dus I= — 5 + const. …_… (8) 


Blijkbaar is de opgegeven integraal nul, als « = 2, zoo- 


€)’ 


2 
dat de constante uit (3) gelijk moet zijn aan sn 
zm? — a? 


8 


2) Aan welke voorwaarde moeten de functies P, Q, P, en Q, 
van x voldoen, opdat de vergelijkingen 
ye TE 
y” En By en Dis Q: 
een gemeenschappelijke integraal hebbe? 
Voor dit geval de oplossingen der vergelijkingen te bepalen ? 


Ten slotte: I= 


Oplossing. 
Men heeft, als y, de gemeenschappelijke oplossing is: 
Vi’ Ey,’ + Qy, SOA 
vi + Pig + Qiyi =O. « « « . « (2) 
II 7 dP / d 
u Pys (Er) Rn eee ee 
5 dP dr 
vit Pant (GQ) FE SO 


Elimineert men uit deze vier vergelijkingen de groot- 
heden 4”, y,”, y‚/ en y,‚ dan krijgt men: 
Olde Q 
OTA Qr | 
NE aleine =60 . . . « (5) 


VEP On 


Is deze conditie vervuld dan heeft men: 
vi’ +Py’ + Qy, =O ve 
vi + P,yr + Qiy, =O en 
Aftrekking geeft nu Î 
PP) yi’ + (Q— Qi) va =0 


Yi Qi 
Yi lr 


_| QQ, 
Eb A 
y= Ce A bede en oves (0) 
Elimineert men Q, uit 4”+Py”+Q=0 en y,”+Py,’+Q=0 
dan vindt men y, 9” — yy,” +P (yy —yyi) =O... @ 
Stel nu ORR En (8) 
waaruit : ROR WAD PERS Ea (OD) 
dan wordt (7): e 
u 
IER Pu = DE ORE OE (10) 
— | Paz 
dE Che ER A ee EL) 
Men heeft dus 
— [pas 
vy—yy = Ce 
of 
— | Pe 
dens Oren CMO 
Vr yi” 
— | Pdzx 
d 
y=Csyi + Coys [Se Bane (12) 


3) Een punt beweegt zich op den bol #° Jy? +2 =a? 
zoodanig dat de raaklijn aan de baan steeds een standvastigen 
scherpen hoek « met het horizontale vlak XY maakt. Hoe lang 
is de weg gerekend van het beginpunt in het XY-vlak tot het 
hoogste punt van de baan en hoe groot is het verschil in azi- 
muth tusschen deze beide punten ? 


Oplossing. 


Als beginpunt nemen wij het punt (o, a, o) op de Y-as; 
het hoogste punt van de baan heeft tot applicaat z = # cos «, 
zooals gemakkelijk uit een figuur blijkt. Voor de weglengte 
vindt men nu: 


de ERE on 
gs Sine rn 
de 
sin « 
7 COS « 
Tine 
S—=rcota 


Omdat de raaklijn een standvastigen hoek « met het 
horizontale vlak XY maakt, heeft men: 
Eene nn ee 
Om nu hieruit een differentiaal-betrekking woor onze 
ruimtekromme te vinden, voeren we ruimte poolcoördinaten 
in: «#=rsingeost, y=rsinósing, z=rcosde … (3) 
Het is mij nl. gebleken dat rechthoekige coördinaten 
onhandelbaar zijn. De betrekking (1) wordt dan: 


cos 6 dr — « sin 4 dé B 4 
V(dr? + r?d6? He sin? o,d?) 7 GERNE E 


Maar het punt moet steeds op den bol met straal a 
blijven, dus we hebben: 


Vit 
dr =A0 
waardoor (4) wordt : 
— sin 6 dó 


Vids + einer) On 
__1 WV{(sin?9— sin?) 
Ae Si AEN RE dS (6) | 
Dit is de differentiaal-betrekking tusschen het azimuth _ 


b en de hoek 6, die de voerstraal r met het XY vlak maakt. 
Integratie geeft 


Ee 1 Ee 6 —sin? a) 


io 


sin « sin 4 
Men stelle nu: Sit, 
dan volgt cos 6. dô — dt 
je 


V(1- #2) 
en (7) wordt 


199 


1 f(t? — sin?) dt 


vS sina t Vl zij © 
(#2 — sin? a) dt 
vam V Me ee eat) 
ie B 2 ì 
Ben, BAR ene Le d0) 
dan volgt: 2 —sin?a=—=z? —z°t? 
get sinte 
rd ze d1 
_ (22 41e (2? Jsin?a)z 
DE Ten dz 
1 — sin?) ZCOs? « 
ee En j 
er “Te % 
de zCos* a. dz 1 
TEESE REN 


en dus wordt (9): 


IGE IGE 50) Dn sin?) © 
ej (z° ern Oa aeret (12) 
A 
mf. Zer (ae zer ara) +C 
=t Arid En smd 0 (13) 


el ZE. 1 fz? sin?a — sin? 
ORE TS ank En ee Urn, 


dz sin « 
=de zt as 21 + pref — [anas 7 de zt C 


De rp arotge —arcig gg CO Re ee (14) 


De bepaling der constante geschiedt door op te merken, 
dat het punt (o,a,0) beginpunt is, zoodat (zie 14): 


v/a 
ON een oe de (15) 


pel 


Dan wordt (14): 


1 
v= sin « Are tg 2 — are 18 


St « « « (16) 


sin « 
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Voor het beginpunt is blijkbaar &, == 5ô voor het hoog- 
ste punt der baan is volgens het vorige z=rcosa en dus 
volgens (16): 


Wort 
Het gevraagde verschil in azimuth is derhalve: 


— arc tg (r cosa) — arc tg (r cot a) hen gr (17) 


v, e= gi ATC tg (r cosa) —arcte(reota) . (18) 


Differentiaalrekening (8 uren). 


1) Als z=op(&) voldoet aan de vergelijking 


Es ng 


voldoet w= xp 5 aan de vergelijking 
dw —_n—_2 
dr? == AL WW 
Men vraagt het bewijs. 


; Bewijs. 
Gegeven is: p!()= aat? op (ze) 
Ze he | (1) 
ee) nT 
Hieruit volgt: 
Ae 8 ge (5) nti (2) 
aL 
po) =aa "te (E) 
NONE 
Maar wr (5) dit was gegeven. Dus 


bh (Den 
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Uit (3) en (4) volgt nu dadelijk : 


dw Ei 
ien == AL W, RS EM A Nd ee (5) 


hetgeen te bewijzen was. 


2) Bepaal de constanten m en n zoodanig, dat de vorm 
ò’z dz ò°z 
OEE ten Eer 
eat aaa p 
met behulp der substitutie : 


e= ae !cos nv 


y= ae” sin nv 
overgaat Un ; 
22 dz 


dv? Fo 


Eerste oplossing. 


Men heeft 
== ae! cos nv bot LTE 

òx mu òy Mu. 

rame GOS Nv = MH; Same sin nv == my 

òu du 

: 6 

òe MU , òy nu (2) 
pdre sinnv=—ny;y, ane cosnv=nr 


Dus heeft men: 


òz- dzdr , ddy dz Òz 

du dvdu | Ay du TS oz ar Ue en Se 

òz _ dz dz dy Òz òz 

Sn Te ny St AE 5, ei (4) 
RO, dz zee ey 
do? re natte Fay bag ict ng) 


dz 
do? (— Ors ti hj lei nde nj) 


Òz 
(-n Na — ifgan + noe at) (nee) 


ò2z d?z ò?z ò2z dz Òz 
Ee AP. EEn es 22 NE Ye 0 AI 
or SUY rr nasa Tr” LET VET? Voy ©) 
Òz 


dz O2 
TAS Wk Rd PA (3) 
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gen men (5) en (3) op dan een men : 
ò2z „ òz? de ò?z 
dor + En dere ta a +1 de dy? 


tm nt) EH (mente 


Kiest men n?=1l en m=n?=l dan gaat blijkbaar de 
gelijkheid (6) over in het gevraagde n.l.: 

dz ZIE LENDE dz pt 3 0°z 

do? | du 9 or? IT Sady dy? 


(1) 


Tweede oplossing. 


Werkt men uiet met partiëele differentiaal quotiënten 
maar met differentialen, dan wordt de oplossing iets 
langer. Men heeft dan echter een andere gedachtengang, 
die niet minder leerzaam is. 

We stellen eenvoudigheidshalve a—=1l en hebben dan: 


n=e"T GO8 ND y= esin NO 


da = me” cos nv du — ne” “sin nv dv = mardu—nydv . (2) 


dy = me”* sin nv du + ne“ cosnvdv=mydud-nredo . (3) 
Derhalve: 


dede dp= iede inde. 
(me du — ny de)H gl my du Hede) = 
det jd 
(mar 2 zhmy se) du + (ny tre JON 


qu + Edo REN 


De beide leden van (5) moeten identiek gelijk zijn, omdat 
de differentialen du en dv onafhankelijk van elkander zijn. 
Dus: 


Ò » 
SEM NY 5 TL nn en 


Òz 
ir Co den EN 
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Pi dehdie rad Eda d'y « 6) 
bale zot d bz di) (EE vate) en 
Hie dette 
drm dt} ded For std pdr ed. . 6) 


In deze betrekking wordt z als functie van u en v be- 
schouwd en daarom is dae noch dy constant en dus d?x 
noch d?y gelijk aan nul; maar wel zijn du en dv constant 
en dus tee en sr Nu is eri 


ge aut À se do) Ozi edu H2 SE dude +5 det M 


Blijkbaar moeten (6) en (7) se We ver- 
vangen nu in (6) de differentialen naar x en y door die 
naar w en v, met behulp van Dt en (3). Dan wordt (6): 


OS SE madu— 


Gee (maedu—nyde) (mydu nad) 


Ne re (my de + nae de) +55 (m de du — n dy dv) 


Hm ddr dd MISES NE ALE ER). 
Rangschikt men dezen vorm, dan krijgt (8) de gedaante 
dz=Adu? +2Bdudvd-Cdo? . . . . (9) 
Uit (7) en (8) blijkt: 
22 2 
A= 5 Mm xr 2s Dh ot my? + 
OZ, Òz EK bt 
Ee OR nn tz (10) 
dz ò2z Òz 
B =. ope PNY rn (ay?) + en 
| Òz Òz dz 
op PU 5, mna dudv ge) 


Ò°z dz dz 
Hi pr PY sn RET a 


0 U EE 


of in verband met (6): 
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dz dz oi drdze DS 

dg? 7 zesde rf? Tm du B m? Sl 
„ard? 2 2 dz 1 14) 
pt UT le njh Dô En bt T dude mn * * | 
ò?z d?z „1 dze d 
za 9 3 ry zy En Em du don? ED 


Voor m=l en n? =1 gaat (15) over in het gevraagde. 
Bovendien vindt men de betrekkingen (13) en (14). 


3) Bewijs, dat in het raakpunt eener veranderlijke kromme 
K met de vergelijking f(x,y, c) =O met haar omhullende O het 
verschil der krommingen van K en van O gelijk is aan; 

(2 of err 
\òy ade da dyded 


EGO + GET 


Bewijs. | 
Voor een bepaalde kromme f(x, y,c)=0 heeft men: 
ep ee dy fi | 
a, jan ld De RA . . . 1 
LA 3 Er Aij 0D) 


Vrede Lldet hinde 0 
bo do? +2 dao dy + fy dy® + fi, dy =O 


ze Arde tjd? 
Íy 
dy Foa Hoy WA fy 47 BE 
PEEENRT Ne 
| da fi 
Voor de kromming K,‚ van deze kromme vindt men nu 
dy 
dx? — a + ay 4 + hyy 4 gi, 


Tes 
CER EEE ) 


_ fra toy 4 hy Dy (3) 
EERE BEL nen 
De vergelijking der oibuiledae krijgt men door c te 
elimineeren uit de beide vergelijkingen 


205 


f(a, y‚c)=0 hen ENE ON a A) 
Om die eliminatie te verrichten denken we ons c opge- 


lost als functie van & en y uit ES 
tueerd in f(w,y‚c)=0. In deze onderstelling differentieeren 


we de ne f(e‚y‚c)=0 en vinden dan: 


òf fd 
det ide id) =0. 


— 0, en daarna gesubsti- 


‚We stellen nog hee want we moeten nog eerst 


verder differentiëeren. Dat geeft: 


fo dae + fy dy + fo (endet di | dee + 


òx 
on Br 
7! ” ’ D ” | dj + 
Si 
nr ee ‚_Leerdete,dyj=0 


poe da? + fy de dy H Fo (Cr dar Hey dj) dar + f dry + 
+ fry de dy + fy dy? + fe (Cp dae HC, dy) dy 
HF ifge de +Hfje dy + foe (en dae + ey dd (ede +, dj) =O (6) 
Maar uit ol —0 volgt 
fre da + fe dy H Foo lende Hejdi)=0 .. « @ 


Sob men voor (6) kan Ee ven 


+ ye diy)? En 
deg bre the) — Aro tT Elden 
dn? PD | 


Voor een punt (x,y) der omhullende is de kromming 
K, alzoo: 
en dae + je goin dert Le „4 yr fy 4) heo 
nee EE KE 
bef zl Lt be z) 


3 
2 


- 
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Ce HAHA Ce Hy WFA Poeh (9) 
EE MOEI ; 


Zooals bekend is, raken de kromme K en de omhullende 
O elkander aan, zoodat in het raakpunt (w,y) de waarde 


van y= — rl dezelfde is. Zoodoende vindt men: 
dn On 
: fa an ij TN 


Prfao=f, 1) a 
‚Kin LAFFE (10) 


„Analytische Meetkunde (3 uren). 


1) Op het oppervlak 
TU AE 
une 
liggen twee stelsels van cirkels. Toon aan, dat men elken cirkel 
van het eene stelsel met elken cirkel van het andere stelsel door 
een bol kan verbinden. 
Oplossing. 
We gebruiken een hulpbol B door den oorsprong O, die 
het XOY-vlak raakt in O. Zij P de PE dan stelt 
BAPE Eet 
de bundel quadratische oppervlakken voor, gaande door 
de doorsnede van bol en paraboloïde. We trachten nu À 
zóó te kiezen, dat het eerste lid van (1) het product van 
twee lineaire vormen wordt. Dus zóó, dat 


tyre) lt) 
Sart Bra) Ry hy). 


‚ Hierin is r de straal van den hulpbol B. Blijkbaar mogen _— 


alleen quadratische termen voorkomen, dus: 
Er 
C 


A= Cf 
En (1) wordt: 


mk es Pra 
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Deze vorm kan nooit ontbonden worden, of één der termen 
moet vervallen. Er zijn dus twee mogelijkheden : 
le. 1— ik waaruit dan volgt: 
c 


(tete 


Deze vorm kan ontbonden worden, als 
$ 
ONE ENH ANEnEeL (0) 


Ee Er er (0) 
In beide gevallen hebben we slechts twee bestaanbare 
vlakken. Kiezen we a>b, dan vinden wij: 
5e a? ES b3 


22 —= De y? 
td (a? —b2) Ben MRE) 

Dit zijn de beide cyclische vlakken door O, en 
zat bt) kh. 


waarin k een willekeurige constante, stelt de beide stelsels 
cyclische vlakken voor, evenwijdig respectievelijk aan de 
twee gevonden vlakken. 

Dat altijd een cirkel van ’t eene stelsel met een van 
’t andere door een bol kan verbonden worden, blijkt als volgt: 

Zij P de paraboloïde, V en V’ de cyclische vlakken en 
B een bol, dan moet de identiteit 

EAN ed (9) 

kunnen bestaan. Of 


(EB) Hare my e tm )= 


= gla? dy? dz HArtBytCzt-D) . . (10) 
Dus volgt: 
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l Ì an 
mrt os eme 
£ nml | 1 A 
0 Bef NDT a% m2 a? 
„atb? 
m CT 
kfn en ge, 
mtr (la =D) ee En 


Neemt men voor m in (10) een dezer waarden, dan stelt 
het eerste lid steeds een bol voor, wat of A ook is. Blijk- 
baar zijn V en V’ dan juist de boven gevonden cyclische 
vlakken. 


2. Gegeven zijn de drie rechten | 
| B =C (y=a Zi 
1) UEC 4 ed | ke v=b, 

Gevraagd de meetkundige plaats der punten, die met hun 
rechthoekige projectie op die rechten door een vlak kunnen wor- 
den verbonden. Onderzoek, of die meetkundige plaats rechte 
lijnen bevat. 

Oplossing. 

Zij P(e,,y,,2,) een punt der meetkundige plaats, dan 
blijkt uit een figuur, dat de coördinaten van de projectie 
van P op de X-, Y- en Z-as respectievelijk zijn: 

C‚, 6, Zi; Lis ds 4; b, Yi b. P zelf is Li, Yin Are 

Deze vier punten liggen in één vlak, wanneer 


| LA EN 
Drent rest 
Se b ij je HOEN en 
Cie ir 
CL, C—-Y1y O,ted | 
A= 0, Ay A-Z, Ì En Ta CY1y 0 6 
bij Obee al NEER Te 


0, 0, 0, 1 bx 19 0, b =&1 


= (ei) (ay) bz) + be) (ey) (az) =O. 
De gevraagde meetkundige plaats is nu 
(e—w)(a—y)(b—2) Hbo) (e—y)la—2)=0.. (1) 
Het blijkt, dat de drie gegeven rechten alvast op (1) liggen. 
Maar bovendien liggen er op de rechten 4, 5 en 6, nl: 
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RNC rd Ab 
4) | Z=a 5). EN, 6) y=C. 

We hebben dus zes rechten gevonden. Snijden we het 
oppervlak (1) met een plat vlak, dan moet de doorsnede 
van den derden graad zijn. Snijden we met het vlak # =c, 
dan vinden we de rechten 1) en 4); er moet dus nog een 
derde rechte in dat vlak liggen, en dat kan niet anders 
dan de oneindig verre rechte L’‚ van dat vlak zijn. Dit 
blijkt ook uit 1), want #=c en #=b voldoet. Zoo'n vlak 
a=ec, waarin drie rechten van het cubische oppervlak 
liggen, heet een drievoudig raakvlak, omdat het een door- 
snede met drie dubbelpunten (ontaarding) geeft. Twee dezer 
dubbelpunten of raakpunten liggen op L's. Het vlak « = b 
is ook zoo’n drievoudig raakvlak, dat de rechten 3) en 5) 
bevat en ook door LL’ gaat. Het zal nu duidelijk zijn, dat 
de oneindig verre rechten L? en Li° van de vlakken 
y=a enz=aeveneensop het cubische oppervlak 1) liggen. 

Aangezien Lo, L?en Lê in het vlak in 't oneindige 
moeten liggen (het vlak in het oneindige is immers de 
meetkundige plaats van alle oneindig verre rechten der 
ruimte), zal dat vlak drievoudig raakvlak zijn. We hebben 
nu in ’t geheel 9 rechten ontdekt. Men weet echter, dat 
op ieder cubisch oppervlak 27 rechten moeten liggen, die 
intusschen niet allemaal reëel behoeven te zijn. Maar het 
zal wel niet de bedoeling zijn geweest. om die 27 rechten 
alle thuis te brengen en we zullen dus hiermee volstaan. 


3. Hen rechte van gegeven lengte 2l verplaatst zich zoo, dat 
haar uiteinden twee elkander loodrecht kruisende rechten door- 
loopen. Bepaal de vergelijking van het door haar beschreven 
regelwlak. Welke doorsnee levert dit regelwlak met vlakken, die 
met de gegeven kruisende rechten evenwijdig loopen : 2 

Oplossing. 

Neem een der gegeven rechten als Z-as, en neem de 
andere in het XY-vlak evenwijdig aan de X-as op een 
afstand a. Zij P(o,o p) een punt op de Z-as, en Q (q,a,0) 
een punt op de rechte y==a, z=0, dan moet PQ = 2! of 


M= pita g. ehh de en CE 
De vergelijkingen van PQ, zijn: 
EEE Re eer () 
a —p 


Wiskundig Tijdschrift, 14e Jaargang. 1 
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Na eliminatie van p en q uit (I) en (2) vindt men voor 
de vergelijking van het door PQ beschreven regelvlak: 
Al (ay)? y° =a?y?e? Haya)? + ar (ay) « « B) 
Het regelvlak is dus van den vierden graad De doorsnee 
met het vlak y= const. geeft blijkbaar een cirkel De rest 
doorsnee moet dus gezocht worden in het oneindige, nl. de 
lijn in het oneindige tweemaal geteld. 
Utrecht, October 1917. … DR. Jon. A. VREESWIJK. 


Mondelinge Vragen bij Examen Ks 1917, 


Beschrijvende Meetkunde. Gegeven een kegel; richtkromme 
een cirkel in XOY, de top is gelegen loodrecht boven een 
der punten van den cirkelomtrek, waar het raakvlak aan 
den kegel | V staat. Tevens is de beschrijvende van den - 
kegel | H, beschrijvende eener hyperbolische paraboloïde, 
waarvan een tweede beschrijvende een lijn b// Vis. Gevraagd 
een punt der doorsnijding, met de raaklijn {in dat punt, van 


kegel en hyperbolische paraboloïde te construeeren. 


Axonometrie. De Z-as is de as van een omwentelings- _ 
cylinder met gegeven uittreksel in XOY en gegeven axo- 
nometrische hoogte. Op dien cylinder staat een kegel met 
gegeven axonometrische hoogte. Construeer eigen schaduw 
van dat lichaam bij gegeven lichtrichting. 


Centrale projectie. Construeer een vlak, dat door een 
gegeven lijn gaat, en den hoek van twee gegeven vlakken 
middendoor deelt. 

Analytische Meetkunde Geg. A==(o,o,a). A/==(o,0,—g). 
ge | Gevraagd: de m.p. van de cirkels, die door een 
punt van die lijn, en door A en A’ gaan. 

Geg. een Kk. w=ut, yYy=u?, z=u?. Het osculatievlak 
in (w,t, w,?, w‚°) snijdt de k‚, behalve in dat punt in nog 
een ander punt. Dem. p. van de lijnen, die deze verbinden. 

Regelvlak. Wat is een ontwikkelbaar regelvlak ? 

Voorwaarde ontwikkelbaarheid afleiden. 

Def. asymptotische lijnen. Formule er voor afleiden. 

Idem voor kromtelijnen. 
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Wat zijn die lijnen op een bol, regelvlak, omwentelings- 
oppervlak ? 


Integraalrekening. 


‚ flogrx 
Bepaal . [2 da 
0 


1 
zeen 2 
Bepaal: [ ene , ) ee 


0 
Formule voor differentieeren onder ’t integraalteeken 
bij eigenlijke integralen bewijzen. 
Los op: (zt po)? —q=0. 
Breng een integraal oppervlak door z=0, #? +4? =3. 
Een en ander over de diff. KEEN y=ldr?—y?. 


Differentvaalrekening. 

Differentieer er) | 

Definitie differentiaal- student 

Bepaal de omhullende van — ee AE 1 als a? +b? =c?. 

Een en ander over het beast der omhullende. 

Bepaal den Rn in een uiteinde der groote as 
van de ellips — — eeb et 


Bewijs, dat He ble, y)=0, f',=0, f „=0 voldoen de 
singuliere punten. 

Leid de formule af voor buigpunten in poolcoördinaten 
zonder transformatie. 

N. | W. 


Boekbespreking. 


Dr. MAx PLANCK. Zinführung in die Allgemeine Mechanik 
zum Gebrauch bei Vortrügen sowie zum Selbstunterricht. 
Leipzig, S. Hirzeì, 1916. 7 M., geb. 8 M. 


Dr. Orro DzIiOoBEK. Die Mechanik und ihre Anwendungen. 
Berlin S. W. 11, George Bath, 1916. 3 M. 
Bij het onderwijs in mechanica wordt meermalen de 
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groote fout begaan, de leerlingen in den waan te laten, 
dat de formules eigenlijk het ware zijn. Een leerling, die 
een vraagstuk oplost door in een formule de letters te 
vervangen door gegeven getallen, denkt heel wat verricht 
te hebben, maar weet gewoonlijk niet welke beteekenis zijn 
werk heeft. De samenstelling van bijna alle leerboeken 
wijst naar formules en nog eens formules. 

Een poging hier te lande om bij het onderwijs inzicht 
te geven in het wezen van de mechanica, waaruit dan de 
formules te voorschijn komen als hulpmiddelen om het 
geheugen te hulp te komen, is tot nu toe niet geslaagd. 

De drang der omstandigheden is in Duitschland sterker 
dan bij ons; men voelt daar de macht van de mechanica. 
En terwijl in wiskunde-tijdschriften voortdurend mecha- 
nische problemen worden behandeld, die op den oorlog 
betrekking hebben, beginnen schrijvers op te treden, die het 
inzicht in het wezen op den voorgrond gaan stellen. 
Bovengenoemde werken stellen zich beide op dat standpunt. 

Iet eerste omvat de analytische mechanica; de schrij ver 
onderstelt bij den lezer kennis van de beginselen der analyti- 
sche meetkunde en der differentiaal- en integraalrekening, en 
behandelt de mechanica zooals ze langzamerhand gegroeid 
is, zonder echter vroegere schrijvers in alle opzichten te 
volgen op bij- en dwaalwegen. Bewijzen werden zóó ge- 
kozen, dat ze het best aansluiten bij den gedachtegang 


van den lezer. Als notatie wordt zoowel ge als « gebruikt. 


Achtereenvolgens behandelt de schrijver in het le gedeelte 
de beweging van een materieel punt: op een rechte lijn, 
in de ruimte; centraalkrachten ; potentiaal; relatieve be- 
wegingen, gedwongen bewegingen; en in het 2e gedeelte: 
statica van een lichaam; statica van een stelsel ; dynamica 
van een stelsel; dynamica van een lichaam. 

Het tweede boek is van een hoogleeraar aan de Militär- 
technische Academie te Charlottenburg, en is een onmid- 
dellijk uitvloeisel van den oorlog. Het richt zich tot lezers 
met weinig kennis van wiskunde. Ook hier hebben de 
formules de secundaire rol om met een paar letters vast 
te leggen, wat in meer of minder lange omschrijvingen 
besproken werd. Hoewel de schrijver zelve zegt, dat door 
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zijn elementaire besprekingen geen groote wetenschappe- 
lijke scherpte en nauwkeurigheid bereikt worden, mag zeer 
zeker waardeerend worden gesproken over de zeer groote 
duidelijkheid, waarmede hij het verband aangeeft tusschen 
de in de mechanica optredende begrippen. Zijn boek is 
uitmuntend voor technici, die met geringe kennis van 
wiskunde, willen doordringen in „was die Welt, im inner- 
sten zusammenhält. (De schrijver haalt telkens regels uit 
Faust aan.) Uit den aard der zaak kiest de schrijver zijn 
voorbeelden meerendeels uit artilleristische vraagstukken. 


OrrTo MieG. Natürliche Maschinen. L. Insbesondere der Hebel 
im Lichte einer neuen Theorie nebst Beweis der algebraischen 
Zeichengesetze. 

Im Selbstverlag, Danzig-Langfuhr, 1916. M. 1,20. 

Een klein boekje, waarin de schrijver zich stelt aan de 
zijde der beide Dührings. Het woord energie vervangt hij 

door arbeidskracht. Het bewijs voor het evenwicht van 
een hefboom tracht hij te geven uit beschouwingen omtrent 
de randspanningen. Als aanhang wordt het Carnot'sche 
kringproces in verband met nieuwere motoren besproken, 
en een bewijs gegeven van de algebraïsche teekenproducten 
op den grondslag der Dühring'sche theorie. 


C 


V. KARAPETOFF. Engineering applications of higher mathe- 

matics. Part IT Problems on machine design. 
„ JI Hydraulics. 

New-York, John Wiley and Sons. 

London, Chapman & Hall. 

Het 2e deel verscheen het vorig jaar, het te reeds eenige 
jaren vroeger. Zooals bekend is, trad twintig jaar geleden 
John Perry in Engeland op als voorvechter om het onder- 
wijs aan aanstaande ingenieurs te veranderen. In het 
bijzonder had hij het oog op het wiskunde-onder wijs, en in 
zijn Calculus for Engineers gaf hij een leergang in diffe- 
rentiaal- en integraalrekening, die onmiddellijke toepassing 
met zich bracht op technische onderwerpen. De strijd is 
nog niet uitgestreden, zoomin in Engeland als elders. 
Nog steeds staan — ook in ons land — de zuivere wiskunde 
en de techniek tegenover elkander in plaats van naast 
elkander. Een poging om in ons land toenadering te 
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verkrijgen, is nog altijd in een stadium van poging. 

Het boek van K. wijkt ín zooverre af van dat van Perry, 
doordien het kennis onderstelt van analytische meetkunde 
en differentiaal en integraalrekening, en dat hij niet de 
voorbeelden kiest in volgorde van de wiskundige bewer- 
kingen, maar zooals ze zich voordoen in de praktijk. Den 
wiskunde leeraar geeft het een aantal vraagstukken, die 
zich in de techniek voordoen, telkens voorafgegaan door 
een algemeene bespreking. 

De voorrede spreekt over een denkbeeldige school op 
de maan, waar technici op een dwaze wijze worden opge- 
leid, om te doen uitkomen, dat — wat wiskunde betreft — 
de opleiding volstrekt nog niet ideaal is. In een tweespraak 
tusschen den schrijver en een aanstaand lezer geeft de 
schrijver duidelijk te kennen, waar het hem om te doen is. 

In het le deel worden behandeld : hellend vlak en schroef f 
tapwrijving; taatswrijving; drijfvermogen van riemen; 
wringing; traagheidsmoment van vliegwielen ; 

in het 2e deel: waterdruk op ondergedompelde opper- 
vlakken; diepte van inzinken van drijvende lichamen; 
uitstroomingstijd; vorm van een straal; vraagstukken 
omtrent watervoorziening; doorsneden van buizen. 


F.J. VAES. Cilinder, kegel, bol. 

Derde deel van Hoofdzaken der beschrijvende meetkunde. 
Rotterdam, Boymans’ Boekhandel, 1917. f 1.10. 

Dit bevat de constructies betreffende de drie genoemde 
lichamen; hun doorsneden met platte vlakken, en onder- 
ling. Voortdurend is de achthoek-constructie voor de ellips 
toegepast. 


F. J. VArs. Methoden van teekenen en projecteeren en op- 
merkingen daarover. 

Rotterdam, Boymans’ Boekhandel 1917. f 0.90. | 

De verschillende projectie methoden worden afgeleid uit 
de centrale projectie. Een aantal bijzondere onderwerpen, 
die men gewoonlijk niet in andere boeken aantreft, worden 
besproken. 

J. IL. A. MrALARET. Handleiding tot de practijk der scheef- 
hoekige en der rechthoekige axonometrie. 

Amsterdam, L. J. Veen. f 2,25. 


Ld 


Bij het doorloopen van dit boek kwam telkens de vraag 
op, of de schrijver zich niet illusies maakt. Wie in de ge- 
legenheid is fes te geven zoowel in scheef hoekige projectie 
als in axonometrie, weet, dat de leerlingen, zoowel jongere 
als oudere, zeer gelijdelijk moeten worden gebracht tot 
uitvoeren van samengestelde constructies. Het teekenen 
van een tafel of bankje geeft geen moeielijkheden, maar 
tevergeefs zoekt men in het boek meer samengestelde 
voorwerpen. De schrijver, als ingenieur-architect in de 
practijk levend, meent te goeder trouw een practisch boek 
gegeven te hebben in tegenstelling met andere, die zuiver 
theoretisch zouden zijn, maar is in werkelijkheid even 
theoretisch als andere boeken, doch minder systematisch !), 
en daarom bij een groot aantal constructies omslachtig. De 
scheefhoekige projectie bijv. van een bol is zeer bewerkelijk. 

Richt de schrijver zich tot beginnenden of tot personen, 
die reeds kennis dragen van het vak ? Men moet aanne- 
men, dat dit laatste het geval is, waar de schrijver eenige 
kennis onderstelt van gebogen oppervlakken, en dus opgeeft 
hyperboloïden, wig van Wallis, schroef vlakken, tongewelf 
te teekenen. De schrijver wil den lezer van aesthetischen 
raad dienen, en geeft daarom hier en daar aanwijzigingen 
omtrent keuze van assenkruis, enz. Maar juist bij die op- 
pervlakken wordt de lezer aan zichzelf overgelaten. 

In fig. 68 liggen de punten c en f niet zooals in den tekst 
is aangegeven. 


Annuaire pour lan 1918; publié par le Bureau des longitudes. 

Paris, Gauthier-Villars et Cie. 2 frs. 

Het wetenschappelijke leven gaat in Frankrijk zijn gewo- 
nen gang; dit jaarboekje verschijnt alsof er geen wolkje aan 
de lucht is. Dit jaar bevat het tabellen betreffende metrologie, 
muntwezen, de wettelijke uren, metereologie, astronomische 
refractie, aardmagnetisme, natuurkunde en scheikunde. 

Er zijn vier verhandelingen bijgevoegd : 

G. Bigourdan, Les cadrans solaires. 

J. Renand, L’heure en mer. 

M. Hamy, Le soleil et le magnetisme terrestre. 


1) Men zie een opmerking over systematiek en methodiek in het 
hiervoor‘ vermelde boekje: Methoden van teekenen enz. 
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Emile Picard, La vie et l'oeuvre de Gaston Darboux. 
Ook zijn kalender-gegevens voor 1919 opgenomen. 


G. MANNOURY. Over de sociale betekenis van de wiskundige 
denkvorm. 

Rede uitgesproken bij de aanvaarding van het ambt van 
buitengewoon hoogleeraar aan de Universiteit van Amster- 
dam op Maandag 8 Oktober 1917. 

Groningen. P. Noordhoff. 1917. 

In afwijking van andere redevoeringen over wiskundige 
onderwerpen, is deze rede voor een groot deel te volgen 
en te verwerken door leeken op wiskundig gebied. 

Slechts op het laatst, waar de spreker bepaalde wiskun- 
dige onderwerpen noemt, zullen alleen wiskundigen hem 
kunnen volgen. 


M. H. Spruyt. Homogene coördinaten in het platte vlak. 
(driehoekscoördinaten). 

Zutphen, W. J. Thieme & Cie. 1917. f 1.25. 

Het is geen nieuw onderwerp, dat de schrijver behan- 
delt, hij heeft het boek samengesteld ten nutte van hen, 
die op eigen studie zijn aangewezen, en niet gemakkelijk 
grootere werken kunnen aanschaffen. Achtereenvolgens 
bespreekt hij punt en rechte lijn; vergelijking eener kegel- 
snede in punt-coördinaten; tangentieële en oppervlakte- 
coördinaten ; projectievische coördinaten; bijzondere kegel- 
sneden ; cirkels met betrekking tot den driehoek ; involutie ; 
bundel van kegelsneden; schaar van kegelsneden; trans- 
formatie van. driehoeks-coördinaten. 

Het boek maakt een aangenamen indruk. 


In verband met het op bladz. 54 besproken boek van Dr. 
J. C. Kapteyn and Dr. M. J. v. Uven: Skew frequency cur- 
ves in biology and statistics, 2nd paper, behandelde Dr. v. U. 
in de Verslagen van de Kon. Acad. van Wet. te Amster- 
dam 1916, bladz. 519: Logarithmische frequentieverdeeling, 
en bladz. 709: Scheeve frequentiekrommen. 


P.J. Vars. Graphische Voorstellingen, 2e druk, 1917. f 1.25. 


— De beginselen der Differentiaal- en Integraal- 
rekening, 2e druk, 1917. f 2,40. 
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Haarlem, firma P. Visser Azn. 

Deze twee boeken waren vroeger in één boek vereenigd. 
Om verschillende redenen zijn ze nu gescheiden, in hoof d- 
zaak omdat ze beiden meer uitgebreid zijn. 

Het eerste is aangevuld met een inleiding, een paar 
nieuwe hoofdstukken en een aantal vraagstukken. 

In het tweede boek is het begrip limiet uitvoeriger be- 
sproken, terwijl het begin van de integraalrekening geheel 
is omgewerkt en daardoor verduidelijkt. Als nieuwe hoofd- 
stukken zijn bijgevoegd: raaklijnen, oppervlak van een 
ellips; oppervlakken bij een parabool, inhoud van omwen- 
telingslichamen, oppervlak van een, draaiende vloeistof, 
onbepaalde vormen, maximum- en minimumwaarden, par- 
tiëele integratie, een viertal bijzondere integralen uit de 
waarschijnlijkheidsrekening, vorm van gelijken weerstand 
tegen uitrekking, dubbele integralen, terwijl nu ook ant- 
woorden zijn bijgegeven. 

Lezers met betrekkelijk weinig kennis van wiskunde 
kunnen zich de D- en I-rekening in zoover eigen maken, 
dat zij tijdschriftartikelen, hun vak betreffend, kunnen 
volgen. Er is steeds gelet op wat de werktuigkunde, de 
patuurkunde en de techniek noodig hebben. 


F. J. VAES. De Machinist. No. 1. Hoe bepaalt men de 
trekkracht van locomotieven en den weerstand van treinen ? 

Rotterdam, Boymans’ Boekhandel. f 0,80. | 

Een populaire bespreking, waarin de weerstand van de 
lucht, de weerstand door wind, invloed van hellingen, invloed 
van gebogen banen zonder formules worden behandeld. 

Van eenige nieuwere locomotieftypen, in ons land ge- 
bruikt, wordt de trekkracht berekend, en nagegaan wat 
de oorzaak kan zijn van doorslaan. 


F. FRENET. Recueil d'erercises sur le calcul infinitésimal, 
te édition, 1917. 9 frs. 

Paris, Gauthier-Villars et Cie. 

Hierin wordt een oude bekende begroet. Wie de analyse 
bestudeerd heeft, kent het boek. De schrijver zorgt bij 
elken nieuwen druk, dat hij op gelijke hoogte blijft van 
het onderwijs. Het boek beveelt zichzelf aan; het is 
onnoodig veel er over te zeggen. 
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Als aanhangsels zijn opgenomen : 

H. Laurent: Résidus, fonctions elliptiques, “équations aux 
dérivées partielles, équations aux differentielles totales. 

R. de Montessus de Ballore : Un formulaire concernant 
les fonctions elliptiques. 


Vraag en Antwoord, 


Aanvulling der beantwoording van vraag 118, Jaarg. XII, 
bladz. 154. 


1 


Aan het eind van, vraag 118 zijn wij o. a. tot het volgende 


resultaat gekomen : 
Ee 

Voor u? Re bereikt de staaf het bovenste punt, 
en blijft daarin in labielen evenwichtsstand in rust. 

De heer L. te Z. heeft er echter op attent gemaakt, dat 
wij in dit geval te doen hebben met een asymptotische 
beweging, dus dat de labiele evenwichtsstand nooit be- 
reikt wordt. 

Inderdaad blijkt nl. uit 1 der door ons afgeleide formu- 
les op pag. 154, dat dan: 


OD (1 oost 40 0e ee sin? 44. 
. dé _ in 1 6(g — u?!) 
Dus: ptss VL) 
| Leren 
Ke der Vlagen | sin5ó 


De tijd, die de staaf dus noodig heeft, om uit de begin- 
stand, waarin hij een hoek 6 met OA maakt, tot de stand, 
waarin hij een hoek 6 met OA maakt (6 <5), te komen 
REURRAR: 


ef y Ken | RT v bes zj log gi 


Wanneer # tot nul nadert, nadert het 2e lid dezer verge- 


lijking tot oo. 

Dus inderdaad wordt de bovenste stand eerst na onein- 
dig groote tijd, bereikt. 

Daar er evenwel voor iedere willekeurig kleine waarde 
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‚e van &’ een tijd {=2 v ain OT meer tan Ste vinden 


is, welke eindige tijd, de staaf noodig Hott e Si de stand 
te bereiken, waarin hij de hoek ce met OA maakt, geschiedt 
de beweging asymptotisch. Q. E. D. 

Vervolgens maakt de heer L. erop opmerkzaam, wanneer 
wij het vraagstuk wat algemeener opvatten, en niet vragen, 
hoe « van w, afhangt, dat dan voor bepaalde waarden 
van « de hoogste stand stabiel kan zijn. 

Dit feit was ons indertijd niet ontgaan. Wij hadden wel 
gezien, dat wanneer men « maar steeds grooter maakt, 
de staaf dan eindelijk om het bovenste punt als even wichts- 
stand zal gaan slingeren, dus m.a.w. dat de bovenste 
stand van de staaf een stand van stabiel even wicht zal zijn. 

Evenwel bereikt dan de staaf nimmer het laagste punt, 
of wel, de snelheid in ’t laagste punt is imaginair. 

Daar wij ons aan de gegeven vraagstelling hielden, 
„dat de staaf met een gegeven hoeksnelheid wo, door den stand 
gaat, waarbij haar zwaartepunt zoo laag mogelijk is geplaatst,” 
hebben wij het laatste geval, als niet in overeenstemming 
hiermede, terzijde gelaten. 

Laten wij evenwel ook imaginaire waarden toe voor de 
hoeksnelheid in ’t laagste punt, dan behoeft het op pag. 
154 13e jaargang gegeven betoog een kleine aanvulling. 

Uit de formule: 

LE l) 


we == — cos* } 1 6 


blu? etl 


volgt: wt == cos? 5 6, 


Opdat er beweging zal Baan plaats hebben, als w, 
imaginair, dus w,? negatief is, moet, voor bepaalde waar- 
den van 4, w? ) 0 zijn, dus noodzakelijk doch niet voldoende 
is, dat de coëfficiënt van cos? 36 positief is. 

Dus: on 10,0 


me) 4 
drukt de noodzakelijke, doch onvoldoende voorwaarde uit, 
dat w,? negatief zij. 
Verder volgt nu in dit geval: 
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wt =w IR: en en 
Ed 2 
a ad 
2 bg — av? 
dus v 6] . 


Dit is juist de ongelijkheid, die wij op pag. 154, 18e jaar- 
gang gevonden hebben, noodzakelijk en voldoende opdat 
w? in de bovenste stand een positieve waarde bezit. 


Dus wanneer u? in en w,‚? negatief, dan bereikt de 


staaf het bovenste punt met een eindige reeële snelheid 
gaat door de bovenste stand heen, en zet links hiervan de 
beweging symmetrisch met het le gedeelte voort. 

De punten van grootste amplitude worden gekarakteri- 
seerd door: w? =0, dus: 

— do ® 
6u? l—g) 

De staaf schommelt dus om de bovenste stand, en de 
hoek van grootste uitwijking bedraagt: | 


+ 2 bg cos Van): 


Wanneer Ebben et dan is doei =1, dus 


COS* 59 = 


== 0. Dan is de staaf in de bovenste stand in evenwicht, 
en wel in stabiel evenwicht. 
Want, brengen wij de staaf een weinig uit deze stand, 
dan volgt uit vergelijking (1) pag. 153: 
d?6 Sn g — «°)) 
8 dt: ô 
dat ze { 0 is, dus de componente der kracht langs OP 


is naar O toegericht, dus zij tracht de staaf i in de evenwichts- 
stand terug te brengen 
Stel eindelijk w, =0. 
6(g — u°l) 
a 


Dan is wo? =— cos* 54. 
Dus opdat er beweging mogelijk zij, moet u? > zijn, dan 


is dus: om too VvE 
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dus de tijd noodig om van de stand (6 =6,) in de stana 


6—6, te komen, bedraagt: 
0, 


EE nn 


0, 
ó x 
| ’ te() 
of ttl) los kane 

tg Ce J- ni) 
4d 4 

Deze uitdrukking nadert voor 6, —- 7 tot oo. 

Dezelfde redeneering als boven houdende, komen wij 
dus tot de conclusie ook in dit geval met een asymptotische 
beweging te: doen te hebben, waarbij het punt na « tijd 
de labiele evenwichtsstand bereikt. 

Dit alles samengevat, kunnen wij dus nog zeer goed de 
vroegere vraagstelling behouden, dus vragen hoe het van 
de coëfficiënt «u? afhangt, of de staaf volle wentelingen, 
dan wel slingeringen zal maken. Het antwoord luidt dan: 


u bg ze aa” N g : Slingeringen om de bovenste 
6 stand, met amplitude 
/ ek S 
2 bg cos aen nd 
6g — aw,° g AE 
ui = NTA staaf verkeert in bovenste 
| : stand in stabiel even wicht. 
ur en eb beweging onmogelijk : 


hoeksnelheid in alle punten 
met reeële 6 imaginair. 
volledige wenteling om A. 


um AES C g s staaf nadert asymptotisch totde 
; bovenste stand, die een labiele 

je even wichtsstand is. 
USC 9 ; staaf slingert om A,‚ met am- 


plitude 2 be: cosV/ (tn ). 


' staaf nadert asymptotisch tot de onderste 
stand, die voor dit geval een labiele even wichts- 


stand is. 
Rotterdam. … S.C, VAN VEEN. | 
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Vraag 124. Verbetering. Behalve de krachten, genoemd 
onder de nummers 1 en 2 op pag. 141 werkt nog op het 
materieele punt A de zoogenaamde „samengestelde mid- 
delpuntvliedende kracht” (force centrifuge composée). Deze 
kracht is de oorzaak der versnelling van Coriolis. Haar 
vector is gericht door het materieele punt, loodrecht op 
het vlak door de draaiingsas en de geometrische as der 
buis, waarin zich het punt A bevindt. Haar componente 
in de richting der buis is dus =0; hieruit volgt dat het 
eerste gedeelte der oplossing geen verandering ondergaat. 
In de richting der buis werkt weer de kracht: mg cos a + 
mu? sin? e«, en op dezelfde wijze als op pag. 142 vindt 
men dus voor de afstand van A tot O op ’t tijdstip A: 

(wsina)t -wusina)t 


_geosa 2 9) DR) 
®, ee —@ Dn 
9 u? sin? « 
2geose ope W sin «) f 
u? sin?a 2 
Ek en et ie: 
is inte (Ch (u sin «) — 1]. 
De relatieve snelheid V,„ van het punt in de buis bedraagt: 
EDA da _ geosa 3 ES sin «)é _ geoss rs. 
r dt usinz usina 


Zooals bekend is, bedraagt de grootte der versnelling 
van Coriolis : 
2u V‚, sin « —= 2g cosa Sh (u sin «) t. 
De samengesteld middelpuntvliedende kracht bedraagtdus: 
2mu V ‚sin « = 2mg cos « Sh (u sin «)t. 
De druk, door de buis op A uitgeoefend, bestaat uit : 
le. een kracht, gelijk aan en tegengesteld gericht met 
de componente der middelpuntvliedende kracht, loodrecht _ 
op de buis. 
Deze componente ligt dus in ’t vlak ZOA, wanneer OZ 
de draaiingsas is. Hare grootte bedraagt, zooals op pag. 142 
mg 


1 5 2 Ì X A= Ì AZ 
s gevonden: mu? vx, sin « cos mg sin RE. 


Ch (u sin a)t — 1l — mg sin «. 
2e. een kracht gelijk aan, en tegengesteld gericht met 


*) Op pag. 142 staat hier als drukfout een —+ teeken. 
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de samengesteld middelpuntvliedende kracht, dus werkende 
in A loodrecht op vlak ZOA, groot 2mg cos a Sh (u sin «) t. 
Deze beide krachten liggen in een vlak loodrecht op de buis. 
Haar resultante bedraagt : 
D, =— ae WICh (w sin «)f—1— sin?al*H{sin 2a Sh (u sin «)tl2.] 
Dit is dus de druk door de buis op ’*t tijdstip ft op A 
uitgeoefend. Deze druk is steeds ) 0. 
S.C. VAN VEEN en J. v. ROON, Rotterdam. 


Tweede antwoord op vraag 124. Beter had de heer van 
Veen het vraagstuk als volgt kunnen aanvatten. Neem een 
coördinaten-stelsel met oorsprong in O en de Z-as vertikaal. 
Een punt der buis op een afstand / van den oorsprong heeft 
de coördinaten # =l sin « cos vp, y =l sina sin wp, z = —l cosa, 
waarbij p de hoek is, die het vertikale vlak door de buis 
maakt met het vlak XO0Z. 

Ontbindt men de reactie van de buis op het bewegende 
punt A in een kracht gelegen in het vlak ZOA en een 
loodrecht daarop, resp. D, en D,, dan is 


2 
=D, sin « — mg 


2 2 
ze =D, cosa cosv — D, sin p; de —= D,cosasinp JD ,cosp- 
Hieruit, met al =g en na uitvoering der differentiaties 
2 
— m Gps cosa =D, sina — mg shar (1) 


leg: OE En angen els dos me , 
N pz COSP HM oa sin p= mn sina —mi(G) sinx=D, cos x (2) 
da. dy ster hee raed 
mer ( dt sin p 4 Mo COS pm a BT sin «=D, . (3) 


2 
(1) en (2) geven m d — mlu? sin?« == mg COS « 


waaruit Z volgt (door de heer van Veen « genoemd). 
__ Daarna D, = mg sin « — mlu® sin a cosa 
den. 
D; = 2m brak sin « 

wat dezelfde uitkomsten geeft als boven genoemd. De 

totale druk tegen de buiswand zal nooit veel zijn, daar 
__D, blijft bestaan in de gevallen dat de heer van Veen 

_D,=0 vindt. J. VAN ROON, Rotterdam. 
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Vraag 127. Op bladz. 78 geeft de heer KR. in antwoord op 
vraag 125 het bewijs, dat een onmeetbare logarithme geen wor- 
telvorm kan zijn. Wanneer ik nu in dit bewijs v2 door log 5 
vervang, krijg ik het volgende : 

log 3 ligt tusschen 0,4 © en 0,5 
5 0,47 en 0,48 
: 0,471 en 0,478 
enz. 


Als dus a — 10/29 3 dan ligt a tusschen W104 en W105; 
10n 109 1000 4/77 1000 4/78 é S 
ven v48, vv 10 en wv 10 ‚en ds bijgevolg nooit 
een geheel getal. 

Toch is nu a=3. Moet ik hieruit besluiten, dat log 3 eigenlijk 
niet bestaat ? Of schuilt er in mijn redeneering soms een fout ? 

N. W. 


Vraag 128. In een vlak zijn gegeven twee (willekeurige) 
rechten G, en Gs, en drie (willekeurige) punten S,, Ss en T. 
Door T een lijn te trekken, die G, in A, en Go in A, snijdt, 
zoodanig dat S,A, // S,As. Bespreek de verschillende moge- 
lijkheden. 

Dit is een bekend vraagstuk uit de Projectieve Meetkunde : 
construeer de asymptotische richtingen van een kegelsnede, voort- 
gebracht door twee projectieve stralenbundels (S,G,) en (S,G). 
De constructie komt hierop neer, dat men den stralenbundel 
(S,G,) evenwijdig aan zichzelf verplaatst tot S, met S, samen- 
valt en van de aldus ontstane concentrische stralenbundels de 
dubbel-elementen te construeeren. 

Kent een der lezers een elementaire oplossing van bovenstaand 
vraagstuk 2 


H. R.S. 


Nieuw verschenen werken. ° 


(Door de Redactie ontvangen.) 


P. J. BOS. Leerboek der Algebra. Theorie en Opgaven. 
Eerste deel (met ongeveer 1600 opgaven) negende, ver- 
eenvoudigde druk. 


Uitgever : Gebr. Kluitman, Alkmaar 1917. f 1.85. 


J. B. N. RUBEN, Leerboek der Vlakke Driehoeksmeting. 
191 den | 
Uitgever : H. J. Spruyt, Rijswijk. 


*) Van hollandsche schoolboeken wordt geen recensie gegeven. 
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Het aantal deelen, waarin een meer-dimensionale ruimte 
verdeeld wordt door een aantal ruimten van 
één dimensie minder 


DOOR 
Dr. G. C. A. KOOPMANS (Den Haag). 
(Vervolg van bladz. 176) 


Evenwijdige rechten bij de verdeeling van een vlak. 


Wordt de ade rechte evenwijdig gebracht aan één der 
reeds aangebrachte, dan bevat deze slechts (a — 1) deelen 
dus één deel te weinig, en levert dus ook een tekort op 
van één deel van het platte vlak. Volgende willekeurig 
aangebrachte rechten leveren weder hun normaal aantal 
deelen, tot er weder een komt b.v. de bde die ook even- 
wijdig aan de ale wordt getrokken. Deze heeft slechts 
(b—?) deelen (omdat ze door slechts (b — 3) rechten ge- 
sneden wordt) en levert dus ook twee deelen van het 
vlak minder dan in het normale geval. Het totaal te kort 
is dus nu 3. Vindt men later nog een cde een dde enz. 
rechte, elk evenwijdig aan de ade dan neemt het tekort 
toe met 3, 4 .. . zoodat het geheele te kort wordt aange- 
geven door een driehoeksgetal, welks wortel 1 minder is 
dan het aantal evenwijdige rechten. 

Brengt men vervolgens een of meer rechten aan, welke 
evenwijdig zijn aan een andere dan de ade, dan vindt men 

opnieuw een verlies van 1, 3, 6, 10 ...deelen. Heeft men 
dus onder de v verdeelende rechten een /tal, een m-tal 
een x-tal ... evenwijdige, dan bedraagt het totaal tekort 
aan deelen waarin het vlak verdeeld wordt: 

HUL — 1) Am (m — 1) HA (Nn — 1) + 
of Fl? — SEL. 

Het normale aantal is 3? +v+2).dus het aantal, dat 
ontstaat wanneer de genoemde groepen evenwijdige rech- 
ten aanwezig zijn is A—=t(v?d-vt2—l? EU). Men 
merke nu op, dat de uitdrukking 41 (l — 1) welke het tekort 
aangeeft voor alle waarden van / geldt zelfs voor / =1. 

Wiskundig Tijdschrift, 14e Jaargang. 5, 
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Men kan dus zeggen Zl =v, dus Xl? =v? —22lm 

en dus A=t(v? dv J2—v? + 2m tv) =d Elm F1 
of wel A= lm + Zl +1. 

Inplaats van het verlies aan deelen te berekenen kan 
men ook het aantal gevormde deelen bepalen. 

Wij beginnen met de groep van ! rechten, deze verdeelt 
het vlak in (l+ 1) deelen. De rechten van de tweede groep 
verdeelen elk van de (l +1) aanwezige deelen in (m +1) 
deelen, zoodat het totaal aantal deelen (+1) (m +1) 
bedraagt. 

Met de volgende. groep van n rechten gaat het echter 
niet meer zóó; en het is daarom beter, de uitkomst (/ + 1) 
(m +1) een weinig anders af te leiden, a. v.. Vóór er één 
rechte getrokken is, heeft het vlak 1 deel; door het op- 
treden van de! rechten vermeerdert het aantal deelen met / ; 

resultaat: 1 +4 
door het optreden van de m rechten, die elk (1 +?) deelen 
hebben, vermeerdert het aantal deelen met m (1 +4); 
resultaat als boven: 1 +4 +4 m + lm. 

De n rechten van de derde groep bevatten ieder (1 + l + 1) 
deelen en leveren dus gezamenlijk n(l +! + m) deelen van 
het platte vlak ; | 
resultaat : Leelee tl A rin SR 

De p rechten van de vierde groep bevatten ieder 
(1 J- 14 mn) deelen en leveren dus Biden pl + 
+ mn) deelen ; resultaat : 

BEES, + ln + mnd Up-mp-np = | Et Xl + Elm. 

Het blijkt onmiddellijk, dat deze uitdrukking verder 
algemeen geldig blijft, 

De getallen !, m, n, p kunnen, zooals gezegd, alle waar- 
den hebben, ook: 1 en men kan dus, als men wil, de nu 
gevonden uitdrukking 1 + 2/4 Elm als de algemeene be- 
schouwen, welke (voor het geval elk der getallen /, m... 
de waarde 1 aanneemt) overgaat in de bijzondere waarde 

Ivie Iet lj d 
die wij vroeger als de algemeene uitkomst hebben leeren 
kennen. 

Men merke op, dat het verlies uitsluitend geleden wordt 
door de gesloten deelen, ten minste zoodra men meer 
dan één groep evenwijdige rechten heeft. 
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Bij de eerste groep (van l rechten) is ook het normale 
aantal open deelen (24) verminderd tot + 1, maar zoodra 
men slechts één rechte van een andere groep aanbrengt 
wordt het aantal gebracht op 24 +1) dus op 2 en dit 
blijft verder zoo. De reden hiervan is, dat ook de gesloten 
deelen van die (l + 1)de rechte open deelen van het vlak 
opleveren, doch verder blijft de algemeene regel doorgaan, 
dat gesloten deelen van elke rechte uitsluitend gesloten 
deelen van het platte vlak opleveren. 

Evengoed als men het totaal aantal open deelen kan 
bepalen, kan men het tekort aan open deelen vinden. Het 
blijkt dan direct, dat, wanneer men met twee snijdende 
rechten begonnen is, elke volgende rechte, die natuurlijk 
haar twee open deelen heeft, ook twee open deelen van 
het vlak levert. 

Evenzoo blijkt direct, dat het straks bepaalde totaal 
tekort, onveranderd geldt voor het tekort aan gesloten deelen. 


Evenwijdige vlakken bij de verdeeling van de ruimte. 


‚ Brengt men het ade vlak evenwijdig aan één der vroe- 
ger. aangebrachte, dan bevat dit slechts (a —2) rechten 
inplaats van (a — 1). Hierdoor komt het vlak (a — 1) deelen 
te kort en het levert dus ook zooveel ruimtedeelen te weinig. 

Elk volgend willekeurig aangebracht vlak heeft nu wel 
zijn normaal aantal rechten, maar daaronder bevinden 
zich twee evenwijdige, zoodat elk dezer vlakken 1 deel 
te kort komt en dus ook 1 ruimtedeel te weinig levert; 
het totaal te kort aan ruimtedeelen is dus altijd 1 minder 
dan het aantal aangebrachte vlakken. Komt er naeenigen 
tijd weder een vlak b.v. het bde evenwijdig aan het ade, 
dan heeft dit twee rechten te weinig en komt dus 
(b—2Hb—1) deelen te kort en levert dus ook (2b — 3) 
ruimtedeelen te weinig; daar het te kort (toen het (b — Ide 
vlak aangebracht was) reeds b —2 bedroeg, is het nu, door 
het bde vlak, gestegen tot 3b — 5. 

Elk. volgend, willekeurig aangebracht vlak bevat wel 
zijn normaal aantal rechten, maar daaronder bevinden zich 
een drietal evenwijdige, zoodat elk dezer vlakken deelen 
te kort komt en ook 3 ruimtedeelen te weinig oplevert ; 
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het totaal te kort aan ruimtedeelen is dus nu altijd 5 min- 
der dan het 3-voud van het aantal aangebrachte’ vlakken. 

Wordt het cde vlak weder evenwijdig geplaatst aan het 
ade en bde, dan is het te kort aan rechten daarin: € — 3 + 
c—2 He —-1l=3e—6 zoodat ook het aantal opgeleverde 
ruimtedeelen 3c—6 te klein is en daar (na het aanbrengen 
van het (c—l)de vlak) het te kort reeds 3(c— 1) — 5 == 
3c — 8 was, stijgt het nu tot 6e — 14. Evenzoo vindt men: 
6d —1) —14 + (d—4Hd-34d- 2d) = 10d — 30 
enz. De coëfficiënten 1, 3, 6, 10 van a, b, c, d ... in de 
gevonden uitdrukkingen zijn blijkbaar de driehooksgetallen; 
de aftrekkers 1, 5, 14, 30 ... in diezelfde uitdrukkingen 
zijn de sommen der orvaleeiis guadraten. 

14 b.v. overtreft 5 met 34-342 H1=3? en wordt door 
30 overtroffen met 6 +443 -2H1=4?, 5) 

Het is duidelijk dat men deze uitkomsten eenvoudiger 
vindt door de evenwijdige vlakken als eerste van de groep 
te nemen. Het scheen mij echter niet ondienstig te laten 
zien “dat men ook, wanneer de volgorde veranderd wordt, 
zonder moeite hetzelfde resultaat verkrijgt. 

We hebben dus gevonden: wanneer zich één /-tal even- 
wijdige vlakken onder de totaalgroep van v-vlakken be- 
vindt, wordt het normale aantal ruimtedeelen verminderd 
met IL Zeg D's de ar) SE oee sld 

Brengt men nu een ti vlak evertwijdik aan één dêr 
vlakken die niet tot het /-tal behooren, dan mist dit voor- 
eerst één rechte die in (@ —1) deelen verdeeld behoorde 
te zijn en heeft dus een tekort van (a —1) vlakke deelen, maar 
in de tweede plaats is er een tekort aan deelen tengevolge 
van de evenwijdigheid van / der rechten ; dit laatste aantal 


zj 


is echter een functie van Z alleen, nl. Gn DE math Het totaal 


verlies aan ruimtedeelen, dat door deze everiwijdieheid 


*) De som van twee opvolgende driehoeksgetallen (hier 3 en 
6; 6 en 10) is blijkbaar een „ruitgetal” dus een quadraat. _ 
L— 1) U2U — | Ae Aa 
ader) ee is, zooals bekend, de som der quadraten 
van de eerste (l— 1) getallen. 
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Ul — 


optreedt is dus ee Ha—l en daar het, tengevolge 


van de (@ —1) reeds aanwezige vlakken bedroeg, 


BD a D 


is het totaal tekort dus gestegen tot 
2 DQ — ene 


Door het volgend Ban Ree evenwijdig aan het ede neemt 


En Er 2x —1*%) en stijgt dus tot 


het tekort toe met 


Ee Di hel (U sn Dita ed 

Zoo voortgaande vindt men de volgende getallen : « — 1 ; 
Sr — 2; 6 —2**); 10x, 1525 of wel 1(x) —1, 31) —5, 
6la + 2) — 14, 10 +3) — 30, 15(w + 4) —55 en dus dezelfde 
getallen, die wij bij het eerste /-tal gevonden hebben m. 
a. w. Het tekort geleverd door een tweede groep evenwijdige 
vlakken is onafhankelijk van het tekort geleverd door de eerste 
groep, zoodat, wanneer zich onder de v verdeelende vlak- 
ken een /-tal en een m-tal evenwijdige vlakken bevinden 
het totaal te kort bedraagt: 


Ul) (LI) U —1) , m(m—l) (m — 1)m (2m —1) 
ek en 
Eveneens blijkt een dergelijke onafhankelijkheid bij het 
optreden van een derde, vierde .... groep zoodat wij 
besluiten : 


Bevindt zich onder de v-vlakken een /-tal, een m-tal, een 
n-tal evenwijdige, dan bedraagt de totale vermindering : 
du X EU(L — 1) — HEUL — 1) (QU —1) = 

—=dv(Xl? — EU) —(2ELS — 3E H+ XU). 

Ook deze uitdrukking geldt voor alle waarden van /, 
m, n, zelfs wanneer daarvoor 1 wordt genomen, men kan 
dus ook hier aannemen, dat 2l=vis, dus 51? =v? — 23lm 
en 213 =v? — 32m — 6Xlmn. 

Voor de vermindering vindt men dus: 


®) NL ele. 
BE) NL 32e letedl). 
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Vermindert men het normale aantal PF, =v tl 
Gril) AL EN of wel t(o*—o) te +1 hiermede, dan 
vindt men als rest: B=(v +1) (1 + Xlm) — 2l?m — 2 Elmn. 

Nu is: 2l?2m == 2lXlm — 3 Elmn dus B = (1 +0) (1 + Xlm)— 
vElm + Elmn of wel B=l 42+ Xlm + Zlmn. 

Ook deze uitdrukking kan direct worden afgeleid a. v. 

Is er nog geen vlak aangebracht, dan is het aantal dee- 
len van de ruimte 1. Door het aanbrengen van het eerste 
Ital vlakken neemt het aantal toe met / en we hebben 
dus: 1 +44. 

Elk vlak van het nu volgende m-tal bevat l evenwijdige 


rechten dus (+1) deelen en levert dus evenveel ruimte- 
deelen, het aantal is dus nu: 
14 -m(l del d-L-m + Im. 

Elk vlak van het nu volgende „-tal bevat / evenwijdige 
en m evenwijdige rechten dus (1 +U)(l+m) deelen en 
levert dus evenveel ruimtedeelen, zoodat het totaal aantal 
bedraagt (1 + 7) (1 + U) (1 + m)=1 JX Elm Elma deelen. 

Elk vlak van het nu volgende p-tal bevat een /-tal, een 
m-tal en een „tal evenwijdige rechten en dus 1 + 2! + 2lm 
deelen, en levert dus ook zooveel ruimtedeelen ; het totaal 
aantal is dus nu 14 Xl Xlm 4 lmn 4 p (1 + Xl + Elm) 
wat bij ontwikkeling oplevert den straks gevonden vorm 
B=l dl Elm J- Elmn (en dus niet (1 HU) (1 + m) (1 + 7) 
(1 +p)) en het is duidelijk, dat bij toeneming van het 
aantal groepen, de uitdrukking niet meer gewijzigd wordt. 

Het spreekt van zelf, dat, zoolang men slechts 1 groep 
of 2 groepen vlakken heeft aangebracht, het aantal open 
deelen kleiner is dan het normale; maar, integenstelling 
met wat wij bij de verdeeling van het vlak hebben gezien, 
blijft ook na het toevoegen van de volgende groepen het 
aantal open deelen beneden het normale. 

Elk vlak toch, van de derde groep bevat (l + m) rechten 
en dus 2 (l+m) open deelen en levert dus evenveel open 
ruimtedeelen. Maar bovendien leveren de (l—1) (m —1) 
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gesloten deelen van het eerste van die vlakken ieder een 
open ruimtedeel. 

Het totaal aantal open ruimtedeelen is dus: 
1m Hlm 1m lm tn X2(l Hm) == 

2 2m + 2n (Ll + m) =2 (1 + Elm). 

Elk vlak van de vierde groep bevat (l + m + „) rechten 
en dus 2(l + mn) open deelen, en alleen deze geven nu 
open ruimtedeelen, zoodat het totaal aantal wordt 

21+ Um + Un + mn + p (Ul + Mm H- nl =2 (1 + Elm) 
welke uitdrukking nu niet meer verandert. 

Ook op de volgende wijze kan men zich van de juistheid 
overtuigen. 

Men begint met één vlak van elke groep aan te brengen ; 
men heeft dan het normale aantal deelen; de (Z— 1) vlak- 
ken, die nu evenwijdig aan het eerste vlak gebracht worden, 
missen achtereenvolgens 1, 2, 3 .. rechten, dus 2, 4, 6 .. 
open deelen, samen dus Ul —1); de (m—1) vlakken, die 
evenwijdig aan het tweede vlak gebracht worden, hebben 
geen tekort tengevolge van de evenwijdigheid der ! reeds 
aangebrachte vlakken, maar alleen tengevolge van hun 
evenwijdigheid aan het tweede vlak; het totaal tekort be- 
draagt dus hiervoor m(m — 1), evenzoo van de volgende 
groep n(n— 1) enz. 

Het normale aantal p; w)=v(v—1l) +2 wordt dus ver- 
minderd met 21? —?X/ of met wv? —2Elm-—v, zoodat tot 
rest gevonden wordt als boven 2 —+ 22m. 


Evenwijdige ruimten bij de verdeeling van een 
vierdimensionale ruimte. 


Brengt men de ade ruimte evenwijdig aan een der vorige, 
dan heeft zij één vlak te weinig; dit ontbrekende vlak 
(het a — 1de) zou in het normale geval (a —2) rechten en 


dus F'‚(a —2) = CJ 2) EE: Ĳ) deelen hebben ; het tekort 


aan R‚-deelen bedraagt En evenveel. We schrijven hier- 
a—? 

voor liever 1 + 2% Wordt de volgende ruimte weder wil- 

lekeurig aangebracht, dan heeft zij wel het normale aantal 

(a) vlakken, maar er bevinden zich twee evenwijdige 

onder ; het verlies aan ruimtedeelen is dus a — 1, en daarom 
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levert deze ruimte ook (a—1)R,-deelen te weinig. Het 
a? a—l 
bestaande tekort 1 +2 wordt dus verhoogd tot 1 + Xi en 
is dus dezelfde functie van a +1, als de vorige was van 
a. Zooals van zelf spreekt, is dus ook hier (evenals in de 
vorige gevallen) de orde van aanbrenging der verschillende 
ruimten onverschillig. Ook bij volgende willekeurig ge- 
plaatste ruimten blijft de functie onveranderd. Wordt nu 
de bde ruimte ook evenwijdig gebracht aan de ade dan 
komt deze twee vlakken te kort, het b — 2de en het 5 — 1de 


L—_3 b—=2 
en verliest dus (J + Xi 41 + Xi) deelen, en levert dus ook. 
03 b—2 L—3 0—3 


@4-Zid 2) of 242Yib—2) of (2XEi4b) R‚-deelen te 
weinig. Dit tekort gevoegd bij het tekort, dat na het 
aanbrengen van de b—lde ruimte reeds bestond nl, 

b—8 bes 
1 +24 levert tot som 321 + b—-1. 

Brengt men nu de volgende ruimte weder willekeurig 
aan, dan bevat deze wel haar normaal aantal (b) vlakken 
maar daaronder zijn 3 evenwijdige. Het tekort aan R,- 
deelen, dat deze ruimte oplevert, bedraagt dus 3b —5 = 
3(b—2) +1, zoodat hierdoor het totaal tekort stijgt tot 
b—2 
Xidb+2, en dus tot dezelfde functie van (b +1) als het 
vorige tekort was van b. Ook deze functie blijft dus weder 
bij het aanbrengen van volgende willekeurige ruimten 
onveranderd. 

Wordt nu de cde ruimte ook evenwijdig gebracht aan 
de ade en de bde dan bevat zij drie vlakken te weinig (nl, 
het c — 3de, c— 2de en c— 1de) en het tekort aan ruimte- 


c—4 c—3 c—2 Cc] 
deelen bedraagt dus 14 Xi 4-1 4 XiH1 + Di=3 + 3XEidH1; 
C—3 
ook het tekort aan R‚-deelen stijgt hierdoor met 3Xi +4 
en daar het (na het aanbrengen van hetc — 1de vlak) reeds 
c—4 
gestegen was tot 32i +c bedraagt het nu in totaal: 
c—4 c—3 c—4 cd 
iet Bidd4=6Nide 44 H3(e—3) =6Ei + 4e —5 of 
cC—3 C—3 
wel 6% + dc —5—6(c —3) =6Ei— 2 + 13. 
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Ook deze uitdrukking blijft weder onveranderd wanneer 
de volgende ruimte willekeurig wordt aangebracht, want 
deze heeft onder de c aanwezige vlakken een viertal even- 
wijdige en dus een verlies van (6c — 14) deelen, zoodat zij 
het tekort aan R‚-deelen ook doet toenemen met hetzelfde 
bedrag of wel met 6(c — 2) — 2. 

Wordt nu de dde ruimte ook evenwijdig gebracht aan de 

d—5 d—2 
cde dan mist zij 4 vlakken en dus (1 + 2id-....1+- Xi) of 
d—4 
_(42i+2d) deelen zoodat zij SEL zooveel R, AE te wei- 
nig levert. 

Het tekort bedroeg reeds : 

d—4 d—4 d—5 
621 — 2d + 15 en stijgt dus tot 102: +15 of 1027 + 10d — 25. 

Zetten wij deze berekening voort, dan kunnen we de 
volgende uitdrukkingen vinden voor het verlies aan R,- 
deelen 

a—2 
Eid0H1 
b—3 
Si db +-1 
c—4 
621 H 4e — 5 
d—ö 
1024 + 10d — 25 
_e—6 
15Ei + 20e — 70 
f—7 
2124 + 35f — 154 


9—8 
28Eid 56g — 294 
19 
36+ S4h — 510 
enz. 


In deze opvolgende uitdrukkingen zijn de coëfficienten 
van de tweede- en de eerste-graads functies direct bekend, 
resp. de driehoeks- en de pyramidaalgetallen, maar de 
constante termen vormen een reeks van de vierde orde 
in welker verschilreeksen geen algemeen bekendetermen 
optreden. | 
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De nde term van de reeks 0, — 1, —1, 5, 25, 70 enz. is 
> (Ent — 10n? — 3n? + 10n) zoodat, wanneer wij overeen- 
komstig met de vorige gevallen, het geheele aantal ver- 
deelende ruimten v en het aantal onderlinge evenwijdige 
l noemen, voor de algemeene uitdrukking van het tekort 
aan R‚-deelen gevonden wordt: 

v_—l 

sl — 1) Eid HLD U 2) — 7 (314 — 1013 — 32 + 102) 

Het blijkt nu, dat wij niet op dezelfde wijze verder 
kunnen gaan als bij de 2- en 3-dimensionale ruimten ge- 
schied is, omdat hier in de coëfficienten van /? en / tweede- 
graadsvormen optreden. 

Terwijl wij bij de verdeeling van de R, nog konden zeggen: 

Omdat één Z-tal evenwijdige vlakken een te kort geeft 
van vF (2,1) —F' (3,4) *) geeft een Z-tal ên een m-tal, èn een 
n-tal ... een tekort van: 

v[F (2,1) + F(2,m)....] —[F (3,0) + F(3,m)....] 
daar de evenwijdigheid van het l-tal geen invloed uitoefende op 
het tekort geleden door het m-tal enz.; zoo vinden wij Mier 
dat dit laatste wel het geval is. 

Brengt men nl nadat een aantal ruimten R; zijn aan- 
„gebracht, waaronder / evenwijdige, een ade ruimte aan, 
evenwijdig aan een der reeds aangebrachte ruimten, welke 
niet tot het /-tal behooren, dan heeft deze de R; vooreerst 
één vlak te weinig (het # — 1de) hetwelk in het normale 


iede AL 


geva en +1 deelen zou bevatten; maar bo- 


vendien hebben de (@ — 2) aanwezige vlakken samen een 
tekort van Jl (l — 1) (a —2) — EE deelen. Het 


totaal tekort aan deelen in de xde R;, wordt dus 
HBL — 1) (2 — 2) (LD UU IH 3e EN 
en dit is tevens het aantal van de ontbrekende R‚-deelen, 
dat door de xde R, geleverd wordt. 
Dit aantal gevoegd bij de gevonden uitdrukking: 
mld 
ELLI) 4 H HUL — 1) (l—2) (1) — oe (3U*—1013—3L2 H- 104) 


*) Onder F (#1) versta ik hier voor het gemak een ide graads 
functie van |. 


geeft: 


—_l 
HDE + l—2] +} An) (L—2) (al) — }U(l—1) (21—1) 
+ F (1) (a?) — zh (BL* — 10/3 — 3U2 re 104) +1 


ME eeen 
—2 
ig DL) + Zi A (BU — 1012 — 312 +100 +1 


al «3 
El(L—T) tn elle br 
— or (BL* — 1043 — 312 + 104) +1 — FUL — 1). 
Wanneer hier (evenals bij de 2- en 3-dimensionale ruimte) 
het tekort geleverd door de tweede groep onafhankelijk 
was van het tekort, geleverd door de eerste groep, dan 
had men moeten vinden: 


al «2 
IUU) HILL) 2) 
— zu (314 — 104 — 312 + 10U) +1. 
De som, die men vindt door optelling van beide tekorten, 
moet dus verminderd worden met 4! (! — 1). 

Brengt men nu de # + 1de ruimte ook evenwijdig aan de 
gede, dan mist deze ten eerste het # — 1de en het zie vlak, 
dus 4[(e—l) (xr —2) + vlee —1l)H4| deelen en bovendien 
hebben de (#—2) aanwezige vlakken gezamenlijk een 
tekort van +[(BU(U—1) (a —2) —(l—1) (2 —1)] deelen; 
het totaal tekort is dus: 

(a — 1)? +24 HUL — 1) (Bae — 6 — 2 1) 
of FULD l (Ll) — HL) (2-1) + (1) 2, 
hetgeen ENEN bij 


Ul Di jh Gieze) En: 
RELEVR: 


Peret ijg [EED 4 (] 
HUID (De — UD) — AC LB HUD 
ol} at1—3 | 
== EIL) Eid UL)? 43E H wl H HUL) (L-2) oo 
ee A EE 
ctl_lat-1—3 


=sl(l—I) Zi H BHE L(L 1 (L—2a J 
Ark (bet) Ke 


HUID DA IHM LI) 
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Ell at1—3 

=il(l—1l) Xi + RE, UI) (l— ©) DE 
— ah (BL* — 1043 — 312 + 100) — 2 U(L—1). 
Zooals reeds uit het voorgaande te von was, 
wordt dus nu de som der tekorten bij (+1) ruimten 
opgeleverd respectievelijk door een /-tal en een 3-tal, nl. 

al! 
sl(l—1) Ei 4 UI) (l—2) (ol) — 3 (BU*—1018—312 + 101) 
c+1—8 

resp. 3 24 (a + De verminderd met het product van de 
getallen $/(l—1) en 3, en het is duidelijk, dat men, wan- 
neer het 3-tal verandert in een 4-tal, 5-tal, .…., m-tal, den 

m(m—l) 


factor 3 zal zien veranderen in 6, 10, .…., 5 


We vinden dus dit eenvoudige resultaat: 

Indien zich onder v ruimten R;, die in een R,‚ worden 
aangebracht, een /-tal en een m-tal evenwijdige bevinden, 
dan wordt het totale tekort aan R,‚ deelen gevonden, door 
de som der tekorten, door een /-tal en een m-tal ieder voor 
zich opgeleverd, te verminderen met het product van de 
driehoeksgetallen die (l—1) en (m —1) tot wortel hebben. 

Het is misschien niet onbelangrijk op te merken, dat 
men veel gemakkelijker dan door substitutie in de alge- 
meene uitdrukkingen, de partieele tekorten vindt uit het 
tableau dat in de le aflevering van den 14den jaargang 
op blz. 39 is afgedrukt en dat ik hier nog eens herhaal: 


p= 1 2 Fo) d 5 6 

Mi 
0 1 | l | ls. 1 
l 2 2 2 2 2 2 
2 5, 4 4 4 4 4 
5) 4 (i ej 8 fe) fe) 
4 5 1 15 16 16 16 
5 6 16 26 ol 32 32 
6 li 22 42 DT 63 64 
1 8 29 64 99 120 127 
8 5, 37 93 163, - 421914 247 
9 10 46 15 256 382 466 
10 ij: _6 176 586 _ 688 848 
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In de onderste rij vindt men het getal 386, dat het aan- 
tal R‚ deelen aangeeft tengevolge van de verdeeling door 
10 willekeurig aangebrachte ruimten; bevinden zich nu 
onder die 10 een tweetal evenwijdige, dan neemt men die 
beide evenwijdige als 9le en 10de en merkt nu op, dat het 
aantal deelen aangebracht door de 10de even klein is als 
het aantal deelen aangebracht door de 9de; het normale 
aantal voor de 10de is 130 (dat links boven 386 te vinden 
is); dit wordt nu vervangen door 93, hetwelk met 130 
verschilt: 37, (wat weder links boven 130 te vinden is). 
Het tekort is dus 37. 

Heeft men drie evenwijdige ruimten en brengt men die 
het laatst aan dan geven de 9e en de 10de, inplaats van 
93, resp. 130 deelen, ieder slechts 64, het tekort is dan dus 
2 XxX294371=995, of als men liever wil: 3 X 29 +8 (welke 
8 weder links boven 37 te vinden is). Bij vier is het tekort 
3 X222X2931 (dus 66 meer dan het vorige) of wel 
6X22H3X7J-8=161l en bij vijf is het weder 4 X 16 
meer zoodat het dan 225 bedraagt. 

Wil men nu b.v. weten hoe groot het tekort is bij een 
5-tal en een 3-tal evenwijdige ruimten dan vermindert men 
de som van 225 en 95 (dus 320) met het product van de 
driehoeksgetallen die 4 en 2 tot wortel hebben nl. 10 en 
3. Het werkelijk tekort is dus 290, zoodat men voor het 
totaal aantal deelen 386 — 290 = 96 vindt. 

Dit aantal is zeer gemakkelijk te verifieeren ; immers, 
de eerste vijf evenwijdige ruimten verdeelen de R,‚ in-6 
deelen; het volgend drietal verdeelt elk deel in 4; geeft 
dus 24 in het geheel, en dit aantal wordt door elk der 
beide overige verdubbeld. 

Men verwacht nu gemakkelijk, wanneer men drie groe- 
pen evenwijdige heeft, dat het tekort gevonden wordt door 
de som der partieele tekorten te verminderen met de som 
der producten 2 aan 2 van de correspondeerende driehoeks- 
getallen. 

Nemen wij b.v. een 4-tal, een 3-tal en een 2-tal even wij- 
dige ruimten in een tiental, dan bedraagt het tekort 
161 + 95 + 37 — (6.3 +61 43.1) = 266. Het aantal deelen is 
dus 386 — 266 —= 120, welk aantal ook direct te verifieeren 
REBISD SC ASIN 2, 
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Ten slotte is het dus mogelijk, evenals bij de 2- en 
3-dimensionale ruimte is geschied, het totaal tekort te be- 
palen in de onderstelling, dat er uitsluitend groepen even- 
wijdige ruimten R,‚ ten getale resp. van me, n... aanwezig 
zijn (waarbij de getallen, m,...…. ook de waarde 1 kunnen 
hebben). Men rangschikt daartoe de uitdrukking van het 
tekort naar de afdalende machten van !, sommeert en 
vervangt 2 door wv, 21° door wv? — Xlm enz. 

Vermindert men de algemeene uitdrukking voor het nor- 
maal aantal R‚-deelen nl. F‚= 4 w*— 234 110? +140 4-24) *) 
met het zooeven becijferde tekort, dan vindt men, zooals 
te verwachten was: 1 + 21+ Xlm JH Elma + Elmnp welke 
uitdrukking ook zeer gemakkelijk direct kan worden af- 
geleid. 

Vragen we ook in dit geval naar het aantal open 
deelen, dat bij deze verdeeling te voorschijn komt, dan 
kunnen we weder het eenvoudigst als volgt redeneeren: 
Het eerste J-tal ruimten geeft (141) open deelen; door 
het volgende m-tal wordt dit aantal met (m + 1) vermenig:- 
vuldigd en door het nu volgende n-tal wordt het zoo ver- 
kregen aantal weder met (n +1) vermenigvuldigd; het 
bedraagt nu (+1) (m +1) (n 4-1) =1 + El 4 Elm + Elmn. 
Wordt nu een nieuwe ruimte willekeurig aangebracht dan 
bevat zij (l Jm + n) vlakken, en dus (l +1) (m + 1) (n +1) 
deelen waarvan er (l —1) (m — 1) (n — 1) gesloten zijn, deze 
gesloten deelen leveren echter nog open R,‚ deelen; eerst 
bij de ruimten van het volgende p-tal leveren de gesloten 
deelen gesloten R‚-deelen en wel ten getale van lmn — Elm + 
El — 1 per R, zoodat er per R; worden geleverd (22]m 2) 
open deelen. Wanneer dus dit p-tal is aangebracht bedraagt 
het aantal open deelen: 


3 8 
2(1 + chr Sl te dan) ke ( — 1) X (Em D= 
3 3 
2(1 4 En + mn psi ee Elm + p—1)= 
4 4, 
(EL + Elmn). 


Elke ruimte van het nu volgende q-tal bevat (l4-m +-n+-p) 


*) Zie le aflevering blz. 38 laatste regel, 
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4, 


vlakken en dus 2(1 + 2m) open deelen, gezamenlijk dus 


+ 
Bg (1 + en en het ee stijgt vil 
5 
27 + Sima + qtgr Sm) 250 (Di + Xlmn), 
welke functie nu blijkbaar niet meer verandert. 
(Wordt vervolgd.) 


enige Stellingen, Berekeningen en Werkstukken 
uit de Planimetrie 


DOOR 
J. A. WERTENBROEK (Rotterdam). 
(Vervolg van bladz. 177). 


Volgens Stelling I is in A ABC:b? =a? + cc’, als B’ ligt 
op AB of haar verlengde zóó, dat CB’ =a terwijl AB’ = ’. 
_ Hiervoor kan geschreven worden: b? =a? +e(c + BB). 
Wanneer dus a en c en ZB gegeven zijn zal b gemakkelijk 
te berekenen zijn als uit den gegeven / B, BB’ gemakkelijk 
volgt. 

Is bijv. gegeven / B=120°, dan vindt men 

be =a? +ele+a)=a? +e? ac. 

Voor a=c komt er: b=al3. 

Men is nu ook gemakkelijk in staat de berekening uit 
1800 De 1209 — 300. 

Men vindt dan 5? =a? +e(e —al3)=a? 4e? — ac. 
Is a=c dan is b=al{(2— 183). 

Daarna volgen de berekeningen voor 

0 Dime 
Zien 1150, 180 : RDS 

Telkens maakt men gebruik van het bij de voorafgaande 
berekening gevondene. Men vindt dan achtereenvolgens : 
b? =a? He? — ac (23), b2=at de? —ac [2 (2—V3)], 
Db? =a? de? —ac|2 —V[2—-V(2— 3) enz. 


te voeren als ZB = 


—= 5210 enz. 
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Kan men dus voor een of anderen gegeven ingesloten B de 
berekening uitvoeren, dan is onmiddellijk de berekening voor een 
gansche serie hoeken zeer gemakkelijk uit te voeren. De uitkom- 
sten hangen op zulk een regelmatige wijze met elkaar 
samen, dat men ze onmiddellijk kan opschrijven. 

In ’t volgende zullen we ons beperken tot het bijzondere 
geval a=c. Men krijgt dan de berekening van een koorde 
in den cirkel als de bijbehoorende middelpuntshoek gege- 
ven is. Volgens het bovenstaande kan men dan zeggen: 
ls de berekening voor een of andere middelpuntshoek B, moge- 
lijk, dan is onmiddellijk de berekening voor een gansche serie 
middelpuntshoeken B, B, Bs, Bz, Ls, ..-. zeer gemakkelijk 
uit te voeren. 

Men heeft: 

2 2, =180° — 42, 

220, =2 XxX 180° — 22, =2 X 180% —1 Xx 180° + 2, 

232; =2? X 180° —2°B, =22X180°—2X180°H1 X180°—2, 

242, —=23 Xx 180° — 25, —=25 XxX 180° — 2? X 1809 + 


ng, =2"— LX 1800 — 27-184 = 2 Lx 1800 


— TEK 1809 H 22 EK 1800 enn ven ssd an 
rl gr gnB_ (DE X1800H(1 B, 
n__ (4) 


=S X 180" +(— 172, 


— 27 X 60° 4 (—1)! (B; — 60°) 
Dus 2, —=60° + (— 5)? (B, — 60°). 


Men kan ook als volgt te werk gaan: 
Iste geval @, > 60° dan is 2, —=60° + p° 


0 hlNO — 0 £ 
p= EE 6004 p° 

Om 0 10 
Nek 


OS en edi — }p° enz. 
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2de geval 2, < 60°, dan is 2, —=60° — p° 
180° — 609 + p° 


rk 
1809 — 60° — 4 p° 
Ps = er ent Pl 
OEE 0 1 n0 
Br =— 60° +4 p° enz. 
Voorbeelden (straal cirkel = ): 
middelpuntshoeken koorden 


B, = 60° + 30° =90° be =rl2 
B, —=60° — 15° =45° bb, =r(2— 2) 
B, —=60° HT —=6T ber 2 V2—2) 
B; =60° — 330 5610 bj rl 2 VI 2 — 2) 
B‚ —=600 1 =61" bir 222-212) 
B, =60° — 10 — 59° 

rd A CED) 
B, — 60" + 5j° — 605 


OD) 


Door de reeks maar verder en verder voort te zetten 
naderen de hoeken onbepaald tot 60°. Hieruit volgt: 


n—l ins 
Lim vla Za EA 5 Ep oor Nt 
== | 
middelpuntshoeken koorden 


B, —60° 60° =120° _b,=rrv3 
B, =60° —30°—= 30° B, =r(2— 3) 

B, =600 4150 = We ber i2— VR V3)| 

B, =60° — Te =H ber 2 vB) 
B‚—=60° 4330 —=63P bir (22 2—-V(2— 3) 


De hoeken naderen EL tot 60°. Derhalve 


n—l n-- 


Lim Vie VL oee en eN 


n= 
Wiskundig Tijdschrift, 14e Jaargang. 16 


Lim 
N=o0 
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middelpuntshoeken koorden 
B, —=60° 48° =108° b=trl5 1} Erl/(6 4 21/5) 
B, —=60° —24° — 360 b‚=r[2 u /(6--2/5) = br(/5—1) 
B, —=60° +129 = 720 
ber 22 IV (64Z2U 5D) (10-25) 
Bs =60° —6°=b4e bj=rV (22 [2 16-25) 
Bi =600 363 
bi=rV RV 2 (625) 
De steg Ben onbepaald tot 60°. Demaisd : 
Hin n—? 


Lim \ dg sed he ave Ope mer2 5) B, 


n= 
middelpuntshoeken koorden 
— 60° 4840 —= 1440 Vb = tr (10 +25) 
Br == 600420 A8 kern ek (10 +215) 
B, —=60° 4-21 —= 81° b,=rV 2 — 2 — E10 2D) 
Bn 000 
VV (2-22 (10 + 2/5) 
B, —=60° +510 6519 
Dik zg Gekes EE De (10-215) DI 


| De } hoeken : naderen onbepaald tot oo. Derhalve 
n—l n-— 


Lim vlo Vl» Vlet 


N= 
middelpuntshoeken koorden 
B, =60° +729 =1320 b,= irl 5 1 HV (30 —6UD)] 
B, =60° — 56° = 240 brl 2D +1 (3065)! 
L = 5 r 17 — W5— V(30 — 615)| 
' =1Nq\5 
B, =60° + 18° = 78° be Sn 
Bz =60° — PP =ble brl. —-V(2—g,5)] 
B, =60 AfL =6O bj 2E 


en hoeken naderen onbepaald tot 60°. Derhalve: 
SP n-2 


v le V Le ei (> ens Vl BH 30-60 B) ) | | 
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Men kan verder nog een onbepaald aantal reeksen op- 
schrijven door telkens uit te gaan van het supplement van 
een der scherpe hoeken van de reeds gevormde reeksen. 
Bijv. 2, —180° — 45° =135°, 180° — 674° =1121° enz. Stelt 
men nl. de koorde behoorende bij een middelpuntshoek 
a) voor door rq, dan is de koorde behoorende bij een 
middelpuntshoek 180°—a® voor te stellen door V(4r2—r?q?)= 
rr(4—q®). De „beginkoorden” behoorende bij bovenge- 
noemde reeksen zijn dus gemakkelijk op te schrijven. 

Indien men ook negatieve hoeken en negatieve koorden 
beschouwt, kunnen de reeksen ook naar boven voortgezet 
worden. Bij positieve hoeken ({ 360°) behooren dan posi- 
tieve koorden, bij negatieve hoeken () — 360°) negatieve 
koorden. Aan een negatieven hoek gaat dan altijd vooraf 
een positieve hoek @ ) 1809. Is de koorde behoorende bij 
zoo'n positieven hoek =rg, dan is de koorde behoorende 


bij den daarop volgenden negatieven hoek = — rl{(2 — q), 
terwijl voor de hoek 180° — 2 de koorde = — rl(4 — q*°). 


middelpuntshoeken koorden 


LI é 


B_3=60° —240° =—180® b_g=r2—2—2- Zij mar 


nr 


geo ==, 600 120° — 180° b_g=r(2 2 2) == 
B_7j=60°— 60° = 0? bir D=0 
Be == 60° + nbr de Do =r VV? 


9 


oden 7 


B_g=60° J 240° = 300° b_9= Q-2-VB)=r 


B_j=60° —120°=—60 b_j=r2— pede. 
Bo —600-J- 60°—=1200 bj ‘=rkB 


B_g=60° — 384° — — 3240 


b_3 Ne EC EN == br (6— 25) 
B_g=60° + 1929 — 2520 


5 DT BO 


9 : N 
b_g= rt 2E GHD) =$ DI) = Hr (6H2 5) 
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B_j =60° — 96° = — 36° 


bi =r2— WGH U BD Hr (Wb HW (6-25) 
B, —60° 4489 =108° D=} rl (6 +215) 


B_j =60° — 1689 — — 108° 


Á b_i=ri2— 1 (10+ 21/5) =— dr (6 + 25) 
3, —= 60° J 84° = 1440 bo =ZrV{(10 +25) 


B_3 — 60° J 288° — 3480 
bard 2 DI 00 65) = 
Er 15 (30 — 65) 
B_=60° — 1440 —= — g40 


b_i=ri2 WDH 1 (30 — 65) = 
Á —_dr[l 5 +4 (30 +65) 
B, —60° J 720 = 1329 bo =4r[W5 +1 + (30 — 6V5)|. 
We vinden dus nog: _— 
B =84° b=tr[l —V5 +30 + 615)] 
B= 360" — 3489 = 120 b=ir—1l—r5tr(30—6rD)J=asg 
't Zal verder duidelijk zijn, dat 
1 n—? 
| 


Nn Mens 
Lim Vie V lr Vbes. Zen oe 
rn als —2 we Pp G 2. 


Gegeven: rq, is de koorde, behoorende bij den middelpunts- 
hoek 22. 
Gevraagd ; koorde rqy, behoorende bij den halven boog. 


IL. 22, < 1800. 
middelpuntshoek koorde 
B,=180°—22, bo=rg=rv4—g) 
Ê, b=rV(2—-g=er VIVA g,°)| 


Derhalve: #q2, =r V[2—V(4 — q,°)}. 
Stelt men hierin 7#q,==a,„, en rQ», == 42, dan komt er: 
an = Var? —rV(4r? — a), 
en dit is de zoogenaamde „Verdubbelingsformule”. 
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Men vindt nu verder: 
1 2 
rgoen = TV [RN (4 q2j2)J= PV 22 H(A) 
rqgsn = TV [2—V(4—q32,,°)= 


1 2 3 
448 —_ VI VI 4 V(4— 9,,°)I) 


Vm, each vie se q? rt, ie 


IL. 22, > 180°. 
Nu is 2, negatief. Derhalve b, =— 1» V(4 — q°) 
zoodat b,=rV2H 4 — q,°)] 
rqgn=r VIR (49°). 


Stelt men rg, =a, en rq2, = 4), dan komt er: 
Ee AL dr v(4r? — 0,,°)|. 


zel 


Men kan ook als volgt te werk gaan: 
middelpuntshoeken koorden 


Me 


gn, 


360 — 24, FQn 
180° — 4, rv{2—(4—g,°)| 
B PVR Ag N= r 2 dn") 


Gegeven :; rqop is de koorde, behoorende bij den middelpunts- 
hoek B, 

Gevraagd : koorde rq,, behoorende bij den dubbelen boog. 

middelpuntshoek koorde 

B, =180° — 22, r(2— gn) 
dus q,° = EED of Aq? 2 Gn’ 
64 dE PQI 

Derhalve: Ed | 

agr? (2 — gan) of r?q,* =r(A Dga ) 
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Men vindt nu verder ;: 


bi 


EE Ol ER ene) EE 2 pe 
riding) ==" (4 gn 2) = 17 qan "2 


| 
si 
RE  ) 
GONE 
ee? En en 
ri(4q5 JSN Edin) rr Gan en 
oN 2 
92 
ME 
of P°q | =r (4-2 gn 2-2) 
ge : d 
m E mE 2 
Gee 2 RE: 
gn 2 
EE WE, 
rg =d — 2) 
om 


Uit het voorgaande volgt onmiddellijk : 


1 2 3 4 | Be 
am VLe-Vlo4V LaVern eer aop) | Jo 


n= 
als 0 <p {<4 


Gegeven: rq, is de zijde van den ingeschreven regelmatigen 
n-hoek, beschreven in een cirkel met straal r. 

Gevraagd: de zijde rQ, van den omgeschreven regelmatigen 
n-hoek. ded) 


Noem den middelpuntshoek, behoorende bij rg, Bé, 
dan is: 
middelpuntshoek straal koorde 


B, r rqn 
180° — 2, r ryv(4—g,°) 
180° — 4, ER brQjt A —q) =1q 
2, 


Derhalve : Q,= Cr) 
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Stelt men hierin rQ„,=A„ en 17q/==a,, dan komt er: 
REE 2a,r NS 
n v(4r?—a,?)! 


Gegeven: PQ, is de zijde van den omgeschreven regelmatigen 
n-hoek, beschreven om een cirkel met straal r. 

Gevraagd : de zijde rq,, van den ingeschreven regelmatigen 
n-hoek. | 

Noem den middelpuntshoek, behoorende bij rQ„, 2, 
dan is: 


middelp.hoek straal koorde 


20, 
Bo grr(ArQ0) rQ, = ir (AQ Dg EFQ) 
2rQ, 
a eV 
2rQ,, 


Derhalve: q 


In TVA Q”) 

Stelt men hierin rQ»= An en rg, =d, dan komt er: 
De 2Ar 

TEA 


ü 


Gegeven: a; =ir (5 —1). 


Te berekenen : rd, =as; rÒ3 5 PÒ3 5 Pq40 SA40: B) 
m k | 
60°—249 —= 36° rP(2—d,?) Dus r(2-—3,°) = Ír(v 51) 
609-120 — 720 rò, ò,? =ir(b—rbD) 
r8, =Arv (1025) 

m k 

108° — 180° — 729 ròs 

120 rv(4 —82) =trv(i0 —25) 


4A—82, =lr?(10—2r5) 
ò3, =tr (64-25) 
rd, =tr (51) 


1449 == 180° — 36° rds 
56° rv (4 —ò3)=trlwbl) © 


Ad? =t(6—25) 
ds? =t(10 +25) 
rd, —=drv(l0 4-25) 


_m k m k 
56° Jr(v5—l) 1809 —360=1440 pm [4—1(6— 25)| 


LO 80 rj (462 DN 

mM k 
1809 — 18° — 1629 rvi 24 — 4 (6 — 2-5) 
== 2 Hr [4 (6 — 25) 
1809 — 16200 ri2 [244 (6 — 25) 
Adda: dio = rv [2 Lr (10 +25) 


Te berekenen de koorden behoorende bij de middelpuntshoeken 
5210, 126° en 96°. 


m tk 
609 + 60° —= 1209 rvö 
À 60° — 30° —= 30° rv(2—v3) v 
60° H- 15° —= 75° rv [2 —v(2—rv3)] 
60° — 74 = 524 rv i2 rr [2 (23) 
m ks 


> 1269 rr [4-24 (10 — 2d] 
r{2 +4 (10 —2r5)] 


m k 
60° J- 120 = 720 Jrv(l0— 25) 
180° — 1269 —= 540 rr [2 — Sr (10—20 5) 


m k 
—- 96° rr 4 2 Ht [2 (4) 
=p dr 2 (4 — 5) 
m k m _k 
60° H96r==156" De pi (4-q?15) > 180°—1560=240 7,3 
60° —4g0— 129 rv [2—v(4—q?, 5)] | 
180°—96"—= 349 rvdv [2 (4—q? 5). 
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Over hetgeen in gekromde ruimten beantwoordt aan eene 
verplaatsing evenwijdig aan zich zelf, 


DOOR 
Dr. A. D. FOKKER (Leiden). 


‚ l. Zooals iedereen weet, is de vectoranalyse uitgevon- 
den om bij berekeningen omtrent vectorvelden schrijfwerk 
„uit te sparen en om ze te kunnen formuleeren onafhanke- 
lijk van een bepaald coördinaten stelsel. Indien ik van het 
stroomveld van een vloeistof zeg, dat op een plaats de 
div.v een zekere waarde heeft, of dat de rot.v daar een 
bepaald bedrag heeft, dan bedoel ik daarmede eigenschap- 
pen van het stroomveld uit te drukken, die een directe 
beteekenis hebben onafhankelijk daarvan, of ik de ver- 
.schijnselen wensch te beschrijven met betrekking op het 
eene rechthoekige coördinatenstelsel of het andere. Ja, 
zelfs hoeven de coördinatenstelsels waarvan ik mij bedien 
„niet rechthoekig te zijn. 

Het behoeft geen betoog, dat er van geen vectoranalyse 
sprake zou kunnen zijn, indien het niet mogelijk was om 
twee vectoren in twee naburige punten met elkander te 
„vergelijken. Laat ons eens nagaan, hoe dit geschiedt. Veelal 
zal men zeggen, dat indien ik in een punt P heb een vec- 
tor V, met de kentallen V,, V, V‚, en in een naburig 
punt Q, welks coördinaten van die van P verschillen met 
bedragen dx, dy, de, een anderen vector V’, met de ken- 
tallen V‚/, V‚/, V‚/, het verschil van de beide vectoren 
„weer een vector is, met de kentallen dV „, dV,, dV;, waarbij 
òV òV òV, 
ard En dy de, enz. 


Om evenwel het beperkte van deze opvatting in te zien, 
‘kunnen wij volstaan met de opmerking, dat zij geen steek 
kan houden, zoodra wij eens van andere coördinaten wen- 
schen gebruik te maken dan rechtlijnige evenwijdige, 
Laat ons, in het platte vlak blijvende, poolcoördinaten # en p 
gaan invoeren, dan ziet iedereen dadelijk, dat vectoren 


AV = VV = 
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met dezelfde kentallen V‚=R en V,=a verschillende 
vectoren zijn, indien ze niet tezelfder plaatse aangetroffen 
worden. Men kan nu niet meer, naburige vectoren verge- 
lijkende, zich bepalen tot het constateeren van een al of 
niet aanwezig verschil tusschen de kentallen. Het ligt voor 
de hand, dat wij ons redden door ons iets nauwkeuriger 
rekenschap te geven van wat wij te doen hebben: wij 
moeten den vector V van P evenwijdig aan zich zelf verplaatsen 


naar Q (of omgekeerd die van Q, naar P), en na die ver- - 


schuiving de twee vectoren V en V’ op ons gemak verge- 
lijken met behulp hunner kentallen, zooals die zijn na de 
verplaatsing van een hunner. Men gevoelt, dat er dus iets 
gecompliceerder formules zullen moeten gebruikt worden 
dan de opgeschrevene om uit de kentallen en hunne afge- 
leiden den differentiaal van een vector te vormen. 

Ook deze verbeterde methode echter faalt, zoodra wij 
ons met onze vectoren bevinden in eene gekromde ruimte, 
omdat er niet aanstonds te zeggen valt, wat daar nog 
onder evenwijdige verplaatsing kan worden verstaan. Onze 
ruimte echter is gekromd: het vermoeden van RIEMANN, 
dat de kromming der ruimte wellicht door deze of gene 
uitwendige kracht bepaald kon zijn vindt een bevestiging 
in de theorie van EINSTEIN die juist de zwaartekracht 
aanwijst als ten nauwste verbonden met de ruimtekromming. 
Het is dus een vraag geworden van niet te zuiver mäthe- 
matisch belang dan dat ook een physicus zich ervoor zou 
kunnen interesseeren, op welke manier naburige vectoren 
kunnen worden vergeleken, en wat nu beantwoorden kan 
aan eene verschuiving evenwijdig aan zich zelf. 

Het antwoord op deze vraag is onlangs gegeven door 
prof. SCHOUTEN uit Delft, in de vergadering van het 
Wiskundig Genootschap te Amsterdam. Het zal niet ondien- 
stig zijn, daarvan een nieuwe aanschouwelijke en onmid- 
dellijk tot de verbeelding sprekende inkleeding te geven. 


2. Laten wij nu eerst aan het eenvoudige voorbeeld van 
een gekromd oppervlak enkele zaken in het geheugen 
terugroepen, die bij de meetkunde van gekromde ruimten 
te pas komen om daarna (in $ 4) aan ons eigenlijk onder- 
werp te beginnen. Laat ons denken aan het oppervlak 


Pel 


sn EEN SPE EEEN SS TAM 
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van een bol, of aan een hyperbolische paraboloïde, of wat 
men voor oppervlak wil. Wanneer men zich een meet- 
kunde in dat oppervlak wil scheppen is het een van de 
eerste noodige dingen, dat men omziet naar die lijnen, die 
de eenvoudigste zijn op het oppervlak, zooals men inhet 
platte vlak begint met de rechte lijnen, en daarvan drie- 
hoeken maakt. In een gekromd oppervlak zijn dit -de z.g. 
geodetische lijnen, die men zich kan voorstellen door te 
denken aan een gespannen koord, dat (zonder wrijving) in 
het oppervlak gestrekt wordt, of wel aan de baan van een 
‚stoffelijk deeltje, dat in het oppervlak moet blijven, en 
zonder inwerking van verdere krachten vrijelijk zijn 
traagheid kan uitvieren. 

_Meetkundig wordt de geodetische lijn tusschen twee pun- 
ten op het oppervlak opgevat als de kortste lijn die de 
punten verbindt. Het spreekt van zelf dat men om vande . 
lengte eener lijn te kunnen spreken den afstand moet 
kennen tusschen de opvolgende punten eener lijn. Natuur- 
lijk is de afstand tusschen twee punten in het oppervlak 
niet de werkelijke afstand in de ruimte (deze laatste is 
immers een koorde, buiten het oppervlak gelegen), maar 
hij nadert ertoe, indien de punten dicht bij elkander ge- 
legen zijn. Wil men de punten geteekend denken, die alle 
gelijken afstand hebben van een bepaald punt, dan kunnen 
we het eene eind van een kort koordje, dat op, of liever 
in, het oppervlak blijft, in dat punt vastmaken, en het 
andere eind, onder gestadig strekken van het koord, er 
om heen bewegen. Hoe korter het koord, des te meer zal 
de omtrek naderen tot een vlak cirkeltje. 

Op deze manier kan men rondom elk punt van het 
oppervlak een lijntje getrokken denken, welks punten de 
lengte-eenheid van het middelpunt verwijderd zijn. Hebben 
we op deze manier het oppervlak met ijkfiguren — 
het woord is van MINKOWSKI — bedekt, dan zijn we gereed 
om metrische eigenschappen van allerlei figuren na te 
gaan. Nu kunnen wij b.v. tusschen twee punten een groot 
aantal lijnen trekken, en, door eenvoudig uit te tellen 
hoeveel keeren de straal van een iĳkfiguurtje op ze begre- 
pen is, de lengten bepalen. De kortste lijn, die wij vinden 
kunnen, zal de geodetische lijn tusschen de twee punten 
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‘zijn. Tusschen elk paar punten zullen we aldus een geo- 
detische lijn vinden. Op den bol zijn de groote cirkels de 
geodetische lijnen, op de hyperbolische paraboloïde hooren 
natuurlijk de rechte lijnen ertoe. 

Maakt men van geodetische lijnen driehoeken, dan zullen, 
indien men de afmetingen maar klein genoeg neemt, die 
driehoeken hoe langer hoe meer zich gaan gedragen als 
platte driehoekjes, zooals men die in het raakvlak zou 
kunnen hebben. Essentieel daarbij is, dat hun inhoud klein 
wordt. Zijn de driehoeken grooter, dan uit zich de gekromd- 
‘heid van het oppervlak dadelijk daarin, dat de som der 
drie hoeken niet meer gelijk is aan z. Bij oppervlakken 
van constante kromming is het overschot (of het tekort) 
evenredig met de grootte van het oppervlak van den drie- 
hoek. Vandaar dat men bij veranderlijk gekromde vlakken 
de grens van de verhouding tusschen het exces (of defect) 
en den inhoud der geodetische driehoeken bij verdwijnend 
kleinen inhoud nemen kan als maat voor de kromming. 
Dit exces kan zeer aanzienlijk worden. Men denke op een 
bol met straal R b.v. aan een gelijkzijdigen driehoek, met 
drie hoeken van 47: het exces is iz, de inhoud Jr R? ; ook 
kan men daar gemakkelijk een driehoek opzoeken met een 
exces van bijna 4z, en een oppervlak van bijna 4zR?! 

Het gevolg daarvan is, dat indien men op een gekromd op- 
pervlak een aantal congruente gelijkzijdige en gelijkhoekige 
veelhoeken maakt, b.v. zes gelijkzijdige driehoeken, en men 
die met een gezamenlijk hoekpunt aansluitend naast elkaar 
zou willen leggen, dat dan de eerste en de laatste òf een 
gaping tusschen elkaar hebben, òf over elkaar heenvallen, 
maar niet meer goed aan elkaar passen. Men kan zeggen: 
de gekromdheid van het oppervlak openbaart zich door 
het optreden van sluitingsfouten, en men kan in dit ver- 
schijnsel een kriterium zien voor de al of niet-gekromdheid 
van het oppervlak. Deze manier van zien is door pref. 
EHRENFEST voorgedragen in de natuurkundige sectie van 
het Genootschap voor Natuur- Genees- en Heelkunde te 
Amsterdam. Men kan hetzelfde ook opmerken bij het 
volgende. Stel een mozaiekwerker moet een kerkgewelf 
versieren, zooals in Italië veel geschiedt; hij heeft een 
groot aantal zuiver vierkante witte steentjes, en wil nu 
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daarmee een vierkante of rechthoekige omlijsting maken 
van een of ander tafereel. Hij zal door ervaring spoedig 
leeren, dat hem dit onmogelijk is. Al past hij de vierkan- 
tjes in zijn mozaïekwerk nog zoo zorgvuldig en zuiver 
tegen elkaar, tengevolge van de kromming van het gewelf 
zal hij bemerken, dat zijn steenrijtjes òf bij den laatsten 
hoek niet rechthoekig op elkander staan, òf dat zij hem 
niet in het „verlengde” brengen van de rechthoekszijde 
met welke hij begonnen was. Aan dit voorbeeld ziet men 
waartoe het leidt, als men op het gekromde oppervlak 
telkens een vierkantje naast en „evenwijdig” aan het 
naburige legt. Keert men langs een omweg terug naar het 
uitgangspunt, dan is het „evenwijdige” op geen stukken 
na evenwijdig aan zichzelf gebleven ! 


3. Dergelijke beschouwingen zijn ook gemakkelijk toe 
te passen op een driedimensionale ruimte, en uit te brei- 
den op uitgebreidheden van grooter aantal afmetingen. 
Het komt er in de eerste plaats op aan, dat wij ook hier 
den afstand tusschen twee punten kennen. Wij zouden de 
ruimte eerst dienen te ijken door een groot aantal iĳjkfiguur- 
tjes, (hier bolletjes), te construeeren. Vervolgens konden 
wij dan weder de kortste lijnen gaan opzoeken. In het 
dagelijksche leven en in de dagelijksche meetkunde maken 
we echter dien omslag niet, wij pikken aanstonds de rechte 
lijnen als de geodetische lijnen uit en beginnen met ze 
axiomatisch enkele eigenschappen toe te schrijven, waarmee 
eng samenhangt de stelling, dat de som der hoeken van 
een driehoek een gestrekte hoek is. Of dit het geval is of 
niet, is een kwestie van meten, dus van physica. Het komt 
neer op de vraag, of aan de figuren van eindige afmetingen 
sluitingsfouten kunnen worden opgemerkt, of b.v. zes reëele 
gelijkzijdige driehoeken in één vlak aan een gemeenschappe- 
lijk hoekpunt kunnen aaneensluiten of niet, dan wel of acht 
reëele zuivere kubusblokken aan een hoekpunt zóó precies 
aan elkaar konden gepast worden, dat zij gezamenlijk één 
grooten kubus vormen of niet. Mocht het blijken dat dit 
niet het geval is, dan zouden de voorwerpen in onze ruimte 
niet de eigenschappen hebben, die wij kunnen beschrijven 
met de stellingen uit de meetkunde van EUucLIDES. Het 
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optreden van de beschreven sluitingsfouten d.w.z. van 
deze verschijnselen aan onze meetinstrumenten zouden wij dan 
kunnen uitdrukken in een korte samenvatting door te 
zeggen: de ruimte is niet Euclidisch, wij leven in een 
gekromde ruimte. 


4. Welnu, indien dus in gekromde ruimten de evenwij- 
digheid geen zin meer heeft, laat ons dan terugkeeren tot 
de vraag, wat er in zulke ruimten beantwoorden zal aan 
de verplaatsing evenwijdig aan zichzelf ? 

Voor lichamen van eindige afmetingen is het niet moge- 
lijk het beantwoordende te definieeren, maar voor verd wij- 
nend kleine lichamen bestaat de mogelijkheid wèl. 

Datgene, wat van primaire beteekenis blijft in de ge- 
kromde ruimten, is de afstand. Laat ons beginnen daarmede 
een klein vast lichaam *) te definieeren als een samenstel 
van deeltjes, stoffelijke punten, die bij een verplaatsing door 
de ruimte alle onderlinge afstanden onverkort bewaren. Ook 
de hoeken, die twee onderlinge verbindingslijnen met 


elkander maken, zullen daarbij gelijk blijven, kortom, de 


gedaante van een vast lichaam, zooals wij het definieeren, 
zal nooit, in niets merkbaar afwijken van de eenmaal 
gevormde. Wij willen verder een bepaald punt van het 
complex uitkiezen, om er in onze beschouwingen van te 
kunnen spreken als van het „middelpunt” van het kleine 
lichaam. si 

Wij verbeelden ons nu, dat het middelpunt in de een of 
andere richting wordt verschoven over een kort eindje ò. 
Wij beweren dat het mogelijk is te bewerkstelligen, dat 
alle andere punten van het vaste lichaam over juist denzelf- 
den afstand ò verschoven zijn. Of zij alle daarbij „in dezelfde 
richting” verschoven zijn, is een vraag die geen zin heeft. 
De bedoelde verschuiving is echter duidelijk en stellig aan 
te geven. De omschreven verschuiving wil ik een geodetische 
verplaatsing noemen. Zij beantwoordt volkomen aan de ons 
bekende verschuiving evenwijdig aan zich zelf. 

Zooals reeds opgemerkt is, geldt de definitie alleen voor 
een zeer klein lichaam. Indien de onderlinge afstanden 


*) Van evenveel afmetingen als de ruimte waarin wij werken. 


Ö 
4 
2 
Ë 


zijner deeltjes van de orde van grootte zijn eener verd wij- 
nend kleine ec, is de bedoeling, dat het door de deeltjes 
doorloopen eind nog van de verplaatsing van het middelpunt 
zal kunnen verschillen met een bedrag dat ten hoogste de 
orde van grootte heeft van òc?. 


5. Van het „geodetisch medebewogen assenstelsel”, waar 
prof. SCHOUTEN van gesproken heeft, kunnen wij nu de 
volgende uitlegging geven. Wij kiezen voor de gedaante 
van ons kleine vaste lichaam een viervlak, waarvan drie 
ribben gelijk zijn aan, of evenredig met de grondvectoren, 
waarin wij de te beschrijven vectoren kunnen uitdrukken. 
Voorts kiezen wij den oorsprong, waar de drie ribben 
samenkomen, tot „middelpunt’, en verschuiven dien over 
een eindje, het viervlak geodetisch medeverplaatsende. In 
den nieuwen stand bepalen de ribben wederom drie vec- 
toren, die, genomen als grondvectoren voor de in den 
nieuwen oorsprong aanwezige en te beschrijven vectoren, 
het geodetisch medebewogen assenstelsel vormen. De ken- 
tallen van een vector, een of andere veldsterkte b.v. in 
den nieuwen oorsprong met betrekking op het medebewo- 
gen assenstelsel, kan men nu gemakkelijk gaan vergelijken 
met de kentallen van de veldsterkte in den ouden oorsprong ; 
de verschillen zijn weer de kentallen van een kleinen 
vector ; den „geodetischen differentiaal” van den beschouwde 
vector. 

De beteekenis van den geodetischen differentiaal van een 
vector komt ons ook aldus helder voor oogen te staan : 
denk een zekeren vector voorgesteld door de verbindings- 
lijn van -het middelpunt en een ander vast punt aan ons 
kompaslichaampje. Na de geodetische verplaatsing zal deze 
verbindingslijn weer een bepaalden vector voorstellen. De 
verschilvector nu van den bestaanden vector in het door 
de verplaatsing bereikte punt en den geodetisch meege- 
nomen vector is de geodetische differentiaal. 


6. Ook wat het inheeft, een lijnelementje geodetisch te 
verlengen, kan nu voor ons een aanschouwelijke beteekenis 
krijgen. Wij nemen het beginpunt van het gegeven element 
als middelpunt van ons kompaslichaampje, en markeeren 
met een pijl daarin het andere eind van het lijntje. 
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Verplaatsen wij nu het kompaslichaampje geodetisch met 
het middelpunt langs het lijnelement, dan zal het getee- 
kende pijltje na afloop een ondubbelzinnig bepaalden stand 
hebben. Deze geeft precies de richting van de geodetische 
verlenging van het lijnelementje. Door maar steeds opnieuw 
het kompaslichaampje in de richting van den pijl geode- 
tisch te verplaatsen, zal het middelpunt een geodetische 
lijn beschrijven. Het is aardig om te zien, hoe met behulp 
van het kompaslichaampje, de geodetische lijn zich aldus 
haar eigen weg door de ruimte weet te boren. Zich in 
haar eigen richting geodetisch verplaatsende, blijft zij in 
zichzelve. 


1. Ten slotte kost het niet veel moeite, om in woorden 
te zeggen, wat nu de RIEMANNIAANSCHE kromtemaat is. 
Wanneer wij met ons kompaslichaampje een kleine wan- 
deling maken, en langs een omweg weer in het uitgangs- 
punt P terugkeeren, dan zal het in het algemeen niet precies 
weer in den zelfden stand gekomen zijn, dien het van te 
voren had. Hierin doet zich juist de gekromdheid der 
ruimte gevoelen. Wij merken daarin een sluitingsfout van 
precies denzelfden aard als die, waarvan de mozaïek wer- 
ker last had, dien wij aan het kerkgewelf bezig zagen. 
Dit verschil nu tusschen uitgangsstand en eindstand van 
het kompaslichaampje kan ook teweeggebracht worden 
door een directe wenteling, die wij gevoegelijk de krom- 
mingswenteling kunnen noemen. Trekken wij het kompas- 
lichaampje rond langs een klein vlak figuurtje, en is onze 
ruimte er een van drie afmetingen, dan zal de krommings- 
wenteling een lijn tot as hebben. De richting van die as wordt 
bepaald door het vlak van ons figuurtje, en het bedrag - 
der wenteling na één rondgang is evenredig met het opper- 
vlak van het figuurtje. Laat ons nu op die as een eind 
uitzetten, dat het bedrag der wenteling, in hoekmaat, 
voorstelt, en laat ons den inhoud nemen van het prisma, 
dat we kunnen maken met het figuurtje als grondvlak en 
het op de as van wenteling uitgezette eind als beschrij- 
vende lijn. Deelen we nu dien inhoud door het kwadraat 
van het oppervlak van het figuurtje, dan vinden we een 
bepaald getal. Dit getal nadert tot een vaste grens, wanneer 
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we de proef nemen met een rondgang om een steeds 
kleiner en kleiner figuurtje, steeds in hetzelfde vlak V 
gelegen. Welnu, deze grens is niets anders dan wat 
RIEMANN aangaf als de kromtemaat der ruimte in het punt 
P, volgens het vlak V. 

Is die kromtemaat volgens het vlak V nul, dan treedt 
er dus bij den rondgang van het kompaslichaampje in dat 
vlak geen sluitingsfout op. Blijft de kromtemaat volgens 
elk willekeurig te kiezen vlak nul, dan is er bij P geen 
kromming van de ruimte. Geldt ditzelfde voor alle andere 
punten, dan is de ruimte nergens gekromd, en dus euclidisch. 


Over de reductie van Äbel'sche integralen tot ten 


DOOR 
Dr. W. C, POST (Appingedam). 


Op verzoek van den Heer Vaes geef ik hier een beknopt 
overzicht van den inhoud mijner, onder bovenstaanden 
titel verschenen, dissertatie en zal daartoe eerst uiteen- 
zetten, wat men onder een reduceerbare Abel’sche integraal 
verstaat. 

Men noemt een, bij een irreducibele algebraïsche ver- 


gelijking BEEZ Gere 05 Sidoti 
van een willekeurig geslacht p bekobrendes Abel’sche in- 
tegraal |ez‚waz ee (2) 


reduceerbaar, indien het mogelijk is deze integraal door 
een substitutie van de gedaante 

gk (A U) ESE PE et (3) 
waarbij R(Z,U) en S(Z,U) rationale functies van Z en U 
voorstellen, te transformeeren in een Abel'sche integraal 


| A CROV LE E RRENEAEDN WPA E 
behoorende bij een irreducibele algebraïsche vergelijking 
BOOR en ORNE Ee APE OOI PEEN) 


van een willekeurig geslacht q < p. 
Wiskundig Tijdschrift, 14e Jaargang. 47 
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In mijn proefschrift beschouw ik uitsluitend het geval, 
dat qg—=l, de integraal (4) dus elliptisch is, zoodat in het 
volgende onder een reduceerbare Abel’sche integraal 
steeds zal worden verstaan een tot een elliptische te 
reduceeren Abel’sche integraal. 

In het eerste hoofdstuk geef ik een inleiding tot het 
onderwerp. Na eerst eenige, van Legendre, Jacobi en 
Hermite afkomstige voorbeelden van reduceerbare Abel’ 
sche integralen gegeven te hebben en te hebben aange- 
toond, dat het onderzoek van de tot elliptische integralen 
te reduceeren Abel’sche integralen beperkt kan worden 
tot integralen van de eerste soort, merk ik op, dat het 
vraagstuk der reduceerbaarheid voor het geval, dat men 
met hyperelliptische integralen te doen heeft, nog een 
verdere, door Königsberger aangegeven, vereenvoudiging 
toelaat. Ik bewijs nml, dat, indien een hyperelliptische 
integraal van de eerste soort door een substitutie van de 


gedaante (3) kan gereduceerd worden tot een elliptische: 


integraal, er ook een substitutie bestaat van de gedaante 
AE R,(Z), in US, (2), 

waarin R‚(Z) en S,(Z) rationale functies van Z alleen be- 

teekenen, die dezelfde uitwerking heeft; de graad van 

R‚(Z) wordt dan de graad van de substitutie genoemd. 

In de paragraaf, die hierop volgt, vestig ik er de aan- 
dacht op, dat men twee richtingen van onderzoek kan 
onderscheiden. Bij de eene methode van onderzoek gaat 
men na aan welke voorwaarden de perioden van een 
Äbel'sche integraal van de eerste soort moeten voldoen, 
opdat deze tot een elliptische integraal kan gereduceerd 
worden, terwijl men ook heeft nagegaan aan welke voor- 
waarden het periodensysteem van de p tot een klasse van 
Abel’sche integralen van het geslacht p behoorende nor- 
maalintegralen van de eerste soort en van de bijbehoorende 
thetafunctie moet voldoen, opdat een integraal der klasse 
reduceerbaar is. Men kan deze methode van onderzoek 
de transcendente noemen in tegenstelling met de andere, 
waarbij men de functie onder het integraalteeken beschouwt 
en uitgaat van een elliptische integraal, welke men door 
een substitutie op de integratieveranderlijke toe te passen 
tracht om te zetten in een Abel'sche integraal, waarvan 


a 
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het geslacht grooter dan 1 is, welke methode de algebra- 
ïsche genoemd kan worden. Als besluit van het eerste 
hoofdstuk worden gemakshalve eenige definities, notaties 
en formules uit de theorie der Abel’sche integralen en 
der thetafuncties, waarvan in de volgende hoofdstukken 
gebruik wordt gemaakt, vermeld. 

In het tweede hoofdstuk geef ik een overzicht van het- 
geen de transcendente onderzoekingen over de reductie 
van Abel'sche integralen tot elliptische hebben opgeleverd. 
In de eerste plaats leid ik een noodzakelijke en voldoende 
voorwaarde af, waaraan de perioden van een Abel’sche 
integraal moeten voldoen, opdat deze reduceerbaar zij. 
Vervolgens toon ik aan, dat men door periodentransforma- 
ties het periodensysteem van een reduceerbare integraal 
tot een zeer eenvoudige gedaante kan herleiden, uit welke 
gedaante zich onmiddellijk een noodzakelijke en voldoende 
voorwaarde laat afleiden, waaraan de thetafunctie, behoo- 
rende bij een klasse van Abel'sche integralen, moet voldoen, 
opdat een integraal der klasse reduceerbaar is. Na eenige 
stellingen te hebben bewezen, welke betrekking hebben 
op het aantal reduceerbare integralen van de eerste soort, 
dat tot een klasse van Abel’sche integralen kan behooren, 
besluit ik het tweede hoofdstuk met een stelling over den 
graad van de substitutie, welke een reduceerbare hyper- 
elliptische integraal omzet in een elliptische. 

Het derde hoofdstuk is gewijd aan reduceerbare Abel’- 
sche integralen van het geslacht 2. Afgeleid wordt een 
noodzakelijke en voldoende voorwaarde, waaraan de perio- 
den van de beide normaalintegralen van een klasse van 
Abel'sche integralen van het geslacht 2 en dus ook de 
moduli van de bij de klasse behoorende thetafunctie moeten 
voldoen, opdat een integraal der klasse reduceerbaar zij, 
terwijl tevens eenige stellingen bewezen worden, welke 
betrekking hebben op het aantal reduceerbare integralen 
_ van de eerste soort, dat tot een klasse van Abel’sche 
integralen van het geslacht 2 kan behooren. Van deze 
laatste stellingen mogen de beide volgende hier vermeld 
worden : 

TI. Als tot een klasse van Abel'sche integralen van het 
geslacht 2 een reduceerbare integraal van de eerste soort 


k 
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behoort, behoort er ook altijd een tweede reduceerbare 
integraal van de eerste soort toe. 

II. Als tot een klasse van Abel'sche integralen van het 
geslacht 2 meer dan twee reduceerbare integralen van de 
eerste soort behooren, behooren er oneindig veel toe. 

De laatste paragraaf van het derde hoofdstuk bevat een 
overzicht van de met transcendente hulpmiddelen gevon- 
den reduceerbare Abel'sche integralen van de eerste soort 
van het geslacht 2, terwijl tevens wordt aangetoond hoe 
men langs transcendenten weg tot de in het eerste hoofd- 
stuk genoemde reduceerbare integralen van Jacobi kan 


komen. Deze integralen, door Jacobi langs algebraïschen _ 


weg gevonden, zijn de beide lineair onafhankelijke inte- 
gralen van de eerste soort 
1424 
na (Ll —Z) (1 — xAZ) (1 + #2) (1 + AZ)] 
welke door dezelfde substitutie 


d4, 


Z 
TCO TDI 
respectievelijk gereduceerd worden tot de elliptische inte- 
gralen 
EERE ANRA EO 
viel —2(1 — 72,2) vizll — 2(1l — 2,2} 
waarin 
BREE Kindle a PE dn ee 
1e TAA FF NT AAF ET 
In het vierde hoofdstuk worden de algebraïsche onder- 
zoekingen over de reductie van Abel’sche integralen tot 
elliptische besproken. In de eerste paragraaf behandel ik 
de onderzoekingen, welke door Königsberger zijn ingesteld 
omtrent de reductie van binomische integralen, dat zijn 


Abel'sche integralen, behoorende bij een irreducibele ver- 


gelijking van de en 


waarin » een positief Re getal en G(Z) een geheele | 
rationale functie van Z voorstelt. Deze onderzoekingen: 


hebben voornamelijk ten doel betrekkingen op te sporen, 


welke er bestaan tusschen de complexe vermenigvuldiging 


der elliptische integralen en de reductie van binomische 
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integralen tot elliptische en daaruit eigenschappen van 
reduceerbare binomische integralen af te leiden. In de 
tweede paragraaf bespreek ik verschillende methoden, 
welke kunnen worden aangewend om reduceerbare bino- 
mische integralen te vinden, waarbij de hyperelliptische 
integralen als een bijzonder geval (n =?2) bij de binomische 
integralen inbegrepen zijn. Behalve een methode van 
Dolbnia en een methode, die reeds door Jacobi is aange- 
wend in de transformatietheorie der elliptische integralen, 
geef ik ook een uiteenzetting van een methode, mij door 
Prof. Kluijver aan de hand gedaan. Van deze laatste 
methode wil ik nog een beknopt overzicht geven. Ik moet 
daartoe beginnen met het vraagstuk der reductie van 
binomische integralen als volgt te stellen: 
Onder welke voorwaarden is het mogelijk een binomische 
integraal 
W == ere VE EN) 
(Z —a,)* (Za). (Z — ag) 
van een willekeurig geslacht grooter dan 1 door een sub- 
stitutie van de gedaante 


VAE REE NE AT 
te reduceeren tot een binomische integraal 
dz 
W=C [ DDI (8) 
| (ebi) (2 —b) Lee — by) 


van het geslacht 1? 

" Verder neem ik aan, dat de vertakkingspunten «,, as, 
………,4j en evenzoo b,,b,,...,bj reëel zijn, dan wordt, daar 
alleen integralen van de eerste soort) beschouwd worden, 
door de integraal (6) het positieve Z-halfvlak conform af- 
gebeeld op een K-hoek in het W-vlak, zoodat men kan 
zeggen, dat bij iedere binomische integraal een bepaalde 
veelhoek behoort; de hoeken dezer veelhoek hebben de 
grootte (1 —a,) zr, (1 —«) 7, ‚(1 — «j,) zr. Nu zijn er slechts 
vier verschillende typen van binomische integralen van 
het geslacht 1, namelijk 


1) Hieruit volgt, dat de exponenten a,,«3,-.-,&/ iedere posi- 


tieve meetbare waarde, die kleiner dan de eenheid is, en iedere 
negatieve meetbare waarde mogen hebben, mits (a, Ja, ag) ) 1. 
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[ dz 
(zb)? (zb)? (2— ba)? (2 — bh)? 
Û dz 
(2—b)S (2—b)E (eb) 


’ 


’ 


dz 
en (abi ze ben 


A 
(zb) (2-b)f (abo) 


waarbij de volgende veelhoeken behooren : een rechthoek, 
een gelijkzijdige driehoek, een gelijkbeenige rechthoekige 
driehoek, een rechthoekige driehoek met een hoek van 30°, 

Kan nu de bij de integraal (6) behoorende veelhoek zoo- 
danig worden opgebouwd òf uit congruente rechthoeken 
òf uit congruente driehoeken van één van de drie boven- 
genoemde typen, dat elke twee aan elkaar grenzende 
dezer congruente figuren elkander's spiegelbeeld ten 
opzichte van hare gemeenschappelijke zijde zijn, dan 
zal de integraal (6) door een substitutie van de gedaante 
(1) gereduceerd kunnen worden tot een binomische 
integraal van het geslacht J. De graad der substitutie is 
gelijk aan het aantal der congruente figuren, waaruit de 
veelhoek bestaat. De substitutie zelf kan men gemakkelijk 
uit de figuur aflezen, zooals ik in mijn proefschrift aan een 
drietal voorbeelden toelicht. 

Het proefschrift wordt besloten door een literatuur- 
overzicht 


De schrijver stelt voor belangstellenden gaarne een 
exemplaar van zijn proefschrift beschikbaar. (Red) 
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XIV. De Differential en Integraalrekening ” 
DOOR 
C. KOK (Tiel). 
De heer Thijsen noemt (blz. 104) de volgende onderwerpen: 


I. potentiaal. | 


| 
| 


benen ad 
Je JN B 
EAS Ús’ ) 
$ Vz ) 
dÄA zat dr dus A= [se Oe (=r) afgezien van 
1 2 
Meikhaden met het teeken. 
P 
Ik doe aldus | 
+ 100 JN B 
< 80 Di 
N 50 ) 
100 
Verdeel AB in cM A, = 09 100 (5 zo erg 
100 1 1 
A= » 10) » 
endorse Apo 
A=» =10lp gj) » 


A= 100 Gs jers: 


Dit verheugt het hart van de voorstanders dezer methode, 
vooral het doorstrepen der breuken is van bijzonder veel 
gewicht. Gerrits $ 160 zegt: „De fout, die wij maken door 
beide onderstellingen aan te nemen, is des te kleiner, 
naarmate het aantal deelen, waarin AB verdeeld is, grooter 
is.” Ik beweer echter, dat de fout nul is, immers A, = 100 
( B) is volmaakt in overeenstemming met de uit- 
komst (indien wij deze als goed aannemen.) Men kan dus 
gevoeglijk bij A, ophouden; de rest is franje, alleen ge- 


1) Zie IV, blads. 89; VII, bladz. 103; VIII, bladz. 104; 
X, blad. 123; XII, blads. 131. 
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schikt, om den geest te verbijsteren, doordat zij de aan- 
dacht afleidt. Ik zit dus met deze moeilijkheid: 

De eerste onderstelling, dat de weerstand constant is, 
maakt A, te klein en de tweede onderstelling, dat 
050 maakt A, te groot. Beide onderstellingen 
maken, dat A‚ net goed is. Blijft te verwijzen, dat de 
beide fouten elkaar opheffen. 

De D. en I. menschen zeggen: „Daar heb je het al, dat 
zit ’'m in die alleronmogelijkste, vertroebelende kunstgrepen. 
Die brengen den leerling tot nadenken, iets, dat bij ons 
vrijwel uitgesloten. is.” 


Zij zeggen he it of [5 Ur (5 a) 


Hoe komen zij aan die formule ® 


y+ Ay rn dA = Fdl 
Nete er rn A= fra. 
Ay= (a En 


in de lim dy = Ge 


Ik meen, dat beide methoden op hetzelfde neerkomen 
ele Ax) ==? en 49 X 50 =50? zijn gelijk. 

À, en -dA zijn ook gelijk. Blijft nog over te bewijzen, 
dat ook bij de D. en IL. de fouten elkaar opheffen. 

Ik heb de D. en I. menschen in den mond gegeven, dat 
het nadenken der leerlingen verdwijnt en inderdaad, voor 
zoover ik de leerlingen ken, geloof ik, dat de behandeling 
met letters dat doet, getuige het feit, dat de behandeling 
met letters bij Gerrits en het neerschrijven van den aan- 
gehaalden zin parallel loopen. 

Het bovenstaande geldt voor D. en [. menschen als Kempe. 
Ik wil gaarne aannemen, dat de zuiver onderwezen D. en 
1. geen verwijt kan treffen) maar ik ben het met Kempe 
eens, dat de M.S. dit zuivere onderwijs niet kan geven. 
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II. Arbeidsvermogen van een geladen geleider. Wenn 
also V, das Potential des Konductors bedeutet, so ist die 
Arbeit, um de bis auf die Oberfläche des Konductors zu 
bringen: 

V, de Aber e= CV 


€ e 
Also il sen of ede=tG=teVo 
0 El, 


Ik doe als Lorentz in S 441. Aldus: 
VOO R=1, dus: E == 100, 

A0) NAsk 

Ape VER 


AE, Nr dos 00. 
Ald 23d...99=t Xx 99 X 100, in de lim 4 EV. 

Deze methode heeft het voordeel, dat de leerling er toe 
kan komen, de A,‚,‚ A, enz. eens nauwkeurig te bekijken. 
Doet hij dit, dan treft hem oogenblikkelijk de onjuistheid 
van dezen zin: „die Arbeit ist V‚de.”’ Immers deze stel- 
ling gaat alleen door voor eindige waarden van V,. 

Het lijkt mij daarom beter, den bol op te laden van 
V=10 tot V=100, en niet met V=0 te beginnen. 

HI. Wet van Biot en Savart. 

De methode van Julius S 74 lijkt mij te moeilijk, maar 
de berekening met D- en I-R. eveneens. 

IV. Tangentenboussole. 

Hiervoor behoeft men geen D. en L-R. te leeren. 

V. Inductie. 

Dat I=fsine«, kan ik den leerling duidelijk maken, hoe- 
wel er zijn, die van al de boomen het bosch niet zien. 
Dezelfde leerlingen zullen het differentieeren van cosa 
ook niet gemakkelijk vinden en als een jaar, nadat zij het 
geleerd hebben, de toepassing komt, zal wel blijken, dat 
zij alles vergeten hebben. Dan kun je weer opnieuw 
beginnen. 

VL. Snelheid. 

Na s=4t behandel ik s=5t? zooals Julius in zijne kleine 


had 


werktuigkunde. Hier zie ik kans e bevredigend bij te 


é 
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brengen en wel hierom, dat dit diff.quotiënt iets is, of liever 


met iets te maken heeft, waarover zelfs de meest onont- 


kelde kan spreken, nl. snelheid. 

De theoretische inleiding, welke de D.…- en I.-menschen 
geven, heeft de kwaal, dat zij zich bezighoudt met dingen, 
die buiten het gewone leven staan, eene raaklijn, een 
tangens enz. Alles wiskunde, zonder leven. Neem daaren- 
tegen de volgende behandeling : 


Een agent staat bij een lantaarn en noteert het nummer. 


van eene auto, die naar zijn idee te hard rijdt. Ter terecht- 
zitting beweert de agent, dat de snelheid 15 K.M. was. 
Hij zag nl, dat de auto na 10 sec. de 6de lantaarn pas- 
seerde, en maakte een deelsommetje. De chauffeur zegt, 


dat die uitkomst de gemiddelde snelheid aangeeft, en geeft _ 


den agent den raad voortaan naar de 2de lantaarn te kijken, 
enz. Op deze wijze tewerkgaande, komt de snelheid niet 


zoo ineens uit de lucht vallen op de manier V = en die 


den leerling niets zegt, maar leert hij de definitie zelf vinden. 

Bij de bespreking van s=bt heb ik reeds gelegenheid 
“ gevonden, de opmerking te maken, dat het onmogelijk is, 
eene definitie van snelheid geven, of het zou iets worden 
als de definitie van temperatuur in Heynens Natuurk. 
De definitie der snelheidseenheid verliest nu wel iets van 
hare bekoring, daar de leerlingen verklaren, dat zij er nu 
nog niet veel van weten. De definitie van het aantal snel- 
heidseenheden, dat de snelheid V, bevat, volgt dan en 
daarmee is het voorloopig uit. De hoeksnelheid kan dan 
een jaar later wel eens besproken worden bij den kegel- 
slinger of zoo iets. Immers in de eerste klas onderwijst men 
meestal graden en radialen ook niet gelijktijdig. 

VIT. Zwaartepunten. 

Wie deze met D. en Il. wil onderwijzen, zal toch ook wel 
in de noodzakelijkheid verkeeren, zagen en trapjes te 
teekenen, ten einde de theorie der D. en I. bj te brengen. 

VIII. De wet van Joule. W=eit. 

Het vreemde hierbij is, dat vele collega’s niet eens hebben 
ingezien, dat zij de D. en I. konden toepassen. Voor mij 
is zij eene mooie gelegenheid, de leerlingen met kleine 
grootheden bekend te maken. 
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Oosting zegt, dat de arbeid in Atsee.i A€X Vis, Jawel, 
maar deze arbeid is niet verricht in AB, een oneindig klein 
deel in BB’, Er is dus eene kleine fout gemaakt. En als 
hij aan f sec. toegekomen is, heeft hij zeer vele malen een 
foutje gemaakt. Blijft dus over te bewijzen, dat deze 
gezamenlijke fouten verwaarloosd mogen worden. Dit bewijs 
geeft hij niet. (Weekblad voor M.O, XIII No. 46.) 

IX. De wet der perken. (Pannekoek, Kosmografie S 48). 
Het eigenaardige bij dit bewijs is, dat de schrijver aan- 
neemt: a dat de planeet in 1 sec. AB, d.i. eene rechte lijn 
doorloopt, wat fout is. 

b. dat de aantrekkende kracht der zon elke seconde 


slechts gedurende sec. werkt, wat ook fout is. Het 


l 
1000 | 
resultaat is, dat de driehoeken gelijk zijn. Maar moet nu 
niet bewezen worden, dat beide fouten elkaar opheffen ? 

Dit bewijs vertoont iets dergelijks als dat der potentiaal 
in I d.i. men gaat uit van eenige onware onderstellingen, 
en krijgt zoodoende de waarheid te pakken. Ik ben bang, 
dat er leerlingen zullen zijn, die zullen meenen, dat het 
onmogelijk is, de waarheid der stellingen aan te toonen, 
indien men van onware onderstellingen uitgaat. Of wellicht 
duidelijker, indien de wet der perken geldt voor eene 600- 
zijdige ellips, gaat zij dan ook nog door voor eene echte 
ellips? Neen, de schrijvers hadden moeten aantoonen, dat 
de wet voor de 600-zijdige ellips bijna doorgaat, enz. op de 
manier zooals in IT en VI geschied is. 


Mijne denkbeelden zijn de volgende: 


IL. De oude behandeling der genoemde onderwerpen 
geeft eene geschikte inleiding tot de D. en I-R., daar de 
leerling kennis maakt met kleine grootheden enz. 

IL. De oude behandeling en die met D. en I-R zijn 
ongeveer gelijk. 

HI. De D en I-R, op algemeene wijze behandeld, is 
niet door een kind te begrijpen. 

IV. Wil men toch tot de formules der D. en I.-R. komen 
beschouw ze dan als uitkomsten der oude behandeling, 
in een algemeenen vorm gezet. 

V. De nieuwe methode eischt meer tijd dan de oude. 


268 
NASCHRIFT. 


De voorgaande mededeeling is uitstekend geschikt om 
de groote voordeelen der D. en I-rekening te doen zien. 
Immers tegenwoordig is de leerling genoodzaakt twee 
dingen tegelijk te doen; hij moet zich indenken in het 
begrip potentiaal, en tevens een rekenkundige bewerking 


uitvoeren, die hem nooit van te voren onder oogen is 


gekomen. 

Heeft hij van te voren leeren integreeren, dan kan hij 
nu zijn gedachten geheel concentreeren op het natuur- 
kundige begrip. Er wordt dan voldaan aan Mach’s „economie 
van het denken”. 

Een analoog geval is het volgende: bij vraagstukken 
betreffend kogelbanen moet dikwijls een vierkantsvergelij- 
king worden opgelost. Wat zou er gebeuren, als de leer- 
lingen niet reeds zulk een vergelijking konden oplossen ? 
Men zou twee moeielijkheden tegelijk hebben. Natuurlijk 
geschiedt dat oplossen mechanisch (zie IX, bladz. 110); zou er 
één leeraar zijn, die tijdens de bespreking van de kogelbaan 
nog eens de afleiding van de wortels eener vierkants- 
vergelijking zou behandelen ? F. J. VAES. 


Samenstelling van evenwijdige krachten 


DOOR 
Q. KOK (Tiel). 


Ontbind de evenwijdige krachten P en Q op onderling 
loodrechte assen. De X-as verbindt de aangrijpingspunten. 
Voeg Q cos x bij P cosa en stel hunne resultante samen 
met P sina tot R’. Stel R’ samen met Q sina door verlen- 
ging, dan blijkt hun resultante R ontbondenen te hebben, 
(P+ Q) cosa en (P + Q) sina, zoodat 

I) P4+Q=R. 

DEEP AR: 

R’ maakt Z£ met de X-as. Het aangrijpingspunt van R 
is h verwijderd van dat van Q. Het verlengde van R ver- 


Ae à B 
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deelt den afstand der aangrijpingspunten van P en Q in 
p en g. 


: Psina 
Nu is: 18 A= pO) ze 
h 
toa =— 
5 q 
Door deeling komt: EE BE 
RO nd 


P(pdg)=g(P+Q), of 
3) Pp = Qg- 


Of P en Q gelĳĳk of tegengesteld gericht zijn, doet er 
niet toe. 

Bovenstaanden gedachtengang is ook gevolgd bij de 
verplaatsing van een koppel in zijn vlak en in een vlak 
evenwijdig met het zijne. 


1) Gegeven het koppel met moment Pa. 

Trek een willekeurige lijn AB, en verplaats de krachten 
tot hun aangrijpingspunten op AB komen. 

Ontbind beide, dan zullen de ontbondenen P cos « elkaar 
opheffen, en er zal een koppel overblijven, welks krachten 


zoodat het 


À Ee a 
Psina zijn. De afstand van deze twee is EN 


moment weer Pa is. 


2) Gegeven: Koppel P Xa met krachten P, en P, in 
vlak « en een vlak 2//«. Neem een punt O, zoodat de 
afstand van P tot « gelijk is aan dien van «en 2. Verbind 
O met de BanErUplOgsDunten Á en B der twee krachten 
aen P.. 

RED it Eisin 4 Beein.Oen fB, in £. 

Stel £P, in O samen met P, tot $P, in £. Dan is in @ 
een koppel met krachten P, wier afstand 2a en welks 
moment }P X 2a=P Xa is. 


Opmerking. De afstand van O tot « kan ook anders ge- 
nomen worden. P, kan ook als P, ontbonden worden. 
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Meetkunde en moderne Algebra, 
DOOR 
Dr. J. A. SCHOUTEN (Delft). 


(Voordracht gehouden te Rotterdam en Utrecht in November 
en December 1916). 


De meetkunde vóór Descartes hield zich practisch alleen 
bezig met de bespreking van eenige streng gescheiden 
typen van meetkundige figuren. Overeenkomsten als tus- 
schen cirkel, ellips, parabool en hyperbool mochten al 
worden opg gemerkt, de bewijzen der eigenschappen werden 
voor de verschillende gevallen streng gescheiden gehouden 
en van een samenvatting in het begrip kon zoo, streng 
genomen, nog geen sprake zijn. De belangstelling was ge- 
heel gericht op de strenge onderscheiding der grondvormen 

en nog niet op hunne eenheid. Dat gaat dan zoover, dat 
iedere nieuwe groepeering der gegeven en gevraagde 
lijnen en punten van een probleem als een afzonderlijk 
probleem wordt opgevat en een eigen behandeling ver- 
eischt. Zoo wordt bij Apollonius van Perga bij voorbeeld een 
probleem, dat thans door één algemeene constructie wordt 
opgelost, in tachtig alleen door verschillende groepeering 
te onderscheiden gevallen gesplitst, die elk afzonderlijk met 
dezelfde uitvoerigheid worden behandeld. Al die bijzondere 
gevallen worden als niet reduceerbaar en op zichzelf staande 
beschouwd, en van een zoeken naar eenheid, naar een con- 
structief principe, is geen sprake. 

Het is duidelijk, dat, op deze wijze voortgaande, in de 
overstelpende hoeveelheid van schijnbaar onafhankelijke 
typen en feiten geen orde en verband kon worden gebracht. 
Er moest dus naar een nieuw beginsel worden gezocht, dat 
in staat stelde de meetkundige eigenschappen in ordelijk 
verband te vatten als een in zichzelf gesloten geheel. 
Dit kon op twee wijzen worden verwezenlijkt, en juist die 
twee wijzen gaven het aanzijn eenerzijds aan de analytische, 
anderzijds aan de synthetische meetkunde. 

De analytische meetkunde, die, afgezien van voorloopers, 
gezegd kan worden te beginnen met Descartes’ „Geometrie” 
van 1637, bereikt haar doel door de meetkundige betrek- 
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kingen op eenduidige wijze vast te leggen aan de betrekkin- 
gen tusschen getallen. De getallenrij was destijds de eenige 
bekende uitgebreidheid, die, als door het denken zelf 
gesteld en geheel volgens logische wetten opgebouwd, een 
in ordelijk verband gesloten geheel vormde, dat geene voor 
het denken principieel onoplosbare vragen meer scheen 
in te houden. Met logische noodzakelijkheid moest dus 
vroeg of laat het denkbeeld opkomen, de meetkunde juist 
met het getalbegrip in verband te brengen. Descartes’ drang 
naar eenheid en verband, die hij alleen in het getalbegrip 
verwezenlijkt ziet, blijkt duidelijk uit de woorden uit zijn 
dagboek : 

„De wetenschappen zijn in- hun tegenwoordigen toestand 
gemaskeerd, en zouden eerst bij wegname van dit masker 
in hunne volle schoonheid verschijnen: wie den keten der 
wetenschappen overziet, zal het niet moeilijk vallen, dezen 
keten in den geest te aanschouwen als een rij van getallen.” 

Cassirer zegt in zijn „Substanzbegriff und Funktions- 
begriff": „Die Umsetzung der Raumbegriffe in Zahlbegriffe 
erhebt zugleich das Ganze der geometrischen Forschungen 
auf ein neues gedankliches Niveau. Die substantiellen 
Formbegriffe der antiken Geometrie, die in starrer Ab- 
sonderung einander gegenüberstanden, verwandeln sich 
kraft dieser Vebertragung in reine „Reihenbegriffe"”, die 
nach einem bestimmten Grundprincip aus einander erzeug- 
bar werden.” 

Praktisch gaat dit nu als volgt in zijn werk. In eersten 
aanleg, bij gebruik van het meest eenvoudige stelsel, krijgt 
ieder punt der ruimte 3 getallen, zijn coördinaten, die de 
plaats van dat punt vastleggen t.o.v. een rechthoekig 
assenstelsel. Het wezenlijke der coördinatenmethode is, 
dat de coördinaten en de bepaalde grondfiguur eeneenduidig 
op elkaar betrokken zijn, en dat een continue verandering van 
de coördinaten ook met een continue verandering der grond- 
figuur correspondeert en omgekeerd. Een vergelijking tus- 
schen de coördinaten stelt een oppervlak voor, twee 
vergelijkingen een kromme lijn, in beide gevallen dus 
een stelsel van punten. Het wezenlijke is hier, dat stel- 
sels van grondfiguren op dezelfle wijze correspondeeren met 
vergelijkingen tusschen de coördinaten, als de grondfiguren 
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(in het eenvoudigste geval punten) met de coördinaten zelf. 
In de plaats van de meetkundige figuren treden dus òf 
coördinaten òf algebraïsche functies, die, nul gesteld, de 
vergelijkingen der figuren opleveren. Hierbij wordt eener- 
zijds direct een ordenend beginsel gevonden in den graad 
der vergelijkingen, welk beginsel ons in staat stelt van al 
te ingewikkelde figuren als „transcendent” voorloopig af 
te zien, en verder groote klassen van figuren, die denzelfden 
graad hebben, onder één gezichtspunt te brengen. Met één 
slag herkent men hier bijvoorbeeld cirkel, ellips, parabool, 
hyperbool, ja zelfs het stelsel van twee snijdende, even- 
wijdige of samenvallende rechten als figuren van denzelfden 
aard. In de tweede plaats dringt zich als vanzelf een 
nieuwe ontstaanswijze der figuren aan ons op, nl. die door 
beweging, de kinematische. Om deze beweging te kunnen 
vervolgen is het noodzakelijk, dat de voorloopig alleen 
algebraïsche cartesische methode tot een analytische 
methode wordt. Historisch volgt dan ook de invoering der 
infinitesimaalrekening onmiddelijk op Descartes. 
Daarmede is principieel de basis geleverd, waarop zich de 
analytische meetkunde kan ontwikkelen Als vanzelf komen 
uit de algebra de imaginaire elementen over in de meetkunde. 
Hoewel zij eerst met eenige aarzeling werden ontvangen, 
en niettegenstaande hunne meetkundige beteekenis eerst 
veel later duidelijk zou worden, werden ze sinds Plücker’s 
System der analytischen Geometrie (1835) geregeld gebruikt. 
Ook ligt een opklimmen tot meer dan drie afmetingen 
voor de analytische methode voor de hand. Beginnende bij 
Cayley (1843) zijn hier van baanbrekende onderzoekers voor- 
namelijk te noemen Grasmann (lineare Ausdehnungslehre 
1844), Riemann en von Helmholtz. Uitbreidingen van het 
coördinatenbegrip voorloopig ter zijde latende, zien we 
hier dus de analytische meetkunde als een stelsel, dat 
in staat stelt, met behulp van cartesische coördinaten en 
vergelijkingen tusschen deze, de verschillende vragen be- 
treffende reëele en imaginaire figuren ook in meer dan drie 
afmetingen analytisch te behandelen. De gang der bewer- 
king is daarbij dan deze: 
le. Overbrenging van de meetkundige gegevens op 
coördinaten en vergelijkingen, | 
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2e. Oplossing van het probleem, zuiver analytisch, zonder 
terug te gaan op de aanschouwing, 

3e. Het terugbrengen van de oplossing in een Beal 
kundigen vorm. 

De zoogenaamde analytische methode heeft nu, tot zoover 
als hier geschetst, naast voordeelen ook groote nadeelen. 
Elk vraagstuk moet toch eerst met behulp van een assen- 
stelsel, dat met het vraagstuk eigenlijk niets te maken heeft, 
vertaald worden om de bewerking mogelijk te maken, en 
de uitkomst wordt weer terug vertaald, waarbij dan het 
assenstelsel wegvalt. De beide noodzakelijke overgangen 
stempelen de methode tot een indirecte en vormen hare 
schaduwzijde. De verdere ontwikkeling, die zijn uitgangs- 
punt vond in de invoering der homogene coördinaten door 
Möbius (1827) en de uitbreiding van het coördinatenbegrip 
door Plücker (1830), heeft juist bestaan in het reduceeren 
van de nadeelen van deze overgangen. 

Naast de analytische methode ontstond intusschen een 
tweede, de synthetische, die weer tot de figuren zelf terug- 
keerde. Zij behandelt deze in hare vrijheid, zonder een 
vreemd ingevoerd coördinatenstelsel. Echter wordt niet, 
zooals in de oudheid, elke figuur op zichzelf beschouwd, 
integendeel. Ook -de synthetische meetkunde tracht de 
meetkundige figuren en eigenschappen, in ordelijk verband 
als een in zichzelfgesloten geheel te bevatten, doch zij ge- 
bruikt daarvoor hare eigen bijzondere methoden. De op 
zichzelf staande figuur heeft in de synthetische meetkunde 
alleen beteekenis als voorstelling van een geheele klasse 
van figuren, die onder inachtneming van bepaalde regelen 
uit de eerste door transformatie worden verkregen. Zij 
beschouwt dus alleen de eigenschappen, die bestand zijn 
tegen of ‚invariant bij” bepaalde groepen van transfor- 
maties (invariantieprincipe) en is zoo gericht op wat Steiner 
in 1832 noemde de „systematische Entwicklung der Abhän- 
gigkeit geometrischer Gestalten von einander”. Nu werd 
bij transformaties in den eersten tijd alleen gedacht aan 
projectieve transformaties, dat zijn de meest algemeene 
tranformaties, waarbij rechte lijnen nog recht blijven, en 
die, zooals bekend, altijd kunnen worden verkregen door 
een eindige herhaling van projecties. Voor deze opvatting 

Wiskundig Tijdschrift, 14e Jaargang. 18 


214 


is er dan geen verschil meer tusschen cirkel, ellips, hy per- 
bool of parabool, en hiervoor treedt het begrip „niet ont- 
aarde tweedegraadskromme”, d.i een vlakke kromme, die 
door een rechte lijn in haar vlak altijd in twee punten ge- 
sneden wordt, in de plaats. (Wordt vervolgd.) 


BLADYVULLING. 


Als P een punt is binnen het parallelogram ABCD en 
binnen ZABD geldt de bekende eigenschap : 

A PAB-+APBD=APBC, waarvoor men ook kan schrijven 

(A PAB + A PBD): A PBC =1. 

Deze eigenschap kan men o.a. bewijzen door op te 
merken, dat deze 3 driehoeken in PB een gemeenschappe- 
lijke basis hebben. Ligt P op de diagonaal BD dan is 
A PAB: A PBC=1. Ligt P binnen Z DBC dan heeft men 


(A PAB — A PBD): A PBC=1. Overeenkomstige eigen- 


schappen als P buiten het parallelogram ligt. 

Is ABCD een trapezium dan heeft men bij overeenkom- 
stige ligging van P en als AD =a en BC =b de even wij- 
dige zijden zijn: 

(A PAB + A PBD): A PBC == a/b. 
A PAB SA EBG Sa 
(A PAB — A PBD): A PBC = a/b. 

Analoge eigenschappen met het parallelogram, als P 
buiten het trapezium ligt. 

Neemt men een punt P binnen of buiten een vierzijdige 
pyramide SABCD, die een parallelogram of trapezium tot 
grondvlak heeft, dan krijgt men overeenkomstige betrek- 
kingen tusschen 3 pyramiden PABS, PBCS en PBDS, die 
PBS tot gemeenschappelijk grondvlak hebben. 

Als door een punt P op één der diagonalen binnen een paral- 
lelogram lijnen evenwijdig met de zijden gaan, dan hebben 
twee der gevormde parallelogrammen even groot oppervlak. 

Behalve deze bekende eigenschap kan men gemakkelijk 
aantoonen, dat het product van die parallelogrammen 
evengroot is als het product der twee andere. 

J.N. VISSCHERS. 


ae 


na NEE kde Me OE rt De 
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Vraag en Antwoord. 


Vraag 126. Hen gewicht P ligt op een glad hellend vlak 
(hellingshoek a) en is aan een koord bevestigd, dat evenwijdig 
aan dit vlak loopt. Dit koord loopt over een aan het hoogste 
punt van het hellend vlak bevestigde katrolschijf (straal =r, 
massa=m) en draagt aan zijn ander uiteinde een gewicht K, 
dat vrij naar beneden hangt. Ondersteld wordt, dat K daalt. 

Bepaal : 

a) de spanningen aan de uiteinden van het koord ; 

b) de snelheid van P op het oogenblik, dat een afstand l 
langs het hellende vlak is doorloopen. 

De massa der schijf in rekening brengen. Geen wrijving op 
het hellend vlak ; het koord slipt niet over de schijf. 

Oplossing. 

Noemen wij de aangegeven spanningen S, en S,. Het 
koord, dat wij onrekbaar veronderstellen, blijft gespannen. 

Daaruit volgt, dat de versnelling van P =de versnelling 
van K =de versnelling van een punt aan den omtrek der 
katrolschijf = a. 

Voor het gewicht K geldt: 


K Er 91 == 5 a rr Gre ML an : © (1) 
Voor het gewicht P geldt: 


S,—Psina= „a Ee Cd) 
Voor de katrolschijf geldt: 
M= qT, 


waarin M het draaimoment, q de hoekversnelling, en T 
het traagheidsmoment voorstelt. 
Voor deze grootheden gelden de volgende uitdrukkingen : 


M= (S; Ee S,) r 
a 
life 
I= nr? 
Dus wij vinden als laatste vergelijking : 


re Re 6) 
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Door optelling der vergelijkingen (1), (2) en (3) volgt: 


É K Perm 
K-Psinamal ste) (4) 
of : de 
_ Kg rgsma ' 
ars mg . . (45) 
KR, 


De beweging is dus eenparig versneld. 
a) Voor de spanningen aan de uiteinden van het KOO 
vinden wij de waarden: 8 


K 4 P — —_K-Psina,. 
ie Kdl 
K +P— 9 
P(1 + sina) — 
—=K mg 
EE 
K—Psinax 4Ksina-Psina — 5 sina 
B CH Paine P ERNA” 
Kin 
Pi ; 
KAP | 


b) De beginsnelheid=0. De snelheid van P op het 
oogenblik, dat een afstand / langs het hellende vlak is 
doorloopen, bedraagt, zooals bekend is: 


p= Val — Vv ((2o2 ge, 
Kapen En 
Rotterdam. S. C. VAN VEEN. 


Vraag 127. Een homogene plaat in den vorm van een 
rechthoek (lengte a, breedte b, dikte te verwaarloozen) kan om 
het midden van een breedtezijde als om een vast punt wentelen. 

In een hoekpunt op de andere breedtezijde ontvangt deze plaat 
een stoot s, loodrecht gericht op haar vlak. 

Wordt gevraagd te bepalen : | 
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1°. de as, om welke de plaat gaat wentelen, en de hoek- 
snelheid van die wenteling ; 

20, zoowel den arbeid van den stoot als de kinetische energie 
van de plaat. 

Roermond. H. B. FIJNENBERG. 

Oplossing. 

Neem een rechthoekig coördinatenstelsel aan, door het 
draaipunt als oorsprong, waarvan de X-as gaat door de 
middens der beide breedtezijden, de Y-as langs de breedte- 
zijde valt, en de Z-as |l op de plaat naar boven gericht is. 

De coördinaten van het punt,dat de stoot ontvangt, zijn dan: 


Nd Ys, Zil. 
Het moment M der stoot s heeft tot componenten : 


sb 
M, EU 
M, == + sq 
M= 0, 


waarbij wij verondersteld hebben, dat de stoot loodrecht 
naar beneden is gericht. 

De plaat is verondersteld, voor de stoot in rust te zijn. 

Stel, dat onmiddellijk na den stoot de plaat wentelt om 
een as (die natuurlijk door den oorsprong gaat) met een 
hoeksnelheid w, welker componenten zijn p, q, 7. 

De snelheid van een punt P (x,y,z) heeft dan tot com- 
ponenten : 

m0 
BIER TIf Z y 0 

Volgens het theorema van .d'Alembert, voor het geval 
der stooten, is in ons geval: 


pq 
© y 


Û 


7 mn 


2 


Em hs Ms, al 5 di =M, 
BRON 5 Ee GA 4 
Em) © 3 =M, 

Ux; Vy z 


Substitueeren wij hierin de boven gevonden uitdruk- 
kingen voor v,, v,, %z, dan volgt: 
Ap —Fq—Er=M,, 
Bq — Fp—Dr=M,, 
Cr —Ep— Dg =M,, 
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waarin 

A = Em (y? +2°) = het traagheidsmoment t. 0. v. de as Ox; 
B=im(etr?)= } ” A et Ms OY: 
C= 2m (o° +4°)= , Ln nn Pp 04; 
D= Em yz; 

E == 3m ev; 

F= Em ay. 


Berekenen wij deze grootheden, waarbij wij in ’'t oog 
houden, dat wegens de te verwaarloozen dikte der plaat 
voor ieder punt der plaat geldt: 


B: 
Stel de „oppervlaktedichtheid” =p, Dan is: 
b 
12 
is pa We „is 2, 24 ub, 
A= Emy? Jz )= Em yt= [pay dj = Do 
een 
2 


/ 3 2 
B=Am(ztt rj Zan =| be? Te b_ ua? 


C=Em (wt) ZA HB Á (dat +55); 


D=imyz=0; : Ee Ze 
b 
ata 
P=2may= | [ray am ay=0, 
UD 
2 


waarin w de massa der plaat voorstelt (== p ab). 
Wij vinden dus, door gebruik te maken van de vroeger 
gevonden waarden voor M,, M,‚, M‚: 


OS nl gD 

ID Drom kk se Tare 
ua? | 

RN NRR en 


Btattir=0 nn 
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Uit vergelijking (3) volgt 7» = 0 [want « en 4a? +b? zijn #0]. 
Uit de vergelijkingen (1) en (2) volgt: 


_6 
B ub’ 
3s 

Game nd 


wV(prHgt tr) = ‚VG te) 


Voor de vergelijking der as van wenteling vinden wij: 


Dur a 
USE U be 4 2ay=0 
zijn de vergelijkingen van as van wenteling. 
20, De arbeid, door de stoot verricht, bedraagt : 
SMo=S Mp +4M, gt 4 Mor 
or 1082 
egt Oe: 
De kinetische energie der plaat bedraagt: 
mo? = mor? =} Tw? = 
=tAp? +5 Bg? +4Cr? — Dgr — Erp — Fpq = 
s” ee Oee, 
Nid 
=— arbeid, door den stoot verricht, wat in overeenstemming 
is met de wet van het behoud van arbeidsvermogen. 


S. C. VAN VEEN. 


Vraag 128, 

In verband met de lang niet vaststaande terminologie op 
het gebied der moderne meetkunde, is ’t voor studeerenden 
en studenten misschien wel dienstig de juiste benamingen 
van ’t een en ander te weten en zich daaraan te houden, 
omdat verwisseling van naam of verschillende namen voor 
hetzelfde begrip allicht aanleiding geeft tot verwarring. 

__ In de Grondslagen der Synthetische Meetkunde geeft 

Van Geer de volgende definitie : „Twee elementaire figuren 
van den eersten trap zijn in homografie of homografisch, wan- 
neer met elk element der eene figuur, één en niet meer dan 
één element der andere figuur overeenstemt, zoodanig, dat de 
dubbelverhouding van elke vier elementen der eene figuur 
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gelijk is aan de dubbelverhouding der verwante elementen 
der andere figuur, in dezelfde volgorde genomen.” 

Deze definitie geeft ook Versluys (Inleiding tot de Nieu- 
were Meetkunde van het platte vlak), waar hij, evenals 
Van Geer, met „homografie” en „figuren in homografie” 
bedoelt „perspectief’"' en „perspectivisch liggende (= homo- 
loge) figuren”. Briot en Bouquet (Lecons de Géométrie 
Analytique) maken geen verschil tusschen projectief en 
perspectief ; de in $ 310 voorkomende bilineaire vergelijking 
is de analytische voorstelling der projectieve betrekking. 
Aan ’t eind van $ 310 hebben ze ’t echter wel over perspec- 
tief, waar ze ’t aan beide figuren gemeenschappelijk punt 
als zichzelf verwant punt aannemen. 

Volgens Enriques (Vorlesungen über projectieve Geome- 
trie, Duitsche uitgave), Doehlemann (Projective Geometrie 
in synthetischer Darstellung) en Mehmke (Vorlesungen 
über Punkt- und Vektoren-rechnung, 1ster Teilband) (en 
mijns inziens is dit juist) is bovenstaande definitie echter 
de definitie van „projectieve” figuren, terwijl alle drie als 
definitie van „perspectivisch liggende” figuren nagenoeg 
bovenstaande definitie geven, met toevoeging van: „ter wijl 
’t element, dat beide figuren gemeen hebben, met zichzelf 
verwant is”, 

In beginsel zijn de perspectivische en projectieve betrek- 
king wel niet van elkaar verschillend en is ’t ééne een 
bijzonder geval van ’t andere, doch de eigenschappen, 
waartoe ze aanleiding geven, zijn wel veel van elkaar 
verschillend. 


Den Haag. F. M. RAZOUX SCHULTZ. 


Antwoord. 

Ieder zal er wel zijn eigen spraakgebruik op nahouden. 
Gezien de weinige ingewikkeldheid van de kwestie, kan 
dat niet zoo erg veel kwaad. Ik voor mij houd me aan 
Enriquez, en noem dus projectief iedere collineaire ver- 
wantschap, en perspectief de bijzondere verwantschap, 


waarbij de gemeenschappelijke deelen aan zichzelf ver- 
want zijn. | 
D. 5. 
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Vraag 129. Wanneer men een punt beschouwt, waarop zoo- 
danige krachten werken, dat hun arbeid steeds eentotale diffe- 
rentiaal is, dan zal de brachistochrone, of de kromme van den 
snelsten val tusschen twee gegeven punten de eigenschap bezitten, 
dat het osculatievlak in elk harer punten loodrecht staat op het 
niveauvlak, gaande door dat punt. 

Roermond. H. B. FIJNENBERG. 


Antwoord. Volgens veronderstelling is de arbeid door 
de krachten bij een oneindig kleine verplaatsing van het 
punt uitgeoefend, een totale differentiaal; dus : 

ò 


U U U , 
Kd Yay 2de dU == der do, de + deo 


waaruit volgt: 


Men zegt in zoo'n geval, dat er een krachtfunctie 
U (w,y,z) bestaat, waarvan de krachten kunnen worden 
afgeleid. 1) 

De bewegingsvergelijkingen worden in dit geval: 


LE 
yv. OU 

Wat? òy ” 
dz _àU 
dt. dz 


Vermenigvuldigen wij de le vergelijking met dx, de 2e 
met dy en de 3e met dz, en tellen wij de laatste vergelij- 
kingen bij elkander op, dan volgt na eenmaal integreeren: 

mov? 
zg Ue, gy, 2) he, 
waarin h een integratieconstante is. 

Hieruit volgt: 


1) Deze naam is het eerst gegeven door Sir W‚, R‚ Hamilton. 
De tegengestelde waarde — U draagt den naam van potentiaal. 
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es dt = AEN USE 
m V2U (wo, y, 2) + Zh)’ 
1 dE d 
. Han mda En ses Na hed? me 
an Vats VI2U (a, y, 2) + 2h} 
(A) 

(B) 
waarin [ beteekent, dat de integraal uitgestrekt moet 

(A) 


worden over de geheele (vooralsnog onbekende) kromme 
tusschen de gegeven punten Á en B. 

Zoeken wij nu de brachistochrone, dan moet de tijd t, 
noodig voor het doorloopen van boog AB, een minimum zijn. 

Het vraagstuk is dan teruggebracht tot het volgende 
vraagstuk uit de variatierekening : 

Gevraagd van alle krommen, die de vaste punten A en 
B verbinden, die krommen te bepalen, die 


(B) 5 
s 
tefra ad 
(A) 
tot een minimum maken. 


ne 1 \ 
Noemen WIJ VU Ce, y, 2) A =p (x, yY, 2) 


dan voldoet de functie wp, die de integraal (1) tot een 
minimum maakt, zooals bekend is, aan ’t volgende stelsel 
simultane differentiaal-vergelijkingen : 


als) Pas=0; 


ds òa 
als) Haro: 
als E)— Ae OS 


Uit dit stelsel volgt: 


1) Voor het bewijs hiervan verwijzen wij naar het hoofdstuk 
„Variatierekening” in de grootere werken over D.-en I.-rekening, 
zooals: „Serret-[larnack Bad III, Jordan Bnd ILL, en naar spe- 
ciale werken over dit onderwerp, zooals o.a,: de werken van — 
Kneser, Bolza, Pascal. 
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dU 
L af rde òa . 
U 
zi REE EN EEC 
200 
5 BN OP Òz { 


wanneer wij s als onafhankelijk veranderlijke beschouwen. 
De niveauvlakken worden gekarakteriseerd door de ver- 
elijking : 
ee Uend=0, 
waarin C een constante voorstelt. 
De richtingscosinussen der normaal van U (x, y, z) = Cin 
’t punt x,y,z verhouden zich, zooals bekend is, resp. als: 
SE Ee ee = (pa! dpa): (py! + 9/4’): ("+ p/Z/), 
zooals onmiddellijk uit (2) volgt. 
De richtingscosinussen van de binormaal der brachisto- 
chrone in ’t punt x,y,z verhouden zich resp. als: 
(y'z/ gn 2'y’!) 8 Cd At Dz) E (Eyle en yo”). 
Uit het feit, dat 
(ye!!!) (oa!H-a'p!) de (Ea! —a! 2") (Ooy! Hye!) EL 
('y!!—y'2!") (oz!!H2/o’) —= 0 
is, volgt onmiddellijk, dat de binormaal in ’t punt x,y, z 
van de brachistochrone loodrecht staat op de normaal in 
datzelfde punt op het niveauvlak door dat punt, dus het 
osculatievlak van de brachistochrone in het punt (x,y, 2) 
staat loodrecht op het niveauvlak door dat punt. 
| S. C. VAN VEEN. 
Vraag 130. Te bewijzen: Wanneer een stelsel krachten in 
evenwicht is, is de algebraïsche som van de tetraëders, gecon- 
strueerd op alle mogelijke manieren op deze krachten twee 
aan twee, == 0. 
Wanneer evenwel omgekeerd de som van al deze tetraëders 
= 0 gs, behoeft het stelsel niet in evenwicht te zijn. 
Roermond. F. B. FIJNENBERG. 


284 


Bewijs: Stel gegeven 2 kruisende vectoren P, en P,, 
waarvan de Plückersche coördinaten zijn: 
de projecties op de assen: 
XY, Zi en Xs, Yo, Z2 
en de momenten t.o.v. de assen : 
L,=y Zi 2 Yi; L, =y2lie —ZaYe, 

M‚ =ziAj Did M= Ao 
N;=iYi gy X, 5 Ne == wa Yo — Yee, 
wanneer x,y, 2, resp. %&,, Y2, 22 de coördinaten ders 
aangrijpingspunten zijn. De coördinaten der eindpunten zijn 

dan natuurlijk: 
Bt Kie YS art Zij Dart Xn Hat eN 
Onmiddellijk blijkt, dat : 
LX, HM,Y,HN,4,=0; LX + Mo Yo +- NoZp =0. 
Noem: Xt Xs Xdi dt Li Vor Za ee 
L, +L,=L; M‚,M;=M; N, +NN. 
Wanneer wij de tetraëder construëeren op P, en P, als 
kruisende ribben, dan weten wij dat: 


Ll, Li » Yu Zi 
46 Ae Nei ans Zi 
6x ter (P,P)= lt Pe 


Ll, at Aas Ualot Lan nea 
LX: + M Ya. NiZo + LX MY OSEN ZO en 
herleid kan worden met behulp der betrekkingen: 
LiX: +M,Y, HN,4,=0; LoXe + MoYo + NeZo =0; 
tot: | 
6xtetr. (P‚P‚)=(L, + L3) (Xt Xo) + (MHM) (YY) + 
+(N; + No) (4, + Zo) = LX MY + NZ. 
Wanneer wij nu n vectoren P!, P,, P,,... P, hebben, 


dan kunnen deze, zooals bekend is, op oo? manieren tot 2 
vectoren herleid worden, die elkaar in ’'t algemeen zullen 
kruisen. 


Wanneer wij stellen: 


k=n k=n k==n 
EN KS EEEN ENZ 
kn k=n ene, 


dT ke PEN 
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dan volgt uit het bovenstaande, dat, wanneer wij op twee 
resulteerende vectoren R,, R,, een tetraëder beschrijven, 
steeds zal gelden : 

6 X tetraëder (R,‚, R‚)= LX + MY + NZ. 
waaruit de belangrijke stelling volgt: 

Wanneer men op de een of andere manier een stelsel vectoren 
herleidt tot 2 resulteerende vectoren, dan is de inhoud van de 
tetraëder beschreven op deze beide vectoren als kruisende ribben, 
steeds gelijk. *) 

Deze stelling werd voor het eerst vermeld, zonder bewijs, 
door Chasles in de Annales de Gergonne, t. XVIII; 1828. 
Daarop gaf Möbius een eenvoudig meetkundig bewijs in 
Crelles Journal, bnd. IV, p. 179. Chasles gaf later een bewijs 
in ’t Journal de Liouville, t. XII[; 1847. Wij hebben ook 
een zeer eenvoudig meetkundig bewijs gevonden, dat wij 
binnenkort in verband met andere problemen van ’t zelfde 
genre, hopen te publiceeren. 


Daar : EC EREN 
te MOREE 
PRE 


is: _ LX4MYHNZ= EE (pot M4Y3 + N4Zj + 


+ LjX7 + MyYz + N/Zp) 
waarbij de som is te nemen over alle mogelijke combinaties 
der indices k en !, wanneer wij seh maken van het 
vroeger gevonden resultaat: 

EX + M7Y7 +- N27, =0. 

LjX7 + MjYj + Ny = 0. 

Volgens het boven bewezene stelt de vorm onder het 
somteeken 6 X den inhoud voor vande traëder op P,, en P} 
als kruisende ribben beschreven. 

Hiermede is de volgende belangrijke stelling bewezen : 

Wanneer men op n willekeurige vectoren P,, P,... Po, op 
alle ed mogelijke manieren 2 aan 2 genomen, als krui- 


. sende ribben tetraëders construeert, dan is de algebraïsche som 


1) Zie W.T, XIIIe jaargang, bladz. 142, 
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der inhouden dezer tetraëders = den inhoud van de tetraëder op 
2 resulteerende vectoren R,‚ en R, als kruisende ribben gecon- 
strueerd. 


Ook deze stelling is van Chasles. 
Voor het bijzonder geval dat de n vectoren evenwicht 
met elkaar maken, zijn de beide resulteerende vectoren 
steeds gelijk van grootte, doch tegengesteld gericht. De 
inhoud van de tetraëder op deze vectoren beschreven, is 
dus —=0. Hiermede is ‘t le gedeelte der vraag bewezen. 
Wanneer evenwel omgekeerd de algebraïsche som der 
tetraëders op de vectoren 2 aan 2 beschreven = 0 is, volgt 
hieruit niets meer, dan dat de inhoud der tetraëder op de 
resulteerende vectoren beschreven =0 is. Dan nog is 
mogelijk, dat de resulteerende vectoren wel is waar in 
dezelfde lijn werken, doch niet gelijk en tegengesteld ge- 
richt zijn. Zij leveren dus 1 resulteerende vector. Ook is 
mogelijk, dat deze vectoren een koppel vormen. Het stelsel 
der n vectoren behoeft dus niet in evenwicht te zijn wan- 
neer de som der tetrâëders —=0 is, waarmede het 2e ge- 
deelte der vraag is bewezen. 
Rotterdam. S. C. VAN VEEN. 


Correspondentie. 


In de oplossing van het vraagstuk KV 1917 Integraal- 
rekening No. 3 is blijkbaar een fout geslopen, zooals reeds 
een oppervlakkige beschouwing van het verkregen resul- 
taat aangeeft. Het gezochte azimuth-verschil moet toch 
onafhankelijk zijn van den straal van den bol, terwijl op 
bldz. 200 daarvoor een waarde wordt gevonden, die van 
dezen straal afhangt. De vergissing in de oplossing is, dat op 
blz. 199 een nieuwe verandelijke z wordt ingevoerd, die 
niet de ordinaat z is, die onderaan op 197 wordt genoemd. 
Waar dus in (14) wordt gevonden 


z 
P in arctg z — arctg ners + C 
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mag men dus niet stellen voor de grenzen z=1cosa en 
z=0. (15), (16), (17) en (18) zijn daardoor onjuist. 

De grenzen voor de integraal zijn: laagste punt 4 == 90°, 
hoogste punt 4=a. Hieruit voor de grenzen in verband 
met (8) £—=1 en t—=sine, en in verband met (10) z== en 


z=—=0, zoodat 
} LR zm z ” 


KNO ar AI Igina J 


Op bladz. 210 staat „De doorsnede met het vlak y = con- 
stant geeft blijkbaar een cirkel” Dit moet natuurlijk zijn 
ellips. 

Rotterdam. J. VAN ROON. 


Nieuw verschenen werken. * 


(Door de Redactie ontvangen.) 


P. H. HEIJNEN. Methodiek van het rekenen in de lagere 
school, ten dienste van normaallessen en kweekscholen, 
2e herziene druk. 1917. f 1.00. 

D. BOSWIJK en E. MEYER. Tweede verzameling reken- 
kundige vraagstukken. 8e druk, 1917. f 0,30. 

E. MEYER. Eerste verzameling meetkundige opgaven. 
2e druk, 1917. f 0,35. 

—__—__—__ Eerste verzameling algebraische opgaven. 
2e druk, 1917. f 0,35. 

A. v. THYN. Verzameling van planimetrische vraagstuk- 
ken. 3e druk, 1917. f 1,50.- 

Leerboek de planimetrie, 3e druk 1917. f 1.75. 

Leerboek der vlakke driehoeksmeting. 1917. 
4e druk. f 1.50. 

Leerboek der vlakke meetkunde met opgaven. 
le deel, 4e druk. 1917, f 1 50. 

ee Algebraïsche vraagstukken. le deel, 2e druk. 
1918. f 1.20. 2e deel, 2e druk. 1918. f 1.75. 


*) Van hollandsche schoolboeken wordt geen recensie gegeven. 
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Dr. JAN DE VRIES en W. H. L. JANSSEN VAN RAAY, 
Leerboek der vlakke meetkunde, herzien door J. WIS- 
SELINK. 9e druk, 1917. f 175. 

Uitgever : J. B, Wolters, Groningen. 


E. J. REINDERS. De Ambachtsjongen. Opgaven. 5e ver- 
meerderde druk. 1917. f 0.35. 
Uitgever : P. Noordhoff, Groningen. 


H. J. ROBIJNS, Rekenkunde I (Diploma A) f 1.00. 
A II ( jn B) f 0.75. 
MU. L20. Serie ols 
Uitgever: D. A. Daamen, ’s-Gravenhage. 


Dr. J. DU SAAR en Dr. Jon. VREESWIJK. Algebra I 
en II. Vraagstukken ten gebruike bij het middelbaar 
onderwijs 1917 en 1918, f 1.15 +410 °/,. 

Uitgever: W. E.J. Tjeenk Willink, Zwolle, 


F. VAN GUNST en H. J. CRAMER. Toetsnaald voor de 
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ONDER REDACTIE VAN 


F. J. VAES, : 


(Rotterdain.) 


met medewerking van vele wiskundigen. 


VIJFTIENDE JAARGANG. 
E 1918—1919. 


Ne en 


FiRMA P. VISSER Azn. — HAARLEM. 


est MEEL; 


Ns Ts , 


ed E 


ls ’ Ed E 
Takk BRR Pe at ee: B a EN e k @ if ê 
Ke dn de Á An is » evet de eed = el 40 ì 

jn ‘ r ú k p ; 
k N Di - Ie nd ' 5 5 ' vann, E 
„ fj x ze } À k 

Pd je 

€ Z 


f Bate 


Na lang aarzelen is de uitgever door den drang der 
omstandigheden genoodzaakt de prijs van het Wiskundig 
Tijdschrift te verhoogen. De redactie vertrouwt, dat de 
lezers dit zullen billijken. 

Voor mededeelingen betreffend wiskunde-onderwijs blijft 
steeds plaatsruimte beschikbaar. 

In 1918 verschenen: een verslag omtrent het wiskunde- 
en ander onderwijs op het gymnasium, en een ontwerp- 
programma voor het wiskunde-onderwijs van de commissie, 
die voor eenige jaren benoemd werd door de Vereeniging 
van leeraren bij het Middelbaar Onderwijs. Beide zullen 


worden opgenomen in het W. T. 


DE Eee 
ed 


an 


ae 


Twee merkwaardige oneindige producten 


DOOR 
5. C. VAN VEEN (Rotterdam). 


1. In het volgende zal het bewijs gegeven worden van 
een tweetal oneindige producten, waarvan, zoover ik heb 
na kunnen gaan, behalve in de oorspronkelijke litteratuur 
geen bewijs te vinden is. Des alniettemin verdienen zij, 
vooral om de vele interessante kwesties, die bij haar be- 
wijs ter sprake komen, de volle aandacht. 

Het eerste product is een zeer algemeen product, waar- 
van het door Euler gegeven product: 

veg 2s6.6.10.10.14, 14,18 18, 1) 
B sont dekerk atol Zee 19 er 


een bijzonder geval uitmaakt. 
Dit product is: 


Ì 
m_ Te L II Es) EE 

Â Sitter Gh ares er): 
waarvan het bewijs hier gegeven zal worden. 


Wij veronderstellen: daartoe m ) 2, overigens willekeurig. 


Hieruit volgt, dat alleen voor m —=2 GL 1, terwijl 


m—l 
overigens ek 5 5 
Be oml! Bm! 
Stellen wij: 


(ril) (ttr) =P, 


dan is dus 


steeds {1 zijn. 


1) Introduetio in analysis infinitorum. Editio Nova. Lugdunum 
1797, deel 1, blz, 147 of de Duitsche vertaling: 

Einleitung in die Analysis des Unendlichen übersetset von H. 
Maser. Berlin Julius Springer 1885, blz. 148, 


Deze logarithmen mogen nu in reeksen ontwikkeld 
worden volgens de formule: 


2 3 4 
log(ldao)=er Sh te 


aangezien naar aanleiding van het bovenstaande : 


el Ean, 

Wij vinden dus: 

log P= 

1 Ee 1 1 1 1 

mi Sne t inn don nn 
ek PER et 
ri 2m — ì ES 2 (2m—1)? 8 (2m—1)® EN 4, Cr mn edn 

1 | IA PE 1 
TETE En Bn, 


Volgens de veronderstelling is m)?, dus 0& 5 Gi 
Dus op de term EEE ae E ei 
(1 1\p gm 
qm 
mag de binomiaal-formule toegepast worden. 


Wij vinden dan: 
Ae Ren zE 


der Et Shet 
1 peen at | — 
Pi 3 (or 2 5 FT. 2 mt dn et mre e en sl 


8,41 81401 —_l)(n— 
Epe en +38 Br EPO Ne GE nn Dan 


3 me 


1 45 Nees Dn 2(n—3 
RL (5 mi tm tT ome Tj RE Dede) 


2 nl ) 
40 Am? TP L ee ee 
1 


1 3 (n — I)(n — 2) | 
ent bm tet en) 


mn in ee a a a a a a a a an an a a a 


mn en en en a en an a a en an an a a a a a a a 


Wij kunnen ons deze reeksen zoodanig geplaatst denken, 
dat de gelijknamige machten van E in verticale rijen ko- 


men. Zonderen wij nu de le verticale rij 
1 l 1 1 i 1 
me 2m V 3m Am | bm Om 
af, dan blijft er een dubbelreeks over, waarvan zoowel de 
rijen als de kolommen absoluut convergeeren. 
Volgens een bekende stelling uit de theorie der dubbel- 
reeksen mag men de termen zoowel in horizontale als in 
verticale richting vereenigen. 


Wij zullen nu de gelijknamige machten van = in wer- 
ticale richting vereenigen, en wij zullen bewijzen, dat de 


id id … © …… 1 dd id 
op die manier ontstane coëfficiënt van nl gelijk is aan O 
M 


voor alle waarden van ». 


Wij vinden nl. voor de coëfficiënt van noet 


mM 
n—l (n — In —2 (n — I)(n — 2)(n — 3) 
Be Pet. 1905! Ts 
ee) 
l ge (n—l)(n—2)(n—3) 
Eelt VE er Aen IT ) 
1 5 —I(n2) , P—I)(n2)(n—8) 
oak KEE A denn Bean begi ) 


p= eel) 
—M, EEM Di 
p=l (pl) p=l (2p)' 
wanneer wij: 
1:28 
n— 1) (n—?2) 

Sn Is 
stellen. 


Beschouwen wij eerst de ontwikkeling van (l—1)’= 
volgens ’t binomium van Newton, dan volgt: 


M, = ile 


Beschouwen wij vervolgens de ontwikkeling van 
(LH 1)" = 2%“ volgens het binomium van Newton, dan volgt: 


_M_1 
rna SEE 
Dus de coëfficiënt van An is: 
m7 
NE Aen 
N pl (2p—1)® Rp 
Breen 1 
Nuis -X dn ee ae ek ARE 
paf pr — Sj En ET ie 
femgsd 69Ì 1 1 1 
dus 2% > = idd in 
Deed (29)” dae 
De Lier ol 1 1 
met tnt telt att te 


EE p> of 
p=l (pl) p= (2Wp)° 
ij ne 

p=l(2p)' p=l pl? 
Ee df okee en 


Dus > B E —_=0. Q. E.D. 
p=l 2p-1" nan pel (p)' 
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Hierbij dient echter nog op één kwestie in het bijzonder 
gelet te worden. 

Wij hebben bij «) de termen van een reeks in een andere 
volgorde gezet. Volgens het paradoxon van Dirichlet ver- 
andert hierdoor in ’t algemeen de grenswaarde van de 
reeks, tenzij de reeks absoluut convergent is. *) 

==00 
De Pe ie is absoluut convergent voor xn) 1, 
pip: 
doch niet voor n=1l. De laatstgenoemde termen hebben 
wij echter juist vooraf uit de dubbel-reeks afgescheiden, 
waaruit volgt, dat bovenstaand bewijs geldigheid bezit. 
Hiermede is dus het bewijs geleverd, dat de coëfficiënt 


van de in de ontwikkeling van log P gelijk is aan 0, voor 


Mm 
alle waarden van „> 1. 
Er blijft dus slechts over: 


1 |: 1 1 1 1 
enamp a dnEnn Om: 
Wake ae KE ad jan 
An reerde rog en 
45 
of: EEn 
Ek 


BENE) 


voor alle waarden van ) 2, 


waarmede een nieuw bewijs van deze eigenaardige, eerst 
sedert enkele jaren (1911) bekende betrekking geleverd is. 


2. Vervolgens zullen wij een tweede merkwaardig 
produkt afleiden, - 

Wij gaan daartoe uit van de formule van Stirling, die in 
hare eenvoudigste gedaante de volgende vorm bezit: 


1) P, G, Lejeune-Dirichlet Abhandelungen der Berliner Aka- 
demie 1837, blz. 48. De laatste stelling is ’t eerst door Prof, 
Scheibner gegeven in de verhandeling: „Uber unendliche Reihen 
und deren Convergenz. Leipzig, 1860” (S 7). 
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1.2.3.4.. n= (2) nl EE [Her]. &) 
waarin lim e= 0. 
n= 


Hieruit volgt: 


A BE RO 2n=i(2rn) (2nyl TV [L Her] ten eel 
Verder volgt hieruit ook: 
158 Ib An =V(2x) (2n) TE edo, - (2) 
waarin ook lim ò,=0. 
n= 


Deelen wij (2) door (1), dan volgt: 


erder ee Nn — 12 (2n)'e [1 Ho] 


waarin ook lim p= 0. 
n= 


Uit deze laatste formule volgt: 


(1.3.5.7.... 2n—l) 


dus: 
1 
2 
enen n lim 4,0. 


Stel n—=2?, waarin p een geheel positief getal is. 
Wij vinden dan: 
1 
g2tl pr! [L46, 1] 5 
OT ee 
(15305 ZAT EN) Nn 


Vermenigvuldigen wij deze waarde van e met het 
product: 
1 1 (1.3)E_ (L.3.5.7)4 


Ji si 


15 (1.85 (1.8.5 (1.505 le 


| 1) Voor het bewijs van deze formule zie o.a, Serret-Harnack. 
Diff. und Int. rechnung II blz. 162 en volgende, 


1 
BAER) | zette 

1 ae ap op—l 

kB Tel) 


’ 


Ee ED de 
waarvan de waarde klaarblijkelijk = 1. 
Wij vinden dan: 
1 1 (1.3)£ (1.38.57) 
1 ABE (1.85.DE (1.8.5.791118,15)E 


Im Te 
REET Pl) 9 ALE 


dt 


anp Le 


se ( | CEE B 
Te AGREE 5.7 ots 16 
ï 1 


BREE 2E NR etl gen 
(2PH1(2PH-8).… (PTI 1) 


Re) geen LL 
TA EEE ) ORI RT Gen RRS ON sr AE 


AL 1 
Ben Teksten 20. 1.22? ap aol 
(Leer (2 pl; De ‚2 [LH 6]. 


De algemeene term van het product is: 


1 


en at. )” 

(241(21H3(27H5).… (24 L 1) 

De teller van deze breuk kan nog herleid worden. 
OE ED 


2,6.10,14 „2412, 9211 


12 
2,4.6,8.10,..20F1 2 art tl 
dE oen Ar AN 
HALE GPA EED) Ben tE 
PL hee VDE Va 
II 2T 2) (2414 3) 20220 
=| (214+2(27H4(21 HO)... 24HT). 


De algemeene term van het product wordt ei 


(24H2(27 + 4(2146) … (271) NE 
(27HI(2AH3(22H5).… (24HL 


Dus wij vinden: 


2\/A\E/6.8 10.12,14.16\% 
e= (7) (5) GG) ( Sn) ee 
1 1 
|_(2P42PHA(2PH6) PH |2P_ 2 PE 
LC2PHI(PH3(2P 45)... 2 
1 


4 
Laten wij n onbepaald toenemen, dan nadert 22? 5 tot 
l en 6, tot 0. j 


Wij vinden dan: 


Hen BIES 10.12 ET. 

1 3 Dd 9,113 
Deze zeer regelmatige uitdrukking voor e, het analogon _ 
voor e‚ wat de uitdrukking van Wallis voor zr is, is gevon- 
den door Eugène Catalan, en door hem het eerst bewezen 
in het „Journal de Liouville” 1875, in de verhandeling, 
getiteld: „Sur la constante d'Euler et la fonction de Binet.” 
Behalve dat zij, zonder bewijs, in het „Repetitorium der 
höhere Analysis” van E. Pascal, vermeld wordt, heeft zij, 
naar het schijnt, weinig de aandacht getrokken. Het boven- 

gegeven bewijs mag geacht worden, nieuw te zijn. 
Het bewijs, dat de heer Catalan geeft, berust op zeer 
uitgebreide toepassing der gamma-functien. Zijn bewijs is 
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veel langer en veel ingewikkelder dan het boven gegevene, 
maar het heeft dan ook het voordeel, tot een algemeener 
resultaat te komen. Uit zijn bewijs volgt nl. 


RL (2n)? (2n +-2)...4n)|? ((An2). En 4 

RRen ben (2ne-1) OntirGn | Ln). (Sn—1) 
waaruit voor n=1l het bovengegeven product volgt. 

Het feit, dat deze producten niet zoo bekend zijn, als zij 
wel verdienen, heeft nog aanleiding gegeven, dit artikel 
in bewerking te nemen, ten einde ze in uitgebreider kring 
bekend te doen worden. 


e 


De functies van BES en een nieuwe methode van benadering 
der reëele en geconjugeert-complexe wortels 
eener hogere machtsvergelijking 


DOOR 
Dr. A. KEMPE (den Haag). 


Daar het beweezen is dat nooit of nimmer een vergelijking, 
die de 4de macht overtreft, langs zuiver algebraiesen weg 
is op te lossen, moet deeze oplossing geschieden door be- 
nadering, transcendent of rechtstreeks. De rechtstreekse 
benadering is tot nu toe de kortste. Het is maar de kwestie : 
wat is zelf hier nog de eenvoudigste weg? Allereerst komt 
dan te berde: hoe bepaalt men het gemakkelikst het aantal 
reëele, hoe het aantal geconjugeert complexe wortels? 
(In ’t vervolg zal ik kortheidshalve alleen maar van 
complexe wortels spreeken en dus aanneemen dat de 
coëfficiënten der vergelijking reëel zijn). 

Op deeze vraag geeven m.i. de functies van Bes het 
eenvoudigste antwoort. Deeze toch bepalen het totaal aan- 
tal der complexe wortelparen in eens, zonder, zoals bij de 
Sturmse functies voor de reëele wortels het gevalis, daarbij 
aan grenzen gebonden te zijn. Wat er dan van » na aftrek 
overblijft is natuurlik het aantal reëele wortels. Daar nu 
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bovendien deeze functies van Bes ’‘makkelik te vinden 
zijn, komt het mij voor, dat ze een afzonderlike beschou- 
wing dubbel waart zijn. 

Zij zijn zó te vinden — kinnn neemen wij om onze ge- 
dachten te bepalen de vergelijking: 

ar +a,rt Jant Hayrt Hasrdac=0 « « (1) 

als grontslag aan. 

Men vorme van de coëfficiënten van (1) de volgende 
determinanten : 


ba, Aa, 3d; 2a4 


ba, da, as 2ag 3d, Aa; 


Tidas TiS e, Za, tE Oa 
0) As 2a; 3a, 
Da, 4a, 3a, Za, a; 0 
ds 2az da, 4a; ba; O0 
pO 5a, Aa, da, Za, a; 
A= 


PO Oerts dlr AB Kn 
0 07 Dü Aa dar Zan 
OO SEP Or Sn 


Dui As rn ee 0 
ds: 2a,018a, “Aar haet Om 
Day. Aastidds re ras 

das Aar Dar das DEED 


BE 
| 


0 
0 
0 0 Ddy. Aass Süper An 
0 0 As 28 Sl, di ade 
0 
0 


ann IN me Den en je 


0 0 "Da, da, Ss zr 
0 0 Us 20e 34, Ade 


Een kleine oefening in ’t uitreekenen van getallen 
determinanten zal deeze om hun eigenaardige vorming 
spoedig kunnen bepalen; men krijgt dan een rij van vijf 
verschillende + en — teekens waarvan Bes’ theorema zegt: 
het aantal permanentiën dat in deeze uitgereekende rij te tellen 
ts, geeft juist aan het totaal aantal paren complexe wortels dat 
in (1) woorkomt ; het overige aantal dat er van n overblijft zijn 
dan de reëele wortels. 

Let men op den bouw der determinanten, waarbij iedere 


df 
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coëfficiënt met zijn eigen teeken te neemen is, voorts dat 
er voor een „e macht een slotdeterminant T, is, die uit 
2n —2 horizontale en verticale kolommen bestaat (voor Tp 
is dat dus 2p—2, waarbij p <n) dan is dat al een heel 
eenvoudige manier om ’t aantal paren complexe wortels 
te bepalen. Het komt mij voor dat hierbij de Sturmse 
functies achterstaan. 

Het kan natuurlik gebeuren dat bij het uitreekenen der 
T's een of meerdere van deeze nullen worden. Hierbij zij 
dan opgemerkt, dat de eerste T, nooit nul maar altijt + 
kan worden en dat de andere nulwordende T's tussen T's 
met verschillent teeken moeten staan: hierdoor wort alles 
bepaalt. Bijv. 

+00000? 


Dit is dus een determinantenrij van een 7de machtsver- 
gelijking, waarvan T,=2X!—2 dus 12 horizontale en 
verticale rijen heeft, twee aan.twee rijen verspringende 
en de opengelaten plaatsen door nullen aan te vullen. Nu 
is nul zowel + als —, vervangen we dus den eersten nul 
door + dan moet de tweede nul, omdat de eerste nul tus- 
sen ongelijke teekens moet staan, enkel door — vervangen 
worden. Voor den derden nul kunnen wij weêr + schrij ven, 
maar de vierde nul is, om het straks genoemde decisief, 


‚door + te vervangen. Voor den vijfden nul kunnen wij 


wêêr —+ schrijven en dan moet voor het vraagteeken een 
— komen. Is dus de reekening zonder fout gemaakt, dan 
moet T, als — uitvallen. De volleedige rij der teekens is 
dus: ntt tn 


Neemt men nu voor de dubbelteekens wat men wil, ’t 
zij + of —, nooit meer dan 3 permanenties zullen er in de 


rij getelt worden. De vergelijking heeft dus 3 paar complexe 


wortels en één reëele. Mij dunkt dat is eenvoudig. Een en 
ander met bewijs is te vinden in Hoofdst. IX van Bes’ werk: Uit 
de Theorie der algebraiese vergelijkingen. Haarlem, P. Visser Azn., 
of in het Wiskundig Tijdschrift, jaargang V, VI en VII 
Wat ik hier behandelde zijn de S 139 tot en met 5 141. 
Wanneer alzo het reëele van het complexe is gescheiden 
dan komt een niet minder gewichtig deel: het oplossen der 
wortels. Verwondering mag het wekken dat in de leerboe- 
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ken der hogere Algebra dit gedeelte gewoonlik zo spaar- 
zaam bedacht is, terwijl in den breede wort uitgeweit 
over de eigenschappen der wortels. Zo bijv. wort de fraaie 
methode van Grüffe voor het opsporen van reëele wortels, 
die reeds van 1837 dateert, zelden herdacht, en toch 
met deeze, met het theorema van Descartes en met: als 
er twee, drie enz. gelijke wortels bestaan F(a), F(x) F”(x) 
enz. dien wortel gemeen hebben, schiet men, wat het be- 
reekenen der wortels betreft — het eigenlike oplossen — 
al ’n heel eint op. 

Wat is nu de eenvoudigste manier van oplossing ? 

Vooreerst dat men begint met de reëele wortels op te 
sporen en laten die «,«, «3; enz. zijn, dat men dan F(x) 
door (@ —x,) (@ — 1) (@ — 3) enz. deelt. Het quotiënt, dat 
een vergelijking van lageren graat is, heeft dan uitsluitent 
complexe wortels. 

Men heeft zich veel moeite gegeeven om door transcen- 
dente substitutiën de réöele wortels op te sporen, met 
name door elliptiese functies voor een 5de machtsvergelij- 
king (Hermite) en door hyperelliptiese functies voor een 
6de machtsvergelijking (Gordan) en verder heeft men het, 
ben ik wel ingelicht, nog niet gebragt en het is te ver- 
wachten dat voor nog hogere machtsvergelijkingen de 
substituties nog ingewikkelder zullen zijn. De eenvoudigste 
weg is dit zeeker niet en alleen voor een 3de machtsver- 
gelijking heeft een eenvoudige goniometriese substitutie 
van &==tgp waarde. De vergelijking moet daarvoor wel 
eerst een kleine transformatie ondergaan doch deeze is op 
elke 3de machtsvergelijking toepasselik. Ik wil het bij deeze 
opmerking hier ter plaatse laten en liever de m. ií. een- 
voudigste benaderingsmethode voor reëele wortels toelich- 
ten, om straks tot de complexe over te gaan. Een weinig 
cijferen moet er echter gedaan worden, iets wat intussen 
bij ’t opsporen der wortels altijt geschieden moet, vooral 
als de vergelijkingen wat hoog lopen. 

Als voorbeelt neem ik: 
ears brt Heet Hd? + fret 4 grs thae? Jk tl =0 (2) 

Men deele (2) door «* (bij oneevene machtsvergelijkingen 
denke men zich de hoogste macht van & weg,en deele door die 
macht van wv, die de middenterm van het overblijvende heeft, 
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bij eevene machtsvergelijkingen deele men door de macht 
van «& die de middenterm heeft) en stelle mtr=X, 


1 
wms dus == X— 7, waarbij v als correctieterm dienst doet 


en gevonden wort door # uit (2) in hondertste (nauwkeurig) 
voorlopig probeerent te bepalen. Wij krijgen dan uit (2) 


leser ke 
ms haat Hbas Heet def O4 Et 503) 


en uit: rt r=X, wort ge E=gX 
el he okres lb à 
8 nete „hat AX 
att 3K „kt A kKt EX 
En Ee —X4- 4AX22 wort lett IX AIX 221. 
Verder is: herreijk 
LS —=(X—v)5 


en (al) &t + (bl) #?H (e—h) ©? + (dg) —= 
(al) (X—r)t + (bl) (Xr)? + 
(eh) (Xr)? + (dg) (Xr). 
Worden nu de rechtse leeden uitgewerkt en links en 
rechts ’t geheel samengetelt dan verandert (3) in: 


XS ta, Xt Hb, Xt He, XE HdXHfi=0. . (4) 


5 1 
waarin: y= 
vj 


f, =(f— 2h HU) —(d — g)v H(e — h)v? — (bk) vr? + 
(a —l)vt — 75 
d, =(d — 3k) — Ue —h)v +3 (b—k)v? — 4(a—l)v3 + 5vt 
c‚ =(c — 4U) — 3(b — kv +6 (a — Uv? — 107% 
b, =b—4(a— lv + 10? 
a, =a— bv. 

Men merke hierbij op dat d, grotendeels is het dif. quot. 
van f,‚ naar 7; dat c‚ datzelfde is van d, gedeelt door 2; 
b, datzelfde is van c,‚ gedeelt door 3; a, datzelfde is van 
b, gedeelt door 4 en dat er ook zeekere reegelmaat is in 
de andere letters. 


Vervolgens wordt (4) door X? gedeelt, XY ge- 
Wiskundig Tijdschrift, 15e Jaargang. 2 
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stelt en oe =—v, zodat X=Y-—7, is; men Krijgt dan op 


X 
dezelfde wijze als hier boven ageerende een vergelijking: 
YS Has? Hb te On 
° y 
waarin : Vi == 17? 


cz = (ce, — 2) —(b, — di) vi Har AT 
b,=b,—2(a, — fi) +3? 
dz =A| — vs. 


Eindelik (5) deelende door Y, Y4y=Z, y= en Y== 
ZL —v, gestelt, geeft als slotvergelijking : 
2408 Fb =O 
waarin : 
Aras RE bz = bz — (as — Ca) ?2 H 72°, dz = Az — 2% en 


Hiermêe is de algemeene benadering van een 9 le machts- 
vergelijking aangegeven en haar reëele wortels in haar 
coëfficienten met behulp van een correctieterm uitdrukbaar, 
want d3, bz en v, zijn in a,, bs enz. en v,‚ uit te drukken 
en deeze weêr in a,, b,, C‚ enz. en v‚, om eindelik in a, b, 
c‚, d, f enz. en v te eindigen. Het is echter verkieselik die 
substitutie niet te doen, maar liever de uit elkaâr volgende 
bereekeningen schematies te laten staan; we hebben dan 
resumeerent : 

De vergelijking: 

BH and be + ext + dn + fet d- geh he dketl=0 (2) 


d 4 
y= rdt eerste correctieterm 


f‚ =(f—2h +2) — (dg) v H(e—h) v°—(b—k) 12 H(al) vS? 
d, =(d—3k)—2(e—h)v3(b—k)v? —4(a—l)vt H5vt 
c‚ =(c— 4l) — 3(b —k) v + 6la — U) 7? — 10v® 
b‚=b—4(a—l)v + 107? 

a, =a— bv 
v, = een — tweede correctieterm. 

ce, =(e, —2fi) — bi — di) H(a: —fi) vit —v? 
b,=b; —2(a, —f‚)v, + 374? 


á 


Ee 


Vi 5 . 
oss derde correctieterm. 
bs =b2 — (aa — Ca) va +2? 
Az = A2 — 23 


ze BVG) =| on omen 


Elke reëele wortel moet apart worden uitgereekent en 
daardoor veranderen in bovenstaant schema ook de »’s ; de 
letters a,b,c etc. echter blijven ’t zelfde, wat bij beree- 
kening met logarithmen veel gemak opleevert. Daar 7 niet 
groot is bij «&)1 kunnen de hogere machten van rv ver- 
waarloost worden. Bij een lagere machtsvergelijking dan 
(2) bekort zich het schema natuurlik ook, wat aan (4) en 
(5) te zien is en zo hebben wij in het bovenstaande ook 
nog de schema’s voor be en 3e machtsvergelijking. 

De bezwaren die de methode van Horner eigen zijn bijv. 
de gelijkheit der teekens in de twee laatste termen, het 
ontbreeken van termen in de oorspronkelike vergelijking, 
het weinige verschil dat er in twee wortels kan voorko- 
men, zijn hier geen bezwaren. (Wordt vervolgd). 


Meetkunde en moderne Algebra 


DOOR 
DR. J. A. SCHOUTEN (Delft). 


(Voordracht gehouden te Rotterdam en Utrecht in November 
en December 1916). 


(Vervolg van Jaargang XI Vv, bladz. 270). 


Waar de opzichzelf staande figuur voor de synthetische 
meetkunde alle beteekenis verliest, wendt zich alle belang- 
stelling tot de ontstaanswijze der figuren uit elkaar, in de 
eerste plaats die door projectieve transformaties, waarbij 
graad en klasse dezelfde blijven, en in de tweede plaats 
tot die, waarbij door snijding van twee projectieve grond- 
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figuren van een lageren graad, bijv. stralenbundels in een 
vlak, een grondfiguur van hoogeren graad, hier bijv. een 
puntrij of kromme van den tweeden graad, ontstaat. Steiner 
ziet hierin het fundamenteele principe, dat orde brengt in 
den chaos der afzonderlijke eigenschappen. 

Tot zoover als de analytische en de synthetische meet- 
kunde hier zijn geschetst, zijn beide methoden nog zeer 
verschillend, zoowel in strekking als wat inhoud betreft. 
De analytische meetkunde mist vooralsnog de oneindige 
elementen en kan in verband daarmede de uitsluitend 
projectieve eigenschappen niet afzonderlijk behandelen. 
Zij mist verder nog het invariantie-principe, kan alleen 
punten door koordinaten aangeven en heeft voor de een- 
voudigste figuren vergelijkingen of zelfs stelsels van 
vergelijkingen noodig. Ook de dualiteit komt nog niet tot 
haar recht. De synthetische meetkunde mist daarentegen 
op dezen trap de behandeling der niet-projectieve eigen- 
schappen, dat zijn dus in de eerste plaats de eigenschappen 
der gewone elementaire meetkunde, die ook met lengten 
en hoekmaten opereert. Verder ontbreekt haar de projec- 
tieve begronding der dukbbelverhouding en de behandeling 
van gebieden van meer afmetingen. Beiden ontbreekt nog 
het inzicht in de ware meetkundige beteekenis van onein- 
dige- en imaginaire elementen. 

Achtereenvolgens zal nu nagegaan worden hoe deze 
verschillen en gebreken opgeheven werden. We komen 
dan het eerst tot de invoering van homogene koordinaten 
door Möbius in 1827, waardoor de projectieve eigenschap- 
pen en de oneindige elementen binnen het gebied der 
analytische methode. werden getrokken. Alleen het inva- 
riantie-principe was noodig om werkelijk tot die behandeling 
te kunnen geraken. Dit invariantieprincipe ontleende de 
analytische meetkunde aan de inmiddels zeer verruimde 
algebra. 

De niet-mathematicus, die aan algebra denkt zooals hij 
die op de middelbare school en wellicht nog op een pro- 
paedeutisch college leerde, denkt aan het oplossen van 
_ vergelijkingen met of zonder kunstgrepen, aan vergelijkingen 
van hoogeren graad met benaderde oplossingen, verder 
nog aan reeksen, kettingbreuken en misschien nog aan de 
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beginselen der functieleer. Daarmede heeft hij dan zoo 
ongeveer den inhoud aangegeven van een boek uit de 
oude school, zooals Lobatto’s „Lessen over de hoogere 
algebra”. Neemt men echter eens een moderner boek ter 
hand, zooals Bôcher’s „Inleiding tot de hoogere algebra’ 
dan kan men merkwaardigerwijze in de inleiding lezen, 
dat de schrijver zich met het oplossen van vergelijkingen 
van hoogeren graad niet zal bezig houden, maar van den 
lezer eenige kennis der analytische meetkunde verwacht. 
We vinden dan ook in dit boek verschillende hoofdstukken 
over kegelsneden, over tweede-graadsoppervlakken enz, 
zoodat de niet ingewijde lezer zich wel eens zou kunnen 
afvragen of hij met meetkunde, algebra, met allebei of met 
geen van beiden te doen heeft. Een groot gedeelte van het 
boek is verder nog gewijd aan de bespreking van hoogere 
complexe getallen, matrixrekening en verwante gebieden, 
alle onderwerpen, die in oudere boeken ontbreken. Toch 
pretendeert de schrijver, die een auteur van grooten naam 
is, den lezer in te leiden in de „Hoogere Algebra”, en hij 
doet dat met het volste recht. Wel moet er dus in die 
„Hoogere Algebra” zelf iets veranderd zijn, wat oorzaak is 
dezer merkwaardige verandering van inzicht. Inderdaad 
hebben dan ook de algebristen zich behalve tot de oude 
problemen, die op zichzelf natuurlijk hun belangrijkheid 
behouden hebben, ook gewend tot vraagstukken van 
anderen aard, die een geheel nieuwe aera van wetenschap- 
pelijken arbeid ontsloten. In zijn allereenvoudigsten vorm 
gaat het hier om een andere wijze van beschouwing van 
„gewone vergelijkingen met één onbekende, bijv.: 
di: ©? + 2a, sn + 433 =O. 

Bekend is, dat deze vergelijking 2 gelijke wortels heeft 

indien de discriminante 


di1 U12 
Ui2 A23 


D= 


nul is, en dat de wortels imaginair zijn voor D) 0 en 
reëel voor D{0. 


Nu maakte Boole in 1841 de belangrijke opmerking, dat 
de discriminante D op een getalfactor na onveranderd 
blijft, indien we « lineair transformeeren : 
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ti As, 
a, U Azo’ 

We vinden namelijk, dat D= age D. 
Homogeen laat zich dit symmetrischer en daardoor over- 


A{1 Are 


A 


zichtelijker schrijven. Stelt men nl. x = zh daarmede in 


plaats van een variabele twee z.g. homogene variabelen 
invoerende, waarvan ons dan ten slotte alleen de verhou- 
ding interesseert, dan wordt de vergelijking: 
Ai: Pi° Hair ©, LH A22 D2° =0 
en de transformatie: 
LAD Hr Ls, 
Dy SA, Lj HA32 Ll 


Ki Arg 


=Â#0. 


REDE 


De opmerking van Boole voert er nu toe alleen het lin- 
ker lid a,, #° +2a,9 & + 433 of in homogene koordinaten 
dili? +24, H+azed2°, afgezien van de vergelijking, 
op zichzelf als vorm te gaan beschouwen. De discriminante D 
is dan bij alle lineaire transformaties op een getalfaktor na 
onverbrekelijk aan dien vorm verbonden, en heet een inva- 
riante van dien vorm. Zoo komt men er toe een algemeene 
theorie op te bouwen over invarianten van algebraïsche vor- 
men. Deze invariantentheorie, wier groote uitbreiding men te 
danken heeft o. a. aan Cayley, Sylvester, Gordan, Clebsch 
en Hilbert, blijkt nu eigenlijk de wezenlijke kern van eer 
groot deel der algebra uit te maken en zoo handelt dan 
ook ieder modern algebraboek in de eerste plaats over 
invarianten-theorie. De algebra is geworden tot de leer der 
invarianten van algebraïsche vormen bij en meestal 
algemeen lineaire, transformaties. 

Daarbij doet zich nu de merkwaardigheid voor, dat iedere 
algebraïsche eigenschap onmiddelijk een meetkundige 
interpretatie toelaat, iets wat het bestaan der analytische 
meetkunde al wel doet vermoeden, maar wat toch eerst 
in de invariantentheorie volledig begrond wordt. Neemt 
men bijvoorbeeld in een lijn 2 grondpunten en homogene 
coördinaten, dan stelt: 

Ai, ®,° + Zare U, L2 H Apo Dot = 
een stelsel van twee andere punten voor. Is D =0 dan 
vallen ze samen. Nu komt een lineaire homogene trans- 
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formatie van «x, en «> met A #0 overeen met een 
niet ontaarde projectieve transformatie van de puntrij 
in zichzelf, is de D van twee punten dus bij één stel 
grondpunten gelijk of ongelijk 0, dan moet hetzelfde het 
geval zijn voor de D bij ieder ander stel, aangezien de 
eigenschap van samenvallen of niet samenvallen bij pro- 
jectieve transformaties niet verandert. Daaruit volgt -dan 
ook meetkundig, dat D’ en D alleen in een factor kunnen 
verschillen, en we hebben een onmiddelijke meetkundige 
interpretatie van de beteekenis van algebraïsche invarianten. 
_ Die overeenkomst blijft nu niet tot de elementaire ge- 
vallen beperkt, ook de invarianten van vormen van hoo- 
geren graad en de invarianten van meerdere vormen 
tegelijk, de z.g. simultane invarianten laten zich direct in 
meetkundigen vorm kleeden. Zoo hebben bijv. twee qua- 
dratische vormen 

Ai1 Bi? + 2ajs w, Wa H Azo L3° 

bi: ®2° +2b,2 Wi La J- Doa H0° 
een invariante (z.g. kovariante), die zelf ook een quadratische 
vorm is: 

Ci1 TE H2Ci2 Di Da HC22 La? 

en waarvan de coëfficiënten op eenvoudige wijze uit die 
der gegeven vormen verkregen kunnen worden: 
Ui1 12 Ui, Age A2 A22 
Di. Daz Diz boz 


Deze kovariante stelt nu niets anders voor dan het pun- 
tenpaar, dat ten opzichte van beide gegeven paren har- 
monisch gelegen is, en dus tot de gegeven paren in een 
betrekking staat, die inderdaad bij projectieve transforma- 
ties invariant is. S j 

Ook blijft de overeenkomst niet beperkt tot één afmeting, 
dus tot twee homogene variabelen. De vormen met drie 
variabelen, de zoogenaamde ternaire vormen: 

A, Br Az Do + A3 L3 
A11 PiP Haza Da? Hags Do H2a,s w, Dot2ar3 Lodz Has Asi 
stellen respectievelijk een punt en een tweedegraadskromme 
in het platte vlak voor; hunne invarianten hebben weer 
onmiddelijke beteekenis voor de vlakke projectieve 
meetkunde. 


EN Pen == 


Cz2 == 


bii  Orz 
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„Zoo levert dus de algebra in de invariantentheorie het 
middel, waarmede de analytische meetkunde bij de behan- 
deling der projectieve meetkunde heeft te werken, en in 
iedere dieper gaande analytische meetkunde wordt dan ook 
dit middel, waarvan een der eenvoudigste deelen bijv. de 
leer der determinanten is, min of meer breedvoerig be- 
sproken. Het verband is dus wederkeerig: Geen algebra 
zonder daarnaast waar mogelijk de overzichtelijk makende 
meetkundige interpretatie, geen analytische meetkunde 
‚zonder gelijktijdige behandeling van het algebraïsch appa- 
raat, dat is de invariantentheorie. Meetkunde en algebra 
zijn geworden twee verschillende zijden van dezelfde zaak, 
die alleen voor de voorstelling en in de keuze der be- 
woordingen verschil vertoonen. 

Met de invoering van het begrip invarianten bij bepaalde 
transformaties, in eersten aanleg projectieve transformaties, 
en het gebruik van homogene coördinaten, waardoor onein- 
dige punten voor analytische behandeling toegankelijk 
worden, gaat de analytische meetkunde zich plaatsen op 
hetzelfde standpunt, dat men de synthetische meetkunde 
reeds zag innemen, en eigenlijk begint hier nu het verschil 
tusschen beide reeds te vervagen, waartoe een verdere 
verruiming van het koordinatenbegrip nog bijdraagt. Is 
oorspronkelijk een punt in een vlak gegeven door 3 homo- 
gene koordinaten #,, «2, #3, dan wordt een lijn voorgesteld 
door een vergelijking: 

ALD, HAL + asLg —0. 

Nu hangt die lijn alleen af van de 3 coëfficiënten a,, as, a3, 
en het ligt dus voor de hand die 3 coëfficiënten op te 
vatten als de homogene coördinaten van de lijn. Op dezelfde 
wijze kan men in de ruimte een vlak vier homogene 
coördinaten toekennen. Hiermede is nu al veel gewonnen, 
want met deze zoogenaamde lijn- respectievelijk vlakcoör- 
dinaten is nu ook analytisch de in de synthetische meet- 
kunde zoo belangrijk gebleken dualiteit ingevoerd. Maar 
de uitbreiding gaat nog verder, is eenmaal het denkbeeld 
gevormd bepalende getallen van een figuur als coördinaten 
in te voeren, dan is er niets tegen een lijn in de ruimte 
in plaats van door 2 vergelijkingen in puntcoördinaten (of 
2 in vlakcoördinaten) te geven door zijn bepalende getallen, 


Ei 
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zoogenaamde lijncoördinaten. Zijn eenmaal die bepalende 
getallen als coördinaten ingevoerd, dan kan men weer naar 
de beteekenis van vergelijkingen tusschen die coördinaten 


vragen, en er ontstaat ineens een geheel nieuwe meetkunde, 


de zoogenaamde stralenmeetkunde, die door Plücker in 1850 
werd gegrondvest. In plaats van punten, lijnen en vlakken 


treden hier op lineaire stralencomplexen, lineaire congru- 


enties en kwadratische regelvlakken, en met behulp van 
deze eenvoudige uitbreiding van het begrip coördinaten 


zijn we in staat dit geheel nieuwe gebied aen te 


ontsluiten. 
Men kan nu nog verder gaan, ook de coëfficiënten van 


een vergelijking van hoogeren graad, die bijv. een kromme 


moge voorstellen, kunnen worden opgevat als de coördinaten 
van die kromme en de kromme dus als een door die coör- 


dinaten gegeven meetkundige- grootheid van hoogeren 
graad. Zoo kan men doorgaan en ten slotte de meest inge- 


wikkelde meetkundige gebieden analytisch beheerschen. 


Als algemeen beginsel bereiken we dan, dat iedere meet- 


kundige figuur ten slotte te beschouwen is 

le. als gegeven door een of meer vergelijkingen en 

2e. als gegeven door eenige bepalende getallen of coör- 
dinaten, 

een beginsel dat voor de verdere ontwikkeling van groot 
belang zal blijken te zijn. 

De synthetische meetkunde heeft voor hare verdere ont- 
wikkeling veel te danken aan v. Staudt, die in 1847 in zijn 
Geometrie der Lage het probleem van de projectieve begron- 
ding der dubbelverhouding oploste, en daarmede den weg 
aangaf projectieve coördinaten in te voeren, zonder terug te 
gaan op bepalingen van gewone maat. In 1856 gaf hij verder 
in zijn „Beiträge” de meetkundige beteekenis der imaginaire 
elementen aan, een resultaat dat voor beide meetkunden van 
even groot belang was. Er bleef nu nog het probleem betref- 
fende het verband tusschen elementaire of metrische en pro- 
jectieve meetkunde. Hoewel reeds Poncelet de oplossing ten 
deele bezeten heeft, duurde het nog tot 1872 voor F. Klein, 
steunende zoowel op analytische onderzoekingen, in ’t bij- 
zonder van Cayley, als op synthetische, het beginsel kon 
uitspreken, dat niet alleen ‘hier klaarheid bracht, doch 
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tegelijk het verband legde tusschen alle mogelijke vormen 
van meetkunde. Over dit beginsel, het beroemde Klein’sche 
klassificeeringsprincipe, zij kort het volgende medegedeeld. 
De gewone meetkunde omvat niet alle meetkundige eigen- 
schappen, doch alleen die, welke invariant zijn bij draaiing, 
verschuiving en spiegeling. De projectieve meetkunde 
omvat die eigenschappen, die invariant zijn bij alle 
projectieve transformaties. Beschouwt men alleen die 
projectieve transformaties, die het oneindige vlak onver- 
anderd laten, dan ontstaat de affine meetkunde, welke al 
die eigenschappen omvat, die invariant zjn bij deze z.g. 
affine transformaties. 

De affine meetkunde bevat meer eigenschappen dan de 
projectieve en minder dan de metrische. Uitgaande van 
de gewone elementaire meetkunde, komt men tot de affine, 
door alle eigenschappen te laten vervallen, die niet tegen 
affine transformaties bestand zijn, en van deze tot de 
projectieve door het weglaten van alle eigenschappen, die 
bij projectieve transformaties verdwijnen. In zekeren zin 
omvat dus de elernentaire meetkunde de affine, en deze 
weer de projectieve. Omgekeerd kan men nu echter de 
affine, eigenschappen van een figuur beschouwen als pro- 
jectieve eigenschappen van die figuur en het oneindige 
vlak samen. Het evenwijdig loopen van twee lijnen kan 
bijvoorbeeld worden opgevat als snijden in een punt van 
het oneindige vlak, zoodat de affine meetkunde ook gezegd 
kan worden in de projectieve besloten te zijn en daaruit 
te ontstaan door de bevoorrechting (Auszeichnung) van een 
bepaald vlak. Op dezelfde wijze kan de elementaire meet- 
kunde uit de affine ontstaan door bevoorrechting van een 
bepaalde imaginaire figuur, den z.g. bolcirkel, op welke 
bijzonderheid hier niet verder worde ingegaan. Het beginsel 
laat ruimte voor velerlei andere toepassingen, zoo kunnen 
bijvoorbeeld de verschillende vormen van niet-euclidische 
meetkunde uit de projectieve ontstaan door bevoorrechting 
van bepaalde figuren van den tweeden graad. Dit is het 
Klein’sche klassificeeringsprincipe voor meetkunden, het 
vat iedere meetkunde op als de invariantentheorie van 
een bepaalde transformatiegroep en kent aan iedere trans- 
formatiegroep een eigen meetkunde toe. Door het onder- 
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linge verband der transformatiegroepen voegen zich dan 
de verschillende vormen van meetkunde aaneen tot een 
welgeordend geheel, dat van uit één gezichtspunt kan 
worden overzien. 

Terzelfder tijd formuleerde Klein zijn klassificeerings- 
principe voor meetkundige grootheden. Zooals we reeds 
zagen, kan iedere meetkundige figuur door een zeker 
aantal bepalende getallen worden gegeven, en wordt daar- 
door in zekeren zin tot een soort grootheid. Het kenmer- 
kende van deze grootheden ziet Klein nu in de zoogenaamde 
transformatiewijze der bepalende getallen, dat is het gedrag 
dier getallen bij transformaties van het assenstelsel, en de 
klassificeering der grootheden heeft dus volgens deze trans- 
formatiewijze te geschieden. Daarbij komen dan direct 
interessante dingen aan het licht. Zoo kunnen twee figuren 
bij de eene transformatiegroep dezelfde transformatie- 
wijze hebben en bij een andere meer omvattende niet, en 
zelfs kan bij een bepaalde groep de transformatiewijze 
geheel verdwijnen, zoodat de grootheid bij die groep als 
zoodanig wordt „vernietigd. Meetkundige grootheden 
hebben dus slechts beteekenis voor en bestaan slechts bij 
bepaalde transformatiegroepen, en het heeft zelfs geen zin 
over zoo’n grootheid te spreken, wanneer niet vaststaat, 
welke transformatiegroep men aan zijn beschouwingen ten 
grondslag wenscht te leggen. 

Het laatste element, dat aan de synthetische meetkunde 
ontbrak, de theorie der ruimten van meer afmetingen, werd 
in 1881 door G. Veronese'’s zuiver synthetische behandeling 
dezer ruimten toegevoegd, en daarmede werd in zekeren 
zin een afsluiting bereikt. 

Zoover hebben we dan begrepen, dat synthetische en 
analytische meetkunde één en dezelfde zaak bezien, echter 
op verschillende wijze; de synthetische werkt met de 
elementen zelf in een eigen tàal. In haar meest ont- 
wikkelden vorm is het de grondslag van die taal zelf, de 
axiomatiek, waarop alles komt te rusten, en die zelfs bij 
sommigen zoo de aandacht tot zich trekt, dat het aan- 
schouwelijk element op den achtergrond treedt. De ana- 
lytische meetkunde stelt voor de figuren coördinaten of 
algebraïsche vormen in de plaats, welke nul gesteld de 
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vergelijking der figuren zullen opleveren. Dat nul stellen 
blijft echter veelal achterwege, omdat hoofddoel wordt de 
theorie der invarianten en invariante betrekkingen, welke 
theorie geheel op algebraïsch gebied ligt. De aanschouwing 
kan ook hier geheel op den achtergrond geraken. Beide 
meetkunden hebben het in eersten aanleg over de invari- 
anten bij projectieve transformaties, hoewel andere trans- 
formaties niet uitgesloten zijn en voor beiden even goed 
bereikbaar. Zij vullen elkaar aan zonder één te zijn, wat 
te wijten is aan het feit, dat de analytische methode, zooals 
zij tot hier geschetst werd, een element bevat, dat aan de 
problemen vreemd is, nl. het ingevoerde coördinaten- 
stelsel. Een verdere ontwikkeling kon alleen plaats hebben 
doordat in de analytische meetkunde zelve de middelen 
werden gevormd, die het mogelijk maakten van dit coör- 
dinatenstelsel vrij te worden. 

Ook deze vorming geschiedde weer onder invloed van 
bepaalde denkbeelden uit de algebra. 

De reeds sinds lang bekende complexe getallen werden 
omstreeks 1800 door Wessel, Buée en Argand voor het eerst 
meetkundig geïnterpreteerd. Om tot die interpretatie te 
geraken wordt het complexe getal a4bi in verband gebracht 
met een punt in een vlak met de coördinaten #@ =a, y =b, 
of wel met het gerichte lijndeel, den „vector”, die zich van 
den oorsprong tot dit punt uitstrekt. Nu valt onmiddellijk 
op, dat de z.g. optelling der vectoren, die dezelfde is als 
de samenstelling volgens het parallelogram van krachten 
uit de mechanica, juist correspondeert met de gewone 
optelling der bijbehoorende complexe getallen. De complexe 
getallen leveren hier dus een voorbeeld van het direct 
rekenen met meetkundige figwren zonder daarbij gedurende 
de bewerking een assenstelsel te gebruiken. De vraag 
moest wel opkomen of deze wijze van werken niet voor 
uitbreiding vatbaar was, of er dus geen hoogere complexe 
getallen bestonden, die ons in staat zouden stellen met 
ruimtelijke figuren en zelfs figuren in ruimten van meer 
afmetingen direkt te: rekenen. 

De analytische meetkunde bezit van een dergelijke 
direkte werkwijze een voorlooper in de z.g. symbolische 
methode, die zijn uitgangspunt vond bij Lamé in 1817 en 
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definitief werd ingevoerd door Gergonne,Bobillier en Plücker 
1827—29. Hebben we twee vergelijkingen van gelijksoortige 
figuren, bijv. rechte lijnen in het vlak 


a;L, + A,Ly H AsT3 =0 
bie, T beta + bzr3 =Ô 


dan kunnen we voor het gemak het linker lid door een 
enkel symbool, a resp. b voorstellen. Het is dan duidelijk 
dat a+ Ab=0 weer een rechte lijn voorstelt, door het 
snijpunt van a en b. Varieeren we A, dan hebben we 
de voorstelling van een bundel lijnen in het vlak. Wat we 
hier nu eigenlijk doen is linen, d. z. figuren, bij elkaar op- 
tellen, en wel zoodanig, dat de optelling werkelijk meet- 
kundige beteekenis heeft onaf hankelijk van een assenstelsel. 
Intusschen is die optelling er een van een zonderling 
soort, er is bijv. geen verschil in meetkundige beteekenis 
tusschen a en 2a=at-a daar a =0 en 2a=0 dezelfde 
lijn voorstellen, en er moet dan ook nog heel wat gebeuren 
voor deze symbolische methode overgaat in een werkelijke 
direkte analyse. | 

Onder een directe analyse verstaan we een stelsel, be- 
vattende een optelling en een of meer vermenigvuldigingen, 
dat ons in staat stelt met een of ander bepaald soort als 
grootheden opgevatte meetkundige figuren onafhankelijk 
van een assenstelsel te rekenen, d. w. z, al die verbindin- 
gen en vergelijkingen tusschen deze op te stellen, die 
correspondeeren met de eigenschappen van een bepaalde 
meetkunde. Een direkte analyse omvat ook differentiaties en 
integraties; het eigenlijke algebraïsche deel heet ook wel 
een algebra. Omstreeks 1850 werden de eerste direkte 
analyses gegeven door Grassmann en Hamilton. Het een- 


voudigste deel dezer analyses handelt over optelling en 


vermenigvuldiging van lijndeelen van bepaalde grootte en 
richting, „vectoren” of „Strecken”. De optelling van der- 
gelijke grootheden blijkt te correspondceren met de uitde 
mechanica bekende samenstelling volgens het parallelogram 
van krachten, en hunne vermenigvuldigingen komen op 
dezelfde wijze overeen met in de mechanica op den voor- 
grond tredende verbindingen. Zoo is er een vermenigvul- 
diging die uit kracht en weg den arbeid en een andere, 
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die uit kracht en arm het koppel oplevert. Zonder hierop 
verder in te gaan zij er slechts op gewezen dat een be- 
zwaar der oudere symbolische methode is overwonnen. 
Zijn a en b vectoren in de richting van twee lijnen, dan 
stelt a 4 Ab een vector voor in de richting van een lijn 
van den door a en b bepaalden bundel, ter wijl de gebruikte 
optelling hier alle eigenschappen heeft van de gewone 
optelling. Verder zij nog als voorbeeld gewezen op een 
vermenigvuldiging, waardoor uit 2 gerichte lijndeelen a en 
b het met zekeren getalfactor voorziene snijpunt C ontstaat, 
en op een daarmede dualistische, die uit twee punten A 
en B een gericht lijndeel c in de verbindingslijn geeft: 

ap 0 

ANB. 

Kennelijk vervalt hier het verschil tusschen analytische 
en synthetische behandeling, daar tusschen deze beide 
analytische formules en de synthetische uitspraken: a en 
b snijden in C, en A en B bepalen c geen wezenlijk verschil 
meer bestaat. | 

Het karakteristieke dezer stelsels is de invariantie hunner. 
bewerkingen bij bepaalde transformaties van het assen- 
stelsel, bij Hamilton draaiingen, bij Grassmann meer alge- 
meene lineaire transformaties. 

„Na Hamilton en Grassmann hebben tal van mathematici 
stelsels ontworpen voor verschillende soorten van meet- 
kundige grootheden. Het bekendste en practisch meest 
gebruikte is wel de Vectoranalyse van Gibbs, een uit de 
physische praktijk geworden stelsel, dat ten deele op Ha- 
milton, ten deele op Grassmann steunt. Vooral dit stelsel 
werd door vele schrijvers bewerkt, en, zoowel wat 
notatie als wat opzet betreft, sterk gevarieerd. Het merk- 
waardige is, dat al deze schrijvers hunne stelsels niet naar 
één enkel leidend beginsel hebben berekend, doch ze een- 
voudig, geleid door analogieën en door intuitie hebben 
„gegeven”. Dat gaat zelfs zoo ver, dat het karakteristieke 
kenmerk van een directe analyse, de invariantie harer 
betrekkingen bij bepaalde groepen van transformaties eerst 
later duidelijk aan het licht gekomen is, en er nog tot op 
den huidigen dag stelsels geschapen worden, en over be- 
staande stelsels gediscussieerd wordt, zonder dat deze fun- 
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damenteele zaak in het oog gehouden wordt. De gevolgen 
van een dergelijke zeer losse begronding konden niet 
uitblijven, Hamilton en Grassmann werden door hunne 
groote genialiteit voor ernstige misvattingen behoed, doch 
van alle latere bewerkers kan dat niet worden gezegd, en 
de heftige strijd der aanhangers van verschillende scholen, 
over schijnbaar duidelijke, doch in werkelijkheid niet naar 
behooren gedefinieerde begrippen, vormt een merkwaar- 
dige bladzijde in de geschiedenis der wiskunde. Een be- 
hoorlijke oplossing van alle tegenstrijdigheden en tevens 
een streng wetenschappelijke behandeling der directe stel- 
sels werd eerst mogelijk door toepassing van het reeds boven 
genoemde door Klein geformuleerde klassificeeringsprin- 
cipe. Waar iedere meetkunde slechts een invariantentheorie 
is van een bepaalde transformatiegroep, en ook een geo- 
metrische grootheid slechts bij bepaalde zulke groepen 
bestaat en beteekenis heeft, is een vraag naar een direkt 
stelsel voor zekere grootheden of een discussie over zulke 
stelsels zinledig, zoolang niet nauwkeurig wordt vastgelegd 
welke transformatiewijzen men eigenlijk ten grondslag 
wenscht teleggen. Alle meeningsverschillen vinden dan ook 
hun oorsprong daarin, dat de bestaande stelsels zich veelal 
stilzwijgend, soms onbewust, op zekere transformatiegroepen 
baseeren, en die groepen voor de verschillende scholen 
niet dezelfde zijn. De Hamiltonsche quaternionentheorie 
berust bij voorbeeld op de groep der draaiingen, de Grass- 
mannsche Ausdehnunglehre op een meer algemeene line- 
aire groep. Is dit eenmaal ingezien, en gaat men van be- 
paalde nauwkeurig gedefinieerde groepen uit, dan voert 
een betrekkelijk eenvoudige berekening tot de bijbehoo- 
rende stelsels, en wel op een wijze, die alle willekeur en 
daarmede alle misvattingen of meeningsverschillen uitsluit. 
De taak blijft voor de meest voorkomende en practisch 
belangrijkste groepen werkelijk de bijbehoorende stelsels 
te berekenen en in een voor het gebruik geschikten vorm 
te brengen wat notatie enz. aangaat. Wat betreft de 
practische uitvoering van deze taak staan wij nog aan het 
begin eener ontwikkelingsperiode, die in eindconsequentie 
kan voeren tot een behandeling van bij bepaalde groepen 
behoorende meetkundige problemen op een wijze, die 
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zoowel synthetisch als analytisch, doch geen van beiden 
meer in het bijzonder is. 

De bovenstaande ontwikkelingen hebben doen zien, hoe 
de wiskunde allerminst is een stelsel van eenmaal vast- 
staande waarheden, zooals de buitenstaander veelal denkt, 
doch een wetenschap, die zich als iedere andere voort- 
durend verandert en verruimt. 

Wel heeft B. Peirce eens gezegd: 

„Mathematics is the science which draws necessary 
conclusions”, 
doch van G. Frege stamt de zwartgallige uitspraak : 

„Die Mathematik sollte eigentlich ein Muster logischer 
Strenge sein. In Wirklichkeit wird man vielleicht in den 
Schriften keiner Wissenschaft mehr schiefe Ausdrücke 
und infolgedessen mehr schiefe Gedanken fiinden, als in 
der Mathematik.” 

De waarheid ligt in het midden; de noodzakelijke gevolg- 
trekkingen, die Peirce verlangt, worden wel gemaakt, maar 
zij worden niet altijd direct gemaakt, en niet altijd door 
dezelfde personen. Wat tusschen het gegevene en de juiste 
gevolgtrekking ligt en zoozeer het misnoegen van Frege 


opwekt, bestaat om te vergaan, doch heeft, bestaande, zijne _ 


beteekenis als een fase in de ontwikkelingsgeschiedenis 
der wiskunde. 


Over orthopolen in driehoeken in betrekking 
met de parabool 


DOOR 
R. GOORMAGHTIGH (Londen). 


1. Beschouwen wij, op eene parabool met vergelijking 
y? =?2px, de punten A,‚ B, C met coördinaten : 


(ln) oa). (BE) 


De rechte BC heeft als richtingscoëfficiënt : 


5) Ja Y3 ie 
D tys Lys Ya HY3 
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De orthopool M van de top-raaklijn ten opzichte van 
A ABC is dus het snijpunt der drie rechten: 
(ye H-Y3) 2 + 2py =2py;, 
(Ws dy) + 2py=?pys, 
Wi Aya) 0 + 2py = pgs, 
en heeft bijgevolg als coördinaten : 
—2p, Yi HY2 Ys 

De orthopolen der top-raaklijn eener parabool, ten opzichte 
van alle ingeschreven driehoeken, liggen op eene vaste rechte. 

Uit de uitdrukking der coördinaten van het punt M 
volgt ook deze stelling : 

De afstand van den orthopool van eene rechte A, ten opzichte 
van een driehoek, naar deze rechte A, is tweemaal de parame- 
ter van de omgeschreven parabool waarvan de as loodrecht is op A. 

Indien de normalen in A, B, C door één punt P («, 6) gaan, 
heeft men tusschen y,, y, en y; de volgende betrekkingen : 

Yi HY2 HyYs=0 YiY2 + Y2Y3 eten bie) 


Yiy2Ys =2P° B 
Als men uit een willekeurig punt P de normalen PA, PB, 


PC op de parabool trekt, dan is de orthopool van de top-raaklijn 
ten opzichte van den driehoek ABC een vast punt op de as. 

Men weet dat de orthopool van eene rechte A, ten op- 
zichte van een driehoek, ligt op de Simson-rechte die 
loodrecht is op A ; indien de normalen in A, B,C door een 
punt gaan, is de as van de parabool dus een Simson-rechte 
in A ABC: 

Als men door een willekeurig punt P de normalen PA, PD, 
PC op de parabool trekt, raakt de Steinersche driepunt van 
A ABC de as. 

2. De orthopool M, van de as van de parabool, ten 
opzichte van A ABC, is het snijpunt van de rechten met 
vergelijkingen : 

2p (ys + yo) ot py == yi? Ya +43), 
2p (ys Hy) et Ap y= ya? (ys + Yi) 
py Ho) a tp y= ys (ya + Ye); 
de coördinaten van M, zijn dus: 
ze SEE + YsY1 
p 


Ap? 
Wiskundig Tijdschrift, 15e Jaargang. 3 
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Indien de normalen in A, B, C door één punt P (a, £) 
gaan, worden deze coördinaten (« —p) en ms: 
Zij ABC de driehoek gevormd door de voetpunten der nor- 
malen uit een punt P op de parabool getrokken; zij M‚ de 
orthopool van de as ten opzichte van A ABC. De projectie van 
PM, op de as is gelijk aan den parameter, en het punt, dat 
PM, in de verhouding 2:1 deelt, ligt op de as. 

Als P eene rechte beschrijft, is de meetkundige plaats 
van M,‚ ook eene rechte. | 

8. De raaklijnen in A, B, C aan de parabool hebben als 
vergelijkingen : 


2 2 
YY = (otd) YY =D (e+ 5), 
vys =p +): 
de coördinaten der snijpunten A’, B’, C’ zijn dus: 
on 5 (Wa +43); Ko bye ty); 
Er 5(y1 +9). 


Hieruit volgt dat de orthopool M’ van de top-raaklijn, 
ten opzichte van A A/B'C’, het snijpunt is van de rechten: 


Yi A PY =P (Ye + Y3), 

Yar HPY ZED (Ys HY) 

Yer + PY EP (Yi + Y2); 
M’ heeft dus als coördinaten : 

—5D, (Yi + Yz + Y3)- 


De orthopool van de top-raaklijn eener parabool, ten opzichte 
van een omgeschreven driehoek, ligt op de richtlijn. 

De orthopool M’ ligt ook op de Simson-rechte van den 
driehoek A’B'C/’ die evenwijdig is met de as van de para- 
bool; men weet dat de cirkel A/’B’C’ door het brandpunt F 
gaat, en dat de top-raaklijn de Simson-rechte is van F ten 
opzichte van A A/B'C’. Indien men nog opmerkt dat het 
hoogtepunt van A A/B’ op de richtlijn van de parabool 
ligt, heeft men dus een ander bewijs voor deze stelling 
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die wij in Mathesis, 1914 (Note sur Vorthopôle) aangegeven 
hebben : 

In een driehoek is de orthopool van de Simson-rechte van 
een punt QQ van den omgeschreven cirkel de projectie van het 
hoogtepunt op de Simson-rechte van het andere uiteinde van de 
middellijn van den omgeschreven cirkel die door Q gaat. 

De twee beschouwde Simson-rechten hebben als snijpunt 
het punt met coördinaten O en 5 (y, + y> + y3); vermits 
dit punt op den negenpuntscirkel van A ABC’ ligt, vindt 
men ook deze stelling : 

Men verkrijgt een der snijpunten van de raaklijn in den top O 
eener parabool met den negenpuntscirkel van den driehoek ge- 
vormd door de raaklijnen in drie punten A,B,C der kromme, 
als men het geen van A ABC op de top-raaklijn in g 
projecteert en Og met 5 Og verlengt. 

Deze eigenschap ie eene uitbreiding van eene stelling 
van den Heer Barisien, die het geval beschouwt waarin 
de normalen in A, B,C door één punt gaan (Mathesis, 
vraagstuk 1924, jaarg. 1918, bladz. 144); de stelling wordt 
dan: 

Als de normalen in drie punten der parabool door één punt 
gaan, ligt de top op den negenpuntscirkel van den driehoek ge- 
vormd door de raaklijnen in deze drie punten. 

Uit de uitdrukking der coördinaten van M/’ volgt ook 
deze eigenschap : 

De afstand van den orthopool. van eene rechte A,ten opzichte 
van een driehoek, naar deze rechte A, is de helft van den pa- 
rameter van de ingeschreven parabool waarvan de as loodrecht 
isop A. 

Uit eene voorgaande eigenschap volgt dus ook dat, in een 
driehoek, de parameter. van eene ingeschreven parabool 
x gelijk is aan viermaal den parameter van de omgeschre- 
ven parabool waarvan de as evenwijdig is met deze van zr. 

Verder ziet men nog dat, wanneer de normalen in drie 
punten A, B, C door één punt gaan, de orthopool van de top- 
raaklijn ten opzichte van den driehoek gevormd door de raak- 
lijnen in A, B,C het voetpunt van de richtlijn is. 

4, Men verkrijgt de coördinaten van den orthopool M’, 
van de as, ten opzichte van A A/’B’C’, als men het volgende 
stelsel vergelijkingen oplost: 
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2py, LH PY =Y1 Y2 Yos 
2pys e+ YY Ye Yoo 
kh ee 2py: © + 2p'y == Yi Y2 Ys 
Men vindt 
91 Y2 Y3 

Ip 

Het punt M’, ligt dus op de top-raaklijn; met andere 
woorden, de orthopool van eene rechte A, ten opzichte 
van een driehoek, ligt op de Simson-rechte die loodrecht 
is op A- 

Ook geldt de stelling: 

Indien de normalen in drie punten eener parabool door één 
punt P gaan, is de orthopool van de as, ten opzichte van den 
driehoek gevormd door de raaklijnen in deze punten, de projectie 
van P op de top-raaklijn. 

5. De vergelijkingen der normalen in A, B,C zijn 


x= 0, Js 


Ee =d ) 

y Yi == p 96 2p ’ 
Res daf ha) 

mm Dn nd Aaeeett L — ceo ; 

ee =de ( Ye) 


De Re der snijpunten A/, B’, C” zijn dus: 
pz p(Y2 +2 Ys HY") opt Weds) 


pto ps + Ys Yi F+ Y1°) Bw oo 


ptp 0” Ure Varda So Urd Y2)- 


De coördinaten van den orthopool M” van de top-raaklijn, 
ten opzichte van A A/B/C’, worden gegeven door het 
stelsel vergelijkingen: 

1 

PP YI gr U1 2 Is Ye + Ya), 
1 

pr — YY = op? Yi Ya Ya Ya + Yu), 


1 
De YY pz 41 I1 Is (yr 43) 
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deze coördinaten zijn dus: 
Ts Wihgety) LGE 

Hieruit EN, sE M” op de middellijn van het punt M’, 
ligt en ook dat M'OM” een rechte hoek is. 

De orthopool van de as, ten opzichte van den driehoek ge- 
vormd door de raaklijnen in drie punten der parabool, en de 
orthopool van de top-raaklijn, ten opzichte van den driehoek 
gevormd door de normalen in deze drie punten, liggen op de- 
zelfde middellijn van de parabool. 

De afstand van de orthopolen van de top-raaklijn, ten opzichte 
van deze driehoeken, wordt uit den top onder eenen rechten 
hoek gezien. 

6. De coördinaten van den orthopool M”, van de as, ten 
opzichte van A A” B”C”’ worden gegeven door 


pe — YY =D? + E(Yrt HY Y3 +Y3°), 
Pe — YY =D HE (Y3* HY3 Yi HY), 
PL — Yay =DE HF (YI yi Ya HY2°); 


men vindt als coördinaten : 


En sars 
Pip Ui dy? A ys? HY: Ya H Ya Y3 FY3 Yi) 
E (yi + Ya + Y3). 


De orthopool van de top-raaklijn, ten opzichte van den drie- 
hoek gevormd door de raaklijnen in drie punten der parabool, 
en de orthopool van de as, ten opzichte van den driehoek ge 
vormd door de normalen in deze drie punten, liggen op dezelfde 
middellijn van de parabool. 

7. Wij zullen nog de coördinaten bepalen van de ortho- 
polen uw, en u, van de as en de top-raaklijn, ten opzichte 
van den driehoek abe gevormd door de middelpunten der _ 
kromtecirkels in de voetpunten A, B, C der normalen uit 
een punt P («‚,#) op de kromme neergelaten. 

De coördinaten van a, b, c zijn: 


(5 +p, DE (Zr p, _l); 
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De richtingscoëfficient van be heeft dus als uitdrukking: 


BLR ne Se Ye' 4 Ya Ye HY3* 
Sp Yr —Ys 3p Ye + Y3 
Het punt w, ishet snijpunt van de rechten: 
SP (ya + Ys) (2 — DP) — Uys* + yiys HY) y= Yr Y2 HY3), 
Sp (Ya Hy) (2 — DP) — Ay3? + Y3yr HY) YE Yr (ys HY) 
Sp (yi + Ye) (2 — DP) — Uy? + YiYe HY) YE Y3 (Y1 + Ya), 


„en heeft als coördinaten: 


3 
Le Yad Ya Ya HY Yi H 
3 (Ya + Ya) H- Ya (y3 + 4) + 43° (47 see 
Yi viv HYe Ys + Y3 Y1 


9 (Wid yo) ye H Ya) Wa +91) 
4 YryetyeYs Ys Yi 


Indien 2y,=—=0, heeft men ook 2y,*=2(2y,y,)?; de 
coördinaten van uw, worden dus: 


B 
ded (zv, Ya — 
en: 


3 
hen Xyiys =3x— 2p, 


SI ValEe IED 
4 Zy,gys 4 ap 
Indien een punt P eene rechte loodrecht op de as beschrijft, 
is de meetkundige p'aats van den orthopool van de as, ten op- 
zichte van den driehoek gevormd door de middelpunten der 
kromtecirkels in de voetpunten der normalen op de kromme 
neergelaten ook eene rechte. 


8. Men vindt de coördinaten van w, door oplossing van: 
23 

3p(ya + Ya) w — Aya? Hye ya Hy) y= De Wat dysystd), 

SP (ys yi) we — Ays® + ys y. Hyde Ya Hyeyi yi), 


P(y: + yo) — Uy? Hy Ya + Y2°)Y U Ut veh 
deze coördinaten zijn dus: 


2 - 
__3p? (yi? + yige + Ye Ya? + 4293 + Y3°y3? + 434 HY) 
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en 
| 1 
Ws Evas Foy 91e get)? Had (gets) + 


p'(yiys 
„Ya Yr? Wa Hy) +4, °y2? (yi + Yo)l, 
of ook, vermits de normalen in A, B, C door één punt 
P (a, £) gaan, 
2 PE 8 
Tape Uda H Yade HY) S— 3 A — DP), 
Dt Is 96. 
De as van eene parabool deelt in de verhouding 1:2 de af: 
stand van een punt P naar den orthopool van de top-raaklijn, 
ten opzichte van den driehoek gevormd door de middelpunten 


der kromtecirkels in de voetpunten der normalen uit P op de 
kromme neergelaten. 


Fene identiteit uit de differentiaalrekening 


DOOR 
H. K. BONEKAMP (Kerkrade). 


Deze identiteit in formule, als y= f(x), is 
git dt tlg) 
da” da nHL (ay) 
de TE dal 
In het volgende zullen we trachten deze zoo algemeen 
mogelijk te bewijzen. 
ntl d' (2! y) 


dx 
| ne el 
da 
AR ee TL Sa Can). 
Tr + # a (4) 
dax” dal | 
Uit de differentiaalrekening is bekend, dat 


d* (u .v) 


da? 
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waarin w en v functies van x zijn, gelijk is aan (u + vw)” 
of ontwikkeld: 


du (ndi av n\ d*-*u d°v 
on vl dar . OEE (5) dar? Tb RT NI G 
n\ du d* n\ du d7—lp do 
rr (5) dx? da —2 ( da dal get 


Passen we dit op bovenstaande toe, waarin u=a len 
v=y genomen wordt, dan is het resultaat 


TED Cl ) a+ (B) are fl 
G)een 
Gpr Ey, BE 


art gttl (aa) ne 


ie 


+ 


dart1 


Ke PCE 0). Le See 
CH) Pel 


Deze uitwerkingen gesubstitueerd in den vorm («) geeft: 
2 mr (Â )- n— 1)! Up lm + (5) a Dt 
(PE) oe lat fen (B) CSR! 
(ER) neet [2 & Zn It 


n Wss n +1 (n-— 1) Hed 
a+D(á). let + { 4 Jk TTR | ‘deet | 
De coëfficiënt van den pden term tusschen [] heeft de 
gedaante : 


n (idd nt-1 (n —1)! 
a) it p ) App 
Deze kan ook geschreven worden 


n=pDi("5") ET CA) (n— 1 


pl 
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ei): bi Line Dtp D| = 


rek 


OR 
waarin …— opgevat moet worden 7! 


Zoodat de dg van («) wordt : 


nl nJ-1 dy n+1 dy 
EL 1 ) nig SA ). rg +(75 Vie det 
n di 1 é sd*y 
+ 4 ) "BIE det RE | 
Daar de vorm tusschen [] de ontwikkeling is van 
art! (ey) 
datt 


is dus het bewijs geleverd. 
Deze identiteit blijft bestaan, als we « vervangen door 
Pe + GQ. | 
Eene toepassing van deze identiteit levert de opgave: 
Wanneer y eene functie is van «, en men stelt 


_ 42 + b 
Pit q 
dan is 
a nl qe 
Se CN NOPE 1 7} 
da (aq — pb)’ dz 
Bewijs dit. (Examen M. O. Kv 1908). 
Oplossing. 
dy_ dy Ze _ (pet g)? dy 
de dz’ —_ (aq — pb) dz 
oly 
Sde 
diy varde nek 
A? oren daor 
dz 
z.{@zt 9? dy 
ag — pb) dz! 
Jorospordein: bas 
aq — pb Ea 


(pe + q)? 
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EN) 
(pz + q)? (pz + 9) 15 
(aq — En itn kik En 
wet)? d°.fpet onl 
(aq — pb)? dz? 


Overgaande tot ’t algemeene bewijs, dat als 't gestelde 
geldt voor », dat ’t dan ook geldt voor n +1. 
Is dus 


dy _ war DTE [pz 49 TE 


Hg da” (aq — bpy' de” 
an IS; 
(et DEL dp 77 Een 
Ales — bp)” dz” 
drL, 2e Pres En Eee at 
nl Eb 
da ie 
n n—l 
Ee al(pet od SED 
pz dq) ende 
(aq Epyk1 dz 
pg? AL rpg)" y 
(aq — bp)" dd 


waarmede ’t gestelde is bewezen. 
Uit de bovengenoemde identiteit volgt ook: 


Ea CD ON: AC”) 
IS aen ae 
40 dx” 


Met behulp van deze identiteit kunnen we eenige soor- 
ten differentiaal vergelijkingen oplossen. 
Eenige voorbeelden volgen ter opheldering. 
I. Bepaal y als functie van « uit 
dye nl 
dn Tet 
Stellen we y=a?z en vermenigvuldigen we beide leden 
met x°, dan gaat de vergelijking over in: 
2 „d°(a?z) 
da® 
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Hieruit volgt door integratie 


ns 
of 
te lÂ 
zr do (Gti) 
of | nElgnrd +B 
gie Aed 


y=—alogn CO, »? HC H Cz. 
II. Bepaal y als functie van x uit 


Substitueer voor y de waarde zz. 
De vergelijking wordt dan 
EED OEZ 


VJ? TERS: 
Dus [| „ET aA 

LE a=A 

EE 


Substitueer voor z de waarde uv 
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1 

U=— 

% 
dv _ A 

de «x? 
do A 
de x 
do Ad 

x 

v=Alga. +C. 


Derhalve is y of z = a X E Xx (Alg a + C) = 
Alg ae +C. 
II. Los op de vergelijking: 
a (4) 

xd 

Drs t 5 En rn 0, «oe oren veel L) 
Stel y=x?z en vermenigvuldig beide leden met x, dan 

gaat (1) over in 


e d° (@°z) d? (2) 
da? dr 


[les Za Ea: 


+ Dx == (), 


ps CZ) | oe 


Aen ERG. ee Et 
x 


fLe a) votJaef[S]a 


of 


De verdere oplossing gaat volgens den zelfden weg als 
bij IL. 
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Gewichtenprobleem 


DOOR 
Dr. J. E. VERSCHAFFELT (Leiden). 


Het is een oud probleem (Leonardo van Pisa; zie b.v. 
W. Ahrens : Matbematische Unterhaltungen und Spiele, B. 
G. Teubner, Leipzig und Berlin, 1910, p. 88), waarbij ge- 
vraagd wordt naar het kleinste stel gewichten, waarmede 
men alle geheele aantallen grammen wegen kan van 1 tot 
een zekere grens, die men zoo hoog kan opvoeren als men 
wil. Het is bekend dat, wanneer men de gewichten slechts 
in eene der schalen van de balans mag plaatsen, dus alleen 
door optelling de verschillende getallen vormt, dan de 
waarden der noodige gewichten de termen zijn van de reeks 
der machten van 2, terwijl, wanneer men ook substractief te 
werk mag gaan, door gewichten in beide schalen te plaatsen, 
het aantal der noodige gewichten kleiner is, en de reeks 
der gewichten dan overeenkomt met de machten van 3. 

Men kan zich afvragen of er geen andere combinaties 
van gewichten zijn, waardoor men hun aantal nog kleiner 
maken kan, en men vermoedt wel dat de twee bekende 
combinaties slechts bijzondere gevallen zijn van een meer 
algemeene bewerking, waarbij men ook kan krijgen mach- 
ten van 4, van 5, in ’t algemeen van n. Dit is dan ook het 
geval, en hier wordt aangetoond dat de generalisatie van 
het probleem van Leonardo van Pisa hierin bestaat, dat 
men ook toelaat, dat vóór de rekenkundige of algebraïsche 
optelling de getallen worden vermenigvuldigd met 2,3 
enz. tot m. Praktisch komt dat hierop neer, dat men ge- 
bruik maakt van een balans met meerdere schalen, han- 


dus zooiets als een unster. Zijn er slechts schalen aan één 
kant van de as, dan heeft men gewichten noodig die voorstel- 
len de machten van m +1 ; zijn er ook m schalen aan den ande- 
ren kant, dan heeft men de machten van 2m + 1. Zijn er aan 
den anderen kant „schalen, dan heeft men te maken met de 
machten van m-n+}1,zoodat in ’t algemeen de reeksis die der 
machten van m + 1, wanneer mm het geheele aantal schalen is. 
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Bewijs. 

Eerst alle schalen aan één kant. Door 1 gr. successieve- 
lijk in de m opeenvolgende schalen te plaatsen, verkrijgt 
men koppels overeenkomende met krachten van 1, 2, 3, 
.…….m gr. in de eerste schaal. Als 2e gewicht heeft men 
dus (m +1) gr noodig, en dit, geplaatst in de opeenvolgende 
schalen, komt op zijn beurt overeen met 2 (mn +1), 3 (m + 1), 
enz..…., m(m + U gr, terwijl telkens de m tusschenliggende 
getallen met behulp het 1 gr-gewicht worden ingevuld. 
Ook verwezenlijkt men daarmede nog alle getallen van 
m(mt-1) tot m(m 1) m=(mH1)? —1, zoodat het 
eerstvolgende gewicht dat men noodig heeft dat van 
(m +1)? gr. is. Daarna komt (m + 1)? enz. en dat gaat zoo 
door, d. w. z. men heeft de machten van (m +1) noodig. 
M. a. w.‚ men werkt eigenlijk in het (m + 1I)-tallige stelsel ; 
het 1 gr. gewicht, in de opeenvolgende schalen geplaatst, 
vertegenwoordigt de eenheden, het 2e gewicht de (m + 1)- 
tallen, het 3e de (m +1)? tallen, enz. it? 

Dit is b.v. toegepast bij de balans van Westphal, voor 
het bepalen van soortelijke gewichten, waarbij een stel ge- 
wichtenopgehangen kunnen worden in regelmatig verspreide 
gleufjes van een hefboom ; aangezien daarbij m — 9, gebruikt 
men gewichten (4 in aantal), die zich verhouden als de mach- 
ten van 10. Daar werkt men dus in het tientallige stelsel. 

Stel nu de gewichten kunnen worden geplaatst in 
schalen aan beide kanten. Met het enkele gewicht van 1 
gr. verwezenlijkt men koppels, waarvan de momenten 
evenredig zijn met alle geheele getallen van +- mm tot — m, 
zoodat, wanneer het eerstvolgende gewicht x gr. is, men 
daarmede, en met het eerste, kan verwezenlijken de koppels _ 
2m tot @ —m; zal dit nu onmiddellijk op de eerste 
reeks volgen, dan moet natuurlijk «&—m=mJl of 
=2mt-1. Met het gewicht 2m1l verwezenlijkt men 
alle veelvouden van dat getal, van + m(2m-1) tot —m(2m +1), 
terwijl de 2m tusschenliggende getallen telkens met behulp 
van het 1 gr-gewicht worden verkregen ; ten slotte bereikt 
men m(2m +1) Jm =2m(m 1), en ook — 2m(m J-1) ZOO- 
dat het eerstvolgende gewicht zal zijn 

2m(m + 1) + 2m(m +1) +1 =(2m +1). Enz. 
Zijn er m schalen aan den eenen, n aan den anderen 
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kant, dan geeft het 1 gr-gewicht alle koppels van + m tot 
— n, zoodat het eerstvolgende gewicht zal zijn m + n + 1; 
daarmede komt men van m(m + n 42) tot — n(m + n +2), 
zoodat het eerste wat men daarna noodig heeft is (m + n) 
(m A-n2) H1=(mdt-nd1)?. Enz. 

Men kan ook aldus redeneeren Stel de hefboom van de 
balans is voorzien van m schalen aan den als positief be- 
schouwden kant (rechter kant b.v.); van „schalen aan den 
negatieven (linker) kant, en aan de as hangt ook een schaal, 
waarin zich bevinden de gewichten 1 gr, a gr, a? gra? 
gr, waarmede, door ze over de verschillende schalen te 
verdeelen, alle geheele aantallen grammen kunnen worden 
gewogen tot een zekere grens (nl. ml +a+d a? +a®lgr.) 
Men verplaatst de as van de balans tot aan de ne schaal 
naar links, zoodat er nu rechts (m + n) schalen zijn In de 
ne schaal bevindt zich dan het gewicht (1 +a + a? +a*| gr, 
dat daar ter plaatse de waarde níl + a+ a? +a?! heeft. 
Door verplaatsing der gewichten kan men nu, van daar 
uit alle mogelijke geheele getallen verwezenlijken, waaruit 
volgt dat, volgens het eerste geval, a=—= m +-n +1 moet 
zijn. De keus der gewichten hangt dus alleen van het aantal 
der ophangplaatsen af, niet van de schikking ervan. 


XV. Wiskunde op het Gymnasium, 


In het „Leerplan en eindexamen van het gymnasium, 
Rapport in opdracht van het Genootschap van leeraren 
aan Nederlandsche Gymnasiën,’ 1918, geeft de heer W. 
Bouman zijn denkbeelden betreffende de Wiskunde opeen 
gymnasium. Het volgende geeft hiervan een beknopt 
overzicht : | 

Algebra en Planimetrie. Inzicht in en kennis van de 
theorie moeten de hoofdzaak vormen. Een zekere vaardig- 
heid in het uitvoeren van algebraïsche herleidingen is 


1) Zie de artikelen over Wiskunde-Onderwijs I—XIV in den 
vorigen jaargang. 
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noodig als grondslag. De vraagstukken zijn echter middel, 
en geen doel. Meetkundige vraagstukken leveren op een 
examen een weinig vertrouwbaren grondslag. | 

Rekenkunde. Hoewel het aanbeveling verdient, de hoofd- 
zaken afzonderlijk en zorgvuldig te bespreken, behoort de 
docent te worden vrijgelaten of hij een uitvoerige en 
systematische behandeling wil doorvoeren, dan wel of hij 
het noodzakelijke van de rekenkunde incidenteel wil te 
pas brengen bij de algebra. 

Stereometrie. Mag niet worden afgeschaft. Van groot nut 
moet het ruimte-inzicht geacht worden, vooral indien aan 
stereometrisch teekenen zorg wordt besteed, 

Om de wiskunde te beperken kan men de regelmatige 
veelhoeken beknopt behandelen, in de algebra ingewikkelde 
vormen vermijden, weinig tijd besteden aan de gebroken 
en negatieve exponenten, de wortelvormen minder uitge- 
breid behandelen, ‘van imaginaire grootheden alleen het 
allernoodigste behandelen, berekening van het oppervlak 
en den inhoud van deelen van bol weggelaten; in 't alge- 
meen vraagstukken vermijden, die aanleiding geven tot 
omslachtige becijferingen. 

Van practisch nut zijn le. Goniometrie, de eenvoudigste 
eigenschappen der goniometrische functies, en berekeningen 
betreffende den rechthoekigen driehoek (met het oog op 
natuurkunde) ; 

2e. Kennis van logarithmen. Ondervinding leert, dat leer- 
lingen in enkele lessen zoover te brengen zijn, dat ze 
de gewoonlijk voorkomende logarithmische berekeningen 
kunnen uitvoeren. Indien er tijd gevonden kan worden, is 
er voor de behandeling van rekenkundige en meetkundige 
reeksen iets te zeggen; zoo ook voor de verkorte be- 
werkingen en voor enkele onderwerpen uit het handels- 
rekenen. 

Analytische meetkunde Van een min of meer systematische 
behandeling kan geen sprake zijn; het is echter van groot 
belang bij de behandeling van de vergelijkingen van 
den eersten graad met twee onbekenden van graphische 
voorstellingen gebruik te maken; ongemerkt wordt dan 
het begrip functie ontwikkeld, terwijl ook duidelijker wordt, 
wat een vergelijking is. Het gebruik van graphische voor- 
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stellingen is in het bijzonder aan te bevelen bij de behan- 
deling van vormen van den tweeden graad. 

De wiskunde-leeraren zijn niet eenstemmig over de 
onbepaalde vergelijkingen, de permutaties en combinaties, 
de rekenkundige reeksen van hoogere orde, ’'t binomium 
van Newton, de kansrekening, de beginselen van differen- 
tiaal- en integraalrekening, de beschrijvende meetkunde, 
de analytische meetkunde en de boldriehoeksmeting. 

De heer B. zou wenschen : een uitbreiding van de vlakke 
meetkunde tot een elementaire behandeling van de kegel- 
sneden en de leer van de determinanten, het behoud van de 
boldriehoeksmeting; dit laatste wegens de waarde voor de 
wiskundige ontwikkeling in het algemeen. De ll. verkrijgt 
veel beter overzicht over de vlakke trigonometrie door de 
behandeling van de bolvormige, wanneer voortdurend op 
overeenkomst en verschil gewezen wordt. De boldriehoeks- 
meting is meer symmetrisch en daardoor fraaier ;’t gebrek 
aan symmetrie bij den vlakken driehoek vindt hier toe- 
lichting en verklaring. Door de formules nauwkeurig te 
analyseeren kan men den ll. de gewoonte bij brengen 
alles uit formules te halen wat er in zit. In den regel 
heeft de B-ll. ook nog wel oefening noodig in het werken 
met formules. Het is een voordeel, dat deze oefening met 
behulp van nieuwe stof kan worden verkregen. En indien 
men den meetkundigen kant niet verwaarloost, en bijv. de 
bestaanbaarheidscondities ook meetkundig afleidt, zal ook 
het stereometrisch inzicht belangrijk verruimd worden. 

Bijna algemeen is de waardeering voor de analytische 
meetkunde, ook wegens het nauwe verband met graphische 
voorstellingen. De moeielijkheden worden gemakkelijker 
overwonnen onder leiding van den leeraar, dan aan Uni- 
versiteit of Technische Hoogeschool. 

Onbepaalde vergelijkingen. Waar de nadruk gelegd wordt 
op het oplossen van in den regel vrij gekunstelde opgaven 
over geheele getallen, is in den regel de waardeering niet 
groot. Bekijkt men de zaak van een anderen kant, nl. de 
voorstelling van de veranderlijke grootheden met behulp 
van een parameter, dan verruimt de behandeling het 
wiskundig inzicht. 

Permutaties en combinaties, rekenkundige reeksen van hoogere 

Wiskundig Tijdschrift, 15e Jaargang. Á 
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orde, binomium, een enkel eenvoudig probleem van kans- 
rekening; hierin den docent vrij te laten. 

Beschrijvende meetkunde. De heer B. wenscht dit niet als 
afzonderlijk vak, maar bij de stereometrie. 

Differentiaal en Integraalrekening mogelijk en wenschelijk ; 
de moeielijkheden voor a.s. biologen, chemici, medici, 
worden onder leiding van den docent beter overwonnen 
dan later bij zelfstandige studie. De hoofdzaak is, dat men 
meer verband kan krijgen tusschen verschillende gedeel- 
ten van de Wiskunde, en dat de wiskundige ontwikkeling 
daardoor beter kan worden. 

Determinanten. Hiervoor zal bezwaarlijk tijd kunnen 
worden gevonden. 

Kegelsneden. Door meetkundige behandeling hiervan kan 
men aan de vlakke meetkunde waarschijnlijk zooveel 
steun geven, dat een afzonderlijke herhaling van dit laatste 
vak in de 5e of 6e klasse onnoodig is. Er is echter be- 
zwaarlijk tijd voor te vinden, evenmin als voor het maken 
van een groot aantal planimetrische vraagstukken in de 
De of 6e klasse. 


XVI. Wiskunde-Onderwijs, ° 


Aan het Hoofdbestuur van de Vereeniging van 
Leeraren bij het Middelbaar Onderwijs. 


Op de negen-en-veertigste Algemeene Vergadering van 
de Vereeniging van Leeraren bij het Middelbaar Onder wijs 
gehouden te Groningen op 25, 26 en 27 Augustus 1915 werd 
in de sectie-vergadering voor Wis- en Natuurkundige vakken 
op verzoek van het Hoofdbestuur door DR. JENSEMA een 
inleiding gehouden over het onderwerp: „Beperking van 
de leerstof voor Wis- en Werktuigkunde op de H. B. S. 
met 5 j. e”” Op voorstel van DR. TIDDENS werd het Hoofd- 
bestuur uitgenoodigd een commissie te benoemen om de 


*) Het Hoofdbestuur van de Vereeniging van Leeraren bij het 
Middelbaar Onderwijs was zoo welwillend het bovenstaande verslag 
van de kommissie voor wis- en werktuigkunde aan de redactie toe 
te zenden. Het werd reeds opgenomen in het Weekblad voor Gymn. 
en Middelb, Onderwijs 1918 No. 44, 
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zaak van de beperking der leerstof nader te onderzoeken. 
Door het toenmalige Hoofdbestuur werden DR. COELINGH, 
Dr. HELWIG en DR. JENSEMA verzocht in deze commissie 
zitting te nemen. 

Door de invoering. van het normaalprogramma en de 
wijziging van het eindexamenreglement werden de werk- 
zaamheden gedurende eenige jaren stopgezet. Thans is de 
commissie gereed en biedt het Hoofdbestuur het volgende 
verslag van hare werkzaamheden aan. 


Bij hare besprekingen heeft de commissie gemeend het 
best eene vereenvoudiging en verbetering van de leerstof 
te kunnen aanbevelen door achtereenvolgens die onder wer- 
pen, die mogelijkerwijze bij een vijfjarigen cursus kunnen 
worden gewijzigd of weggelaten, na te gaan en aan haar 
oordeel te onderwerpen. 

Het resultaat daarbij was: 

le. Voor de rekenkunde. 

a. De theorie der bewerking met geheele getallen, gewone, 
tiendeelige en repeteerende breuken bij voorkeur zoo be- 
__knopt mogelijk te behandelen. 

b. De grootste gem. deeler en het kleinst gem. veelvoud 
te behandelen. 

c. Kenmerken van deelbaarheid in het tientallig stelsel 
voor de deelbaarheid door 2, 4, 5, 10, 3, 9 en 11 zoo een- 
voudig mogelijk en niet gegrond op het begrip talstelsel 
in ’t algemeen te behandelen. 

d. Het begrip talstelsel bij te brengen, echter herleidin- 
gen en bewerkingen met getallen in verschillende en in 
eenzelfde talstelsel weg te laten. 

e. Ingekleede vraagstukken behandelen zonder kunst- 
matige methoden. 

f. De evenredigheden met toepassingen te behandelen. 

g. De 2de machtsworteltrekking uit getallen en uit alge- 
braïsche vormen te behandelen ; de 3e machtsworteltrekking 
weg te laten. 

h. Het handelsrekenen, rabat, disconto, gezelschapsreke- 
ning niet te behandelen. 

ji, Eene eenvoudige bespreking van onnauwkeurige ge- 
tallen en van verkorte bewerkingen in te voeren. Eene 
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nauwkeurige vaststelling van de foutengrenzen echter weg 
te laten. 

De commissie stelde zich voor dat a tot en met e in de 
Iste klasse, f tot en met # in de 2de klasse zou worden 
behandeld. 


2. Voor de stelkunde. 

a. De vier hoofdbewerkingen met geheele vormen en de 
machten met positieve geheele exponenten, de merkwaar- 
dige producten en quotiënten, de ontbinding in factoren, 
de vergelijkingen van den eersten graad met één onbekende 
te behandelen. 

b. De breuken en de vergelijkingen met twee en meer 
onbekenden en van den eersten graad te behandelen. 

c. De behandeling der wortelgrootheden vooral zoo een- 
voudig mogelijk en niet meer dan de meetkunde eischt te 
behandelen. 

d. Gebroken en negatieve exponenten te behandelen, de 
complexe getallen zoo eenvoudig mogelijk. 

e. Vergelijkingen van den Zen graad met een onbekende 
en eenige uitbreidingen ervan, bijv. de binomiaal- en de 
wederkeerige vergelijkingen. 

f. De rekenkundige en meetkundige reeksen te behandelen. 

g. De logarithmen te behandelen en aan te wenden in 
eene nauwkeurigheid van vier decimalen. 

De commissie stelt voor ook de onderdeelen van graden 
daarbij als decimaal getal in te voeren. 

Aangezien bij practische metingen eene aflezing op gewone 
werktuigen zelden nauwkeuriger behoeft te zijn dan tot in 
boogminuten, kan met 4 decimalen voor de school volstaan 
worden. Zeer veel tijd wordt daardoor uitgewonnen en last 
bespaard : eerst dan wanneer de logarithmentafel tot enkele 
bladzijden is ingekrompen, zal het gebruik van logarithmen 
aan de leerlingen eene wezenlijke bekorting blijken te-zijn. 
De wet schrijft omtrent het aantal decimalen der logarith- 
mentafels niets voor. 

h, Geen exponentieele vergelijkingen te behandelen. 

d. Samengestelde interest vooral met het oog op de prak- 
tijk te behandelen. 

j. Geen permutaties en combinaties te behandelen. 
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__k. Het binomium van Newton bijv. als inductie uit den 
driehoek van Pascal te behandelen. 

Ll. Vergelijkingen van den 2en graad met meer onbeken- 
den zoo eenvoudig mogelijk te behandelen. 

m. Geen onbepaalde vergelijkingen te bespreken. 

n, Geen behandeling van onbepaalde cöefficiënten. 

De commissie stelt zich voor dat a in de le klasse, ben c 
in de 2e klasse, d, e, f en g in de 3e klasse, {— m in de 
4de klasse wördt behandeld. 

De vrijgekomen tijd zou de commissie aan graphische 
voorstellingen willen gewijd zien, In de 2e klasse de rechte 
lijn, in de 3e klasse de parabool en hyperbool. 


8. Voor de planimetrie. 

De commissie stelt voor om de inleiding tot en met de 
theorie der evenwijdige lijnen geheel op grond der ervaring 
te behandelen. Zij wenscht daarbij de axiomatische methode 
geheel te laten vervallen. 

Te beginnen met de congruentie kan een aanvang ge- 
maakt worden met de logische afleiding. 

Overigens vindt de commissie geen aanleiding om de 
planimetrie aanzienlijk te beperken. Congruentiegevallen 
en gelijkvormigheid van veelhoeken zooveel mogelijk te 
beperken. Ook het theorema van Stewart zou gemist kunnen 
‚worden. 

De commissie stelt zich voor dat men in de 2e klasse met 
de gelijkvormigheid, in de 3e klasse met den cirkel begint. 


4. Voor de stereometrie. 

Ook in dit vak kan niet veel weggelaten worden. Con- 
gruentie van vier- en veelvlakken kan weggelaten worden ; 
op de symmetrie dient echter gewezen te worden. Ook 
gevoelt de commissie er veel voor om den boldriehoek zoo 
eenvoudig mogelijk te behandelen, dus bijv. geen cirkel van 
Lexell, seen merkwaardige lijnen in den boldriehoek. Dit ’ 
zou tot goed recht kunnen komen indien de boldriehoeks- 
meting onderwezen werd. 


5. Voor de gondo- en trigonometrie. 
De commissie stelt voor de logarithmentafels ook in dit 
vak tot in 4 decimalen te gebruiken en de hoeken decimaal 
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af te lezen, zooals bij de stelkunde reeds is aangegeven. 
Overigens acht de commissie het wenschelijk dat enkele 
eenvoudige goniometrische vergelijkingen behandeld wor- 
den, voor zoover zij ‘voor de werktuigkunde van eh 
kunnen zijn. 

Het behandelen van voorwaardelijke goniometrische be- 
‘trekkingen geschiedt slechts als oefening. Men geve hiervan 
geen theorie. 

Ook ecyclometrische formules weg te laten. De beteekenis 
der daarbij gebruikte schrijfwijze is toe te lichten. De 
commissie stelt zich voor dat de goniometrie van den enkelen 
hoek reeds in de 3de klasse wordt behandeld. 


6. Voor de beschrijvende meetkunde. 

De grondeonstructies op eenvoudige wijze te behandelen, 
echter moeilijke vraagstukken over wenteling van veelvlak- 
kige lichamen weg te laten. 


Wat de invoering van de differentiaal- en de integraal- 
rekening betreft, kan de commissie bezwaarlijk daarover 
een definitief voorstel doen. Zij meent dat alleen als inleiding 
bij de werktuigkunde in de 4de klasse deze invoering zou 
mogen plaats hebben en uitsluitend zou mogen betreffen 
het opsporen van de afgeleide functies der elementaire 
functies en daaruit door omkeering de algemeene integraal. 
Zij verwacht echter van de invoering niet veel heil, zou 
haar bij een zwakke klasse beslist ontraden, omdat de tijd 
tot rustig verwerken ervan niet aanwezig is en vreest dat 
ten slotte meer verwarring dan inzicht het resultaat zal zijn. 

De commissie wenscht de invoering dus niet voor te 
schrijven, maar facultatief te houden. 


1. Voor de werktuigkunde. 

De commissie is van oordeel, dat in dit vak nog wel een 
en ander kan worden weggelaten. Zij stelt daarom voor: 

ad. geen dimensieformules te behandelen. 

b. Geen enkelvoudigen, noch samengestelden slinger te 
behandelen. 

c. Het begrip hoekversnelling niet te bespreken. 

d. Het tijdelijk rotatiecentrum niet te behandelen. 

e. Geen virtueele verplaatsingen te behandelen. 
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f. Geen traagheidsmomenten noch draaiing van een 
lichaam om een as te bespreken. 

g. Rollende- en koordwrijving weg te laten. 

h. Slechts enkele werktuigen te behandelen, bijv. een paar 
takels, o.a. den differentiaaltakel, de schroef en de wig, dan 
echter met inachtneming van glijdende wrijving. 


De Commissie : 
E. JENSEMA. 
D. COELINGH. 
P. J. HELWIG. 


8 De Hoofdwetten der Statistische Sterrenkunde. > 


DOOR 
Dr. W.J. A. SCHOUTEN (Kampen). 


Langen tijd bleef de sterrenkunde beperkt tot een studie 
van de plaatsen en omloopstijden der planeten, terwijl de 
bestudeering der vaste sterren nagenoeg geheel verwaar- 
loosd werd. Hierin kwam verandering toen WILLIAM HER- 
SCHEL zijn waardevolle onderzoekingen over den bouw van 
het heelal aanving. Hij heeft de grondslagen gelegd voor 
een systematische bestudeering der vaste sterren, hun 
aantal, hun plaatsen en hun bewegingen. Sinds dien tijd 
en inzonderheid de laatste kwarteeuw, is onze kennis 
van de sterren, hun schijnbare verdeeling aan den hemel 
en hun werkelijke verdeeling in de ruimte aanmerkelijk 
uitgebreid. Voor een groot deel is dit te danken aan den 
energieken arbeid en de scherpzinnige onderzoekingen van 
onzen landgenoot Professor KAPTEYN te Groningen. 

In de planeten-astronomie is het mogelijk iedere planeet 
op zich zelf te bestudeeren. Het aantal vaste sterren is 
echter zoo overweldigend groot, dat een dergelijke handel- 
wijze hier onmogelijk is. We moeten de sterren statistisch 
behandelen. We kunnen niet rekenen met de parallaxen 


1) Op verzoek geef ik in dit- opstel een korte populaire uiteen- 
zetting van den inhoud van mijn academisch proefschrift: On the 
determination of the principal laws of’ statistical astronomy. 
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der afzonderlijke sterren, maar moeten ons er toe beperken 
de gemiddelde parallaxen te bepalen voor bepaalde groepen 
van sterren. Zoo spreekt men van de gemiddelde parallax 
der sterren van de 7e of 8e grootte, enz. 

Verder moeten we trachten frequentiefuncties te vinden, 
die aangeven voor welk percentage der sterren per volumen- 
eenheid een onbekende grootheid een bepaalde waarde 
aanneemt. | 

Het is in de eerste plaats de taak der stellair-astronomie 
om de drie voornaamste van deze functies te bepalen. We 
zullen ze de hoofdwetten der statistische sterrenkunde 
noemen en definieeren ze als volgt: 

1. De dichtheidswet, die ons het aantal sterren per 
volumeneenheid in de verschillende deelen van het sterren- 
systeem leert kennen. 

2. De lichtkrachtwet, die aangeeft voor welk percentage 
der sterren de absolute helderheid tusschen zekere grenzen 
ligt. 

8. De snelheidswet, die ons leert voor welk percentage 
der sterren de lineaire snelheid tusschen bepaalde grenzen 
is ingesloten. 

De laatste twintig jaren hebben vele onderzoekers zich 
bezig gehouden met een bepaling der bovengenoemde 
hoofdwetten. We noemen slechts SCHIAPARELLI, SEELIGER, 
KAPTEYN, SCHWARZSCHILD, CHARLIER, PANNEKOEK, NORT, 
HALM, EDDINGTON, Dyson en Pocock. Verschillende metho- 
den werden toegepast en de gevonden resultaten varieerden 
aanvankelijk vrij sterk. Een overzicht van deze onder- 
zoekingen hebben we in ons proefschrift gegeven. 

‚De voornaamste en belangrijkste methoden zijn die, welke 
door SEELIGER, SCHWARZSCHILD en KAPTEYN gebruikt zijn. 
Deze hebben we uitvoeriger besproken en de twee laatste 
zijn gebruikt voor een bepaling der dichtheids- en licht- 
krachtwetten voor vijf zones van verschillende galactische 
breedte uit een omvangrijk waarnemingsmateriaal. 

SEELIGER heeft zijn onderzoekingen over den bouw van 
het heelal gepubliceerd in een aantal verhandelingen, 
waarin hij voortdurend en vaak onnoodig, gebruik maakt 
van zeer ingewikkelde mathematische formules, die het 
lezen zeer bemoeilijken. 
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Zijn bepaling van de dichtheidswet berust op het volgende 
theorema, dat door hem ontdekt is: !) 
A —3 
Als Ap =Ch 2 is, is de dichtheid D(r)= yr ®. 
Hierin is A, het aantal sterren van de helderste tot die 
van de magnitude m en h,, de helderheid der sterren van 


de schijnbare grootte m, terwijl 7» de afstand tot de zon 
voorstelt. 

We kunnen deze stelling van SEELIGER ook aldus for- 
muleeren: Wanneer de aantallen sterren van bepaalde 
magnitude een meetkundige reeks vormen, is de dichtheid- 
evenredig met een negatieve macht van #. 

We hebben aangetoond, dat tegen de algemeene geldig- 
heid van dit theorema verschillende bezwaren zijn in te 
brengen. SEELIGER meende dat door de waarnemingen de 
praemisse van zijn stelling werd bevestigd. Deze conclusie 
was voorbarig en blijkt bij vergelijking met nauwkeuriger 
materiaal onjuist te zijn. Daardoor kan de dichtheidswet, 
die SEELIGER afleidde, niet aanvaard worden. Ook missen 
zijn beschouwingen over een door hem gevonden grens 
van het sterrensysteem voldoenden grond. 

SEELIGER bepaalde de lichtkrachtwet door de oplossing 
van een in de stellairastronomie welbekende integraal- 
vergelijking met behulp van de gevonden dichtheid. Aan 
de zoo gevonden uitkomst kan geen beteekenis worden 
gehecht. 

Daar tegen SEELIGER's methode zoo ernstige bezwaren 
zijn in te brengen, hebben we er geen gebruik van ge- 
maakt bij onze bepaling van de eerste twee hoofdwetten. 

SCHARZSCHILD vindt de gezochte frequentiefuncties door 
de oplossing van twee simultane integraalvergelijkingen. 
Hij heeft een methode ontwikkeld, die op een elegante, 
vlugge manier de voornaamste onbekenden bepaalt ; maar 
toch, naar we meenen, in verschillende opzichten achterstaat 
bij die van KAPTEYN. 

De laatste ontleent aan de waarnemingen de aantallen 

1) Het bewijs dat Sreriaer geeft is heel ingewikkeld, We hebben 


echter in ons proefschrift cen zeer eenvoudig bewijs opgenomen, 
dat we aan Prof, KarreyN dauken. 
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Ns, w d.w.z. de aantallen sterren van bepaalde grootte en 
eigenbeweging. Met behulp der bekende Fn, wo d.w.z. de 


gemiddelde parallaxen der sterren van bepaalde magnitude 
en eigenbeweging, bepaalt hij dan de gemiddelde parallax 
van ieder dezer getallen. Met behulp van de waarschijnlijke 
afwijking der foutenkromme, die de verdeeling der indivi- 
dueele parallaxen om hun gemiddelde aangeeft, wordt daarna 
afgeleid, hoe de genoemde aantallen in de ruimte zijn 
verdeeld. 

De uitkomsten, die wij volgens SCHWARZSCHILD’s en 
KAPTEYN’s methode vonden, zijn met elkaar in behoorlijke 
overeenstemming. Verder is het van belang op te merken, 
dat we volkomen dezelfde lichtkrachtwet vonden, die Pro 
fessor KAPTEYN in 1901 afleidde. Op deze wijze konden 
we een nieuw bewijs aanvoeren voor de betrouwbaarheid. 
der uitkomsten, die reeds bijna 20 jaar geleden door onzen 
hooggeachten leermeester zijn gevonden. 

Evenzoo is het belangrijk, dat voor de verschillende 
galactische zones dezelfde lichtkrachtkromme gevonden 
werd. De verdeeling der absolute magnitudes blijkt dus 
onafhankelijk van den Melkweg te zijn. Hieruit mag in 
verband met andere omstandigheden, worden afgeleid, dat 
er geen merkbare absorptie van het licht in de ruimte 
bestaat. 


Over de voorstelling der eenheidswortels door wortelvormen 


DOOR 
W. P. THIJSEN (Rotterdam). 


Bij het z.g. berekenen der eenheidswortels maakt men 
— althans voor de lagere graden — meestal gebruik van 
de oplossingsmethode der wederkeerige vergelijkingen. 
Wel is er een andere methode, die echter veelal alleen 
voor theoretische doeleinden gebezigd wordt. Toch valt 
het bij toepassing van deze ‘laatste methode op, dat de 
berekeningen, hoe uitvoerig ook, tot zulke eenvoudige 
resultaten leiden, zoodat hieraan wel allerlei verborgen 
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eigenschappen ten grondslag liggen. Een hiervan, die — 
voor zoover mij bekend — nieuw is, te behandelen is het 
doel van dit artikel. 

We kunnen ons bij de vergelijking: 


ee ke) red te EG (1) 
waarvan r —=e°7i:” de gezochte wortel is, bepalen tot het 
geval, dat n een priemgetal is. 


Zij verder « de wortel e2Ti: (nl) van de vergelijking 


EO (9) 
Noemt men nu g een (getallen-theoretische) primitieve 
wortel van », dan kan men de wortels van vergelijking (1) 


in cyclische volgorde aldus schrijven : 
2 n—? 
Tt AE Te AN EE 0 nd 4d Ô 
want volgens de stelling van Fermat laat g—Ì pij deeling 
door n de eenheid tot rest. 


Beschouwt men vervolgens: 
bl) =rter, Herr d.d rg. eel) 
Blijkbaar geldt: 


Weleer (rg el Eri g) es 2 64-(4) 
Hieruit volgt gemakkelijk : | 
n—l__ 1 ee n—l 
WEE 5 RC At) 


of ook, daar volgens de theorie der symmetrische functies 
het rechterlid rationaal is, dat (rl — Á rationaal is. 
Vervangt men in het voorgaande e achtereenvolgens door : 


nek ie poi 3 3 « . mt Reds mid 


dan verkrijgt men achtereenvolgens functies : 
v(r, €); v(r,e,); eres Wine oe nl 
De som van deze functies is wederom rationaal. Ten- 
slotte vindt men wegens een bekende eigenschap van de 


wortels eener binomische vergelijking : 
n—?2 n—?2 n-1 


1 1 
EE ) 7 Rn 7 VA; 4 EH, (5) 


Hoe eenvoudig deze methode ook gelijkt, de moeilijk- 
heid is het verheffen van den vorm (3) tot de macht» — 1. 
Het zou te omslachtig zijn de polynomiaal-coefficiënten van 
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rt, rè, enz. te bepalen, beter is het n—1l in factoren te 
ontbinden. Daar nu 2 zeker een factor van n—l is, plaatst 
zich dit geval vanzelf op den voorgrond. 
Bepalen we vooreerst de coöfficiënt van #° in b(r,e,)?. 
Stelt men n= ?2m + 1, dan vindt men, omdat geldt: 
ge Hgttn =gf ("+10 (mod. 1), * 
voor deze coëfficiënt : 


Di (e,” EL emi? AEN em 8) AE R/6) 
Deze coöfficiënt is 0, behalve voor e__o=1l, (Ur, €_9) == —1, 
zooals reeds werd opgemerkt), alsmede voor ej =—1. In 


dit laatste geval vindt men voor dien coëfficiënt (— 1)” 2m. 
Vervolgens zij opgemerkt, dat 
OEP Ree dt 
ook een volledig restsysteem opleveren. 
Derhalve moet U (r, e;)?,als e; # +1 is, ook te schrijven zijn: 


wr, ej)t= Or? Oer)? + O(0;? ro)? H…. CATE eo)®, 


waarin de coëfficiënten C uitsluitend van e; afhangen. 


Wegens eigenschap (4) echter heeft men: 
Cet 
Om C te bepalen zoeken we b.v. de coëfficiënt van 7? en 
bepalen alle waarden van k en !, die voldoen aan: 
gl +g'=2 (mod. »); ken! (nl. 


Dan is: 
Cy Zet, 
Derhalve is — en dit is de bedoelde eigenschap — als 
ESET IS Den 
Vr, e)L =C HrtH(er HEP)? He HP Pr) 


Er rest ons nu nog v(r, —1)? te bepalen. Men vindt hier- 
voor volgens dezelfde methode: 


pr 1 == Cel tl tg 
Cui lijn 
zoodat derhalve: 
Pryde 
Als voorbeeld diene r=wP 1. Dan is: 
vr)=rd ers eert dert=r dirt rt — ár? 
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Hieruit vindt men, daar C;=1 + 2e;? is: 
vr =(l— 2%) (Pr? —r Fri —rt) 
Dus: v(r)t=—5(3 + 4). 
Men verkrijgt derhalve: 
vrijt == 5(8 +40); Vr, — 17 =5; Vr, — if =— 534); 
Ten slotte is: 


r=ii—1lHV5D+ww-b5(8 + 4) + P—5(3 —4i)l, 
hetgeen nog op de gebruikelijke gedaante is te herleiden. 
Nog valt op te merken, dat men het quadrateeren van 
b(r)? op een overeenkomstige wijze kan bekorten. 
(Wordt vervolgd.) 


Eenvoudig middel om een driehoek te krijgen met 
meetbaar oppervlak. 


stel 2k—de hoogte als k een meetbaar getal voorstelt. 
Ontbind k in twee factoren a en E die meetbaar of vier- 
kantswortels uit meetbare getallen moeten zijn ; vervolgens 


nog in twee andere b en ee die aan dezelfde voorwaarden 


moeten voldoen. Stel tevens a > b > ; > k Dan kan men als 


opstaande zijden van den driehoek nemen 
ú k? k? 
a? + 7e en b? + Dz 
en als ee 5 Ee 
5 2 2 É k? 
a B (5) of a? BOER (v zip 
Het bewijs volgt eenvoudig uit de oplossing van de 
Pythagorische vergelijking. Ook ziet men gemakkelijk, dat 
de driehoeken altijd mogelijk zijn. 
Voorbeeld : k =6. 


Li E=v3, EN dt 


k 
b 
Opstaande zijden: 15 en 13 
basis: 14 of 4 
enz. 


Middelburg. aEtetf Dr, H. v.p. KAMP. 
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Boekbespreking, 


GESCHRIFTEN OVER DE RELATIVITEITSTHEORIE. Dit jaar 
zijn in ons land eenige verhandelingen en boeken in het 
licht verschenen betreffend de relativiteitstheorie — de 
nieuwste natuurkundige theorie, welke door Einstein ont- 
worpen werd in twee tempo'’s, in 1905 en 1915. 

1. Vooreerst is verschenen: Handelingen van het XVIde 
Nederlandsch natuur- en geneeskundig congres, gehouden 
te ’s-Gravenhage op 12, 13 en 14 April 1917. k 

Op de eerste algemeene vergadering van dat congres 
werd een voordracht gehouden door dr. H. A. Lorentz, 
hoogleeraar te Leiden, getiteld: „De gravitatietheorie van 
Einstein en de grondbegrippen der natuurkunde.” 

Dr. L. is alleszins bevoegd over dat onderwerp te spreken, 
daar zijn naam in de geschiedenis der theorie naast die 
van Einstein staat. Hij behandelt in de lezing de theorie 
niet in vollen omvang, maar tracht den niet-deskundigen 
hoorder of lezer door eenvoudige voorbeelden duidelijk te 
maken op welke gronden de theorie berust. Einstein ver- 
werpt den aether, het medium waarvan men onderstelde, 
dat het de drager zou zijn van zwaartekrachtswerkingen, 
en ten opzichte waarvan de beweging van alle andere 
voorwerpen zou kunnen worden beschreven. Lorentz, 
voorstander van den aether, spreekt in het laatste deel 
der lezing het vermoeden uit, dat te eeniger tijd de aether 
nog wel zal kunnen dienen als hulpmiddel ter verklaring 
van sommige verschijnselen, bijv. van het verschijnsel, dat 
de electromagnetische golven van de draadlooze telegrafie 
niet worden medegenomen in de draaiing der aarde, maar 
blijkbaar zich niets aan die draaiing storen. L geeft een 
teekening, voorstellende de banen van de aarde en een 
paar planeten rondom de zon, en toont aan, dat men zulk 
een figuur op verschillende wijzen kan vervormen zonder 
dat ze ophoudt een beeld te geven van wat men wil voor- 
stellen; daarbij kunnen bijv. lichtstralen kromme lijnen 
doorloopen. Daarna bespreekt hij de grafische voorstelling 
van een afgelegden weg in een bepaalden tijd, om aan de 
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hand daarvan de onderstellingen toe te lichten, dat een staaf 
van vast materiaal, die zich in haar lengterichting beweegt, 
korter zal zijn dan wanneer ze stilstaat, en dat een uur werk 
langzamer gaat loopen, naarmate het in zijn geheel grooter 
snelheid verkrijgt. Deze onderstellingen zijn afkomstig 
van L. zelve (hij noemt zijn naam echter niet); zij 
werden gemaakt naar aanleiding van proefnemingen van 
Minkowski. 

2. Ten tweede vindt men in dezelfde „Handelingen” een 
voordracht van A. D. Fokker over: „De natuurlijke meting 
van den afstand van twee naburige punttijdstippen in de 
vier-dimensionale wereld”. Deze begint met Minkowski te 
noemen als degeen, die het eerst er toe kwam ruimte en 
tijd samen te vatten als een vierdimensionale uitgebreid- 
heid, die hij de wereld noemde. De gravitatieleer van Ein- 
stein staat in nauw verband met differentiaalmeetkunde 
van zulk een wereld van vier afmetingen. Daarin wordt 
de afstand van twee punttijdstippen op bepaalde wijze ge- 
definiëerd; E. spreekt van den „natuurlijk gemeten afstand”. 
De heer F, gaat hier nader op in voor het geval van een 
wereld, waarin geen zwaartekracht aanwezig is. 

8. Ten derde komt eveneens in de „Handelingen” een 
lezing voor van Gunnar Nordström over „Die Mechanik 
der Continua in der Gravitationstheorie von Einstein”, 
waarin hij de overeenstemming aantoont van twee uitdruk- 
kingen, die op verschillende wijze zijn afgeleid door Herglotz 
en door Einstein. 

4, Ten verde, overgedrukt uit de „Mededeelingen van de 
Rijks Hoogere Land-, Tuin- en Boschbouwschool”, deel XIII, 
afl. V, verscheen als afzonderlijk boek: „Het relativiteits- 
beginsel door Dr. M. J. v. Uven, hoogleeraar te Wagenin- 
gen (Uitgever H. Veenman, Wageningen, 1918). - 

De schrijver vermeldt de opvatting van Aristoteles be- 
treffende de beweging van lichamen, en de twintigeeuwen 
later gegeven opvatting van Galileo Galileï, Christiaan 
Huygens en Isaac Newton; hij gaat na welken invloed de 
wet der traagheid, door H. het eerst uitgesproken, op 
de natuurwetten heeft. Eenvoudigheidshalve beschouwt hij 
alleen de beweging langs een rechte lijn, en wel van een 
punt, dat onder den invloed van een standvastige kracht 
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een eenparig versnelde beweging heeft, van een tweede 
punt, dat eenparig beweegt, en van een derde punt dat 
eenparig vertraagd beweegt in tegengestelde richting van 
het eerste punt, Een vierde punt is in rust. De versnelling 
van het eerste punt ten opzichte van het tweede, is even- 
groot als ten opzichte van het vierde, maar verschillend 
ten opzichte van het derde. Daaruit blijkt, dat uit de grootte 
eener versnelling nooit kan bepaald worden of de lijn, waarop 
het bewegende punt zich bevindt, in haar geheel deelneemt 
aan een eenparige beweging. Dergelijke uitspraak geldt 
ook voor de wereld, waarin wij leven. 

Van de beweging der punten op de rechte lijn maakt de 
schrijver een grafische voorstelling op de bekende wijze; 
lezende voor leeken noemde hij dien naam niet, maar sprak 
van een wereldfilm, omdat de achtereenvolgende toestanden 
op de rechte lijn naast elkander zijn uitgezet. Het vierde 
punt doorloopt een rechte lijn evenwijdig aan de tijd-as 
(rustlijn), het tweede punt een schuinstaande rechte lijn, 
het eerste en derde een kromme lijn. Dit zijn de lijnen, 
die Minkowski wereldlijnen noemde. Lijnen. loodrecht op de 
tijdas noemt de schr. geliĳktijdigheidslijnen. | 

Het snijpunt van een rustlijn en een gelijktijdigheidslijn 
is een wereldpunt, het geeft de plaats van een bewegend 
punt aan op zeker oogenblik (de schr. noemt het beeldpunt). 

Wanneer nu de geheele lijn een eenparige beweging 
verkrijgt, dan verandert de stand van de rustlijnen in de 
grafische voorstelling. Bij de transformatieformules, waartoe 
deze beschouwing aanleiding geeft, voert schr. ineens 
differentialen in. 

Daarna bespreekt hij de opvatting omtrent een stil- 
staanden aether, waar doorheen de aarde beweegt, en die 
dus aanleiding zou moeten geven tot een aetherwind, die 
‘door de aarde heenblaast. Omdat de aether als drager 
beschouwd werd voor licht en electro-magnetische wer- 
kingen, kan men een proef met licht nemen, en wel kan 
men trachten den tijd te bepalen, dien een lichtstraal noodig 
heeft om van het uiteinde A van een staaf naar het andere 
uiteinde B te gaan, en vandaar terug te keeren in A. 

Is de staaf AB in rust ten opzichte van den aether, dan 
is de tijd kleiner dan wanneer ze in haar lengterichting 
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beweegt, en in het laatste geval ook weder anders dan 
wanneer ze loodrecht op haar lengterichting beweegt. 
Proeven van Michelson (1881) en Morley (1887) hadden het 
verschil in tijd bij het tweede en derde geval moeten 
aantoonen ; er bleek echter geen verschil te zijn. Daarom 
onderstelden Lorentz (1892) en Fitz-Gerald (1893), dat een 
bewegende staaf een verkorting ondergaat, wanneer ze in 
haar eigen richting voortgaat. Deze Lorentz verkorting 
kan nooit gemeten worden, omdat de meetstaaf een even- 
redige verkorting ondergaat. 

Om ook te verkrijgen, dat de tijden voor terugkeer van 
een lichtstraal uit A via B in A in alle drie de gevallen 
door eenzelfde getal worden uitgedrukt, voerde Lorentz 
in 1895 den plaatstijd in, die langzamer verloopt dan de 
gewone tijd, en daartoe in verhouding staat als het getal 
dat de Lorentz-verkorting aangeeft. 

Deze plaatstijd scheen een fictieve beteekenis te hebben. 
In 1905 gaf echter Einstein er een werkelijke beteekenis 
aan. Omdat E. de snelheid van het licht altijd evengroot 
onderstelt, hoe de snelheid van den waarnemer ook moge 
zijn, moet de parallelogrameconstructie voor het samenstel- 
len van twee snelheden gewijzigd worden. De Newtonsche 
mechanica is een grensgeval van de nieuwe mechanica, 
waarbij de lichtsnelheid oneindig groot gedacht moet worden. 

De schrijver gaat na hoe zijn wereldfilm (de grafische 
voorstelling) gewijzigd wordt door de nieuwe onderstellingen 
omtrent de verandering van lengte en van tijd; en voert be- 
rekeningen uit, waarbij hij ook weder differentialen gebruikt. 

In de eindformule komen de weg en de tijd op dezelfde 
wijze voor. Minkowski werd er daarom toe geleid den tijd 
op te vatten als een ruimtegrootheid. 

‚Wanneer een kracht een lichaam in beweging wil bren- 
gen, verzet dit zich; de versnelling is geringer naarmate 
de massa grooter is. Deze massa wordt de trage massa ge- 
noemd. Bij vallende lichamen spreekt men van zware massa. 
Omdat alle voorwerpen met eenzelfde versnelling vallen, 
moet de zware massa evenredig zijn met de trage massa 
of zoo men wil daaraan gelijk. zijn. Einstein besloot hieruit 
dat traagheids- en gravitatie verschijnselen van denzelfden 
aard moesten zijn. 

Wiskundig Tijdschrift, 15e Jaargang. 5 
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De schrijver geeft zeer eenvoudige voorbeelden van ge 
vallen waarbij een leek onderstelt, dat er krachten werken, 
die door den deskundige niet worden erkend, ter wijl deze 
de optredende bewegingen toeschrijft aan traagheidswer- 
kingen (nl. een persoon in een trein en in een draaimolen). 
Al het voorgaande had betrekking op het bijzondere relati- 
viteitsbeginsel, door HEinstein in 1905 ontwikkeld, waar bij 
de bewegingswetten van een ruimte hun geldigheid ver- 
liezen, wanneer die ruimte een versnelling verkrijgt. De 
schrijver behandelt daarna het algemeene relativiteitsbegin- 
sel, door E. in 1915 gegeven, waarbij een versnelling van 
de omgeving geen invloed heeft op de bewegingswetten. 
Daardoor komt de zwaartekracht in een bijzonder licht. 

De schrijver geeft eerst meetkundige beschouwingen, 
waarbij geodetische lijnen en ontwikkelbare oppervlakken 
genoemd worden, en daarna een natuurkundige opvatting. 

5. Van geheel anderen aard is de lezing van Dr. F. 
Verhoeckx, w.i, voor de Vereeniging van ingenieurs in de 
provincie Limburg (verkrijgbaar bij den secretaris, Ir. Mou- 
bis, Alexander Battalaan, Maastricht). Deze plaatst zijn 
hoorders en lezers ineens in de vierdimensionale wereld 
van Minkowski; de tijd wordt opgevat als vierde afmeting 
behoorend bij de drie afmetingen van onze ruimte. Daar- 
door ontstaat de mogelijkheid, dat eenzelfde verschijnsel 
door twee waarnemers op geheel verschillende wijze wordt 
opgevat. De schrijver onderstelt een waarnemer op elk 
van twee planeten, waarvan de een de opvattingen der 
klassieke mechanica heeft, terwijl de andere den tijd als 
gelijkwaardig beschouwt met een lengte-af meting. Nemen 
beide waarnemers dezelfde vier vaste punten ter bepaling 
van een coördinatenstelsel en eenzelfde beginpunt voor de 
tijdtelling, dan kunnen hun uitkomsten slechts: verschillen 
in een getallenfactor, wanneer de ruimte van den eenen 
waarnemer samenvalt met dien van den ander. Zoodra 
echter de een uit een vierdimensionale ruimte-een drie- 
dimensionale kiest, die niet samenvalt met de driedimen- 
sionale ruimte van den ander, dan ontstaat verschil, 

Een punt heeft nu vier coördinaten, en in een ander 
stelsel vier andere coördinaten. Het verband tusschen de 
twee groepen wordt uitgedrukt door het wereldpostulaat 
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van Minkowski; de vierde afmeting is een constante c 
maal den tijd; die constante is de snelheid van het licht. 

Bij de keuze van een driedimensionale ruimte uit een 
vierdimensionale ligt het voor de hand, dat iedere waar- 
nemer die ruimte zal kiezen, ten opzichte waarvan hij in 
rust verkeert. Ieder der waarnemers zal dus in het algemeen 
de ruimte van den ander zien bewegen. Een verandering 
van beweging van een waarnemer Komt overeen met een 
verandering van de tijdas, d.w.z een draaiing van die as. 

Door Maxwell was indertijd een verband aangegeven 
tusschen electromagnetische en bewegingsverschijnselen, 
in zooverre overeenkomst van vergelijkingen betreft. Dit 
gaf aanleiding tot de mechanische natuurbeschouwing van 
Hertz, die alle natuurverschijnselen herleidt tot bewegings- 
verschijnselen, en tot de electromagnetische natuurbeschou- 
wing van Lorentz, die de mogelijkheid opent de mechanica 
af te leiden uit eleetromagnetische werkingen. Bij deze 
laatste mag men het optreden verwachten van de boven- 
vermelde constante c;"in de klassieke mechanica behoefde 
deze niet op te treden, omdat men werking op een afstand 
aanneemt. Zoodra de afstand van twee elkander aan- 
trekkende lichamen. verandert, kan de wet van Newton 
voor de aantrekking niet gelden, omdat eenige tijd noodig 
is voor het overbrengen van de kracht. In de Newton’sche 
mechanica is feitelijk de constante c gelijk nul gedacht. 

Om de rol na te gaan, die de constante c speelt in de. 
relativistische mechanica, vermeldt de schrijver de uit- 
drukking voor het arbeidsvermogen van een materiëel 
punt; daaruit blijkt, dat de massa te beschouwen is als een 
vorm van arbeidsvermogen. Verandering van snelheid c tot 
snelheid v geeft verandering in dat arbeidsvermogen, en 
de daarvoor te vinden uitdrukking gaat over in de bekende 
uit de klassieke mechanica als de snelheid v kleiner is dan c._ 
Indien v grooter dan c was, zou men wel een wiskundige 
uitdrukking blijven houden, maar aan de uitkomst geen na- 
tuurkundige beteekenis kunnen hechten. Bijgevolg zal men c 
moeten denken als de grootste waarde, die de snelheid kan 
hebben. De electronen in de @-stralen hebben een snelheid, 
gelegen tusschen de lichtsnelheid en 2 daarvan; hieruit 
volgt, dat c ten minste gelijk moet zijn aande lichtsnelheid, 
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Langs anderen weg kan worden aangetoond, dat c wer- 
kelijk daaraan gelijk moet zijn. 

De schrijver lascht dan een bespreking in over de vier- 
dimensionale ruimte, en toont aan, dat in de relativistische 
mechanica bivectoren, die in de klassieke mechanica als 
gewone vectoren worden behandeld, noodzakelijk moeten 
worden onderscheiden van die vectoren. 

Elke wereld-bivector is te splitsen in een ruimte-vector 
en een ruimte-bivector. 

Daarna bespreekt de schrijver, dat Maxwells theorie 
van het electromagnetisch veld, aanleiding gaf tot de 
nieuwere opvattingen van ruimte en tijd; hij komt dan tot 
de in No. 4 vermelde proeven betreffend het heen en weer 
gaan van een lichtstraal, en de contractie-coëfficiënt van 
een bewegende staaf. Hij gaat nu echter verder met zijn 
verklaring dan het in No. 4 vermelde boek, en richt zich 
in hoofdzaak tot dat wat in verband staat met de electri- 
citeitsleer. Met behulp van differentiaalrekening wordt 
afgeleid, dat de snelheidsveetor van een punt gericht is 
volgens de raaklijn aan de wereldlijn, zoodat de snelheid 
een tijdvector is, en dat de absolute grootte der snelheid 
voor alle materiëele punten dezelfde moet zijn. De ver- 
snellingsvector staat loodrecht op den snelheidsvector, en 
is gericht volgens de hoofdnormaal van de wereldlijn ; dus 
is de versnellingsvector en daardoor ook de krachtvector 
een ruimtevector. Nadere besprekingen leiden tot het aan- 
nemen van een transversale massa en een longitudinale 
massa, en tot de uitspraken: dat de tijdeomponente van 
een krachtvector in een bijzonder verband staat tot de 
door de ruimtecomponente per tijdseenheid te verrichten — 
arbeid; dat de arbeid van een kracht gelijk is aan c? maal 
de toename van de gewone massa van het materiëele punt, 
waarop ze werkt; dat de massa (als boven vermeld) een 
vorm van arbeidsvermogen is; dat energie traagheid bezit ; 
dat wegens de gelijkheid van trage massa en zware massa, 
de energie ook zwaarte zal moeten bezitten; dat dus een 
lichtstraal den invloed zal moeten ondergaan van een 
gravitatieveld, zoodat in het algemeen een lichtstraal geen 
rechte baan zal doorloopen. | 

6. Wie niet de gelegenheid heeft en voldoende wiskundige 
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kennis bezit om de oorspronkelijke geschriften van Einstein 
en Lorentz door te werken, kan door het lezen van de in 
No. 1—5 vermelde verhandelingen en boeken een goeden 
indruk krijgen van wat bedoeld wordt met de relativiteits- 
theorie. Daartegen in gaat een werkje van Ir. M. W. Polak, 
w.i, getiteld: „Bezwaren tegen de opvattingen der relati- 
visten” (Uitgever A E. Kluwer, Deventer, 1918). Het werd 
geschreven naar aanleiding van de in No. 4 genoemde 
lezing. Hij geeft geen uiteenzetting van de relativiteits- 
theorie, maar noemt alleen de uitkomsten er van: 

het begrip gelijktijdigheid heeft geen absolute beteekenis ; 
lengte is een betrekkelijk begrip; de tijd is betrekkelijk ; 
een grooter snelheid dan die van het licht kan niet voor- 
komen; de lichtsnelheid is voor elk stelsel constant. 

De waarde van een natuurwetenschappelijke theorie 
hangt o.a. daarvan af: le. of de grondgedachten goed zijn ; 
2e. of de wiskundige uitwerking van die gedachten goed is. 

Om te laten zien, dat een theorie met prachtige formules 
en schitterende resultaten nog totaal foutief kan zijn, her- 
innert de schrijver aan de stellingen van een der leerlingen 
van meester Pennewip in Woutertje Pieterse, dat de wind- 
wijzer aan den wind wijst, hoe hij draaien moet. Voor een 
niet-deskundigen waarnemer zal die theorie altijd juist 
schijnen. 

De schrijver verlangt, dat de voorstanders der relativi 
teitstheorie langs logischen weg aantoonen, dat onze gewone 
opvattingen moeten worden gewijzigd. 

Waar hij de onderstelling, dat het begrip gelijktijdigheid 
geen absolute beteekenis zou hebben, verwerpt, stelt hij 
op den voorgrond, dat het constateeren van gelijktijdigheid 
moeielijkheden kan opleveren. Om te zien of twee klokken 
gelijk gaan, moet men op beide tegelijk aflezen; het tijds- 
verloop tusschen de twee aflezingen moet men zoo klein 
mogelijk trachten te maken; men verkrijgt slechts een 
benadering van gelijktijdigheid, en de vraag is, of de rela- 
tivisten niet zijn verdwaald in het gebied van de meetfouten. 

De nieuwe formules leeren niets nieuws over onze tijds- 
en ruimte-opvattingen, omdat de gedachtegang een kwestie 
is van meten. 

De schrijver denkt een spoortrein, die met gelijkmatige 
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snelheid rechtlijnig beweegt, en stelt de formule voor de 
beweging op ten opzichte van een coördinatenstelsel, dat 
met den trein, en een, dat met den grond verbonden is. 
Vliegt een vogel langs den trein met constante snelheid, 
van achteren naar voren, en weder terug, dan kunnen 
dezelfde formules worden opgesteld als voor een terug- 
gekaatsten lichtstraal, boven vermeld, Nu denkt de schrij ver 
aan een waarnemer in den trein een maatstok medegegeven, 
die anders is dan de maatstok van een waarnemer op den 
grond, en geeft hem tevens verschillend loopende klokken, 
zoodanig, dat beide voor de gemiddelde snelheid van den 
vogel eenzelfde getal vinden. De transformatieformule 
voor den tijd geeft uit den aard der zaak alleen de ver- 
houding der afgelezen tijden in den trein en op den grond, 
en niet de uitdrukking van Loreutz-Einstein. 

Er kan voor gezorgd worden, dat de waarnemer in den 
trein met zijn foutieve maten toch de juiste waarde van 
de snelheid van den trein kan vinden, en wel door in den 
trein een aantal klokken aan te brengen, die alle evenveel 
maal langzamer loopen dan die op den weg, maar die ten 
opzichte van elkander telkens iets verzet zijn. Dan vindt 
men de formule van Lorentz-Einstein voor den tijd terug, 
en evenzoo de andere formules. De formules zijn dus 
dezelfde als de transformatieformules der gewone mecha- 
nica, maar zij hebben een andere gedaante verkregen 
wegens het meten met andere maten. 

De schrijver wijst er op, dat er een bijzonder onderscheid - 
bestaat tusschen een algebraïsche en een rekenkundige 
oplossing van een vraagstuk. Bij de eerste voert men 
bewerkingen uit, waarvan het meermalen moeielijk is den 
gedachtegang te bepalen. In sterker mate treedt dit op 
in de differentiaalrekening en nog sterker bij partiëele 
differentiatie. En daar Einstein deze laatste toepaste, was 
het gevaar groot, dat er een onjuiste interpretatie zou 
plaats hebben. Einstein maakte een andere onderstelling 
omtrent de snelheid van een lichtstraal in de twee stelsels 
(trein en aarde), paste de wiskunde toe, en kreeg tot ant- 
woord, dat de snelheid door eenzelfde getal zou worden 
uitgedrukt, mits men andere maatstelsels gebruikte; daaruit 
maakte hij onjuiste gevolgtrekkingen: dat de maten in 
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een stelsel, dat zich ten opzichte van ons beweegt, korter 
zouden worden, maar dat ook onze maten korter zouden 
zijn dan die van het andere stelsel, afhankelijk daarvan in 
welk stelsel de waarnemer zich bevindt. 

De schrijver noemt dan een proef, waarbij de waarnemers 
in den trein en op de baan ieder voor zich de gevolg- 
trekking zouden maken, dat de lengte van een kilometer 
in het andere stelsel korter is dan in zijn eigen stelsel. 

Het optellen van snelheden geeft met de foutieve maten 
juist dezelfde uitkomst als de formule van Lorentz Einstein, 
zoodat het parallelogram van samenstelling niet behoeft 
te worden verworpen. 

De schrijver beschouwt het bovenste punt van een wiel; 
dit heeft ten opzichte van den trein een snelheid gelijk 
aan de treinsnelheid, en ten opzichte van den grond het 
dubbele daarvan. Beide waarnemers zullen eenzelfde snel- 
heid ten opzichte van den trein moeten constateeren ; 
volgens de formules zal echter slechts een van de twee 
dit kunnen. 

Wanneer als boven een vogel gedacht wordt, vliegend 
langs den trein, dan moet de treinsnelheid kleiner zijn dan 
de snelheid van den vogel, anders is er geen sprake van 
inhalen. Daarom mag de snelheid van een bewegend 
lichaam niet grooter zijn dan de snelheid van den licht- 
straal, die er langs moet bewegen om bij het uiteinde 
terug te kaatsen. | 

De schrijver komt tot het resultaat, dat de relativisten 
uit de formules terugvinden wat ze er in hebben gelegd; 
als toelichting bespreekt hij de proef van Fizeau, waar- 
omtrent hij de opvatting van Einstein in twijfel trekt. Hij 
beschouwt de theorie van Einstein als één groote bevoor- 
rechting van „het eigen systeem”, hoewel Einstein er juist 
van uitging geen enkel coördinatensysteem te bevoor- 
rechten. F. J. VAES. 


Kinematika. Het woord kinematika wordt zeer dikwijls 
verkeerd gebruikt; men duidt er meermalen dat onderdeel 
der mechanica mede aan, dat voorafgaat aan statica &n 
dynamica. 

Feitelijk moet dat onderdeel gesplitst worden in twee 
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deelen: de eigenlijke kinematika, die de beweging beschrijft 
van verschillende mechanismen of van kromme lijnen over 
elkander, en de phoronomie, die zulke bewegingen onder- 
zoekt met inachtneming van den tijd. Op dit onderscheid 
is gewezen door F. Reuleaux in „Theoretische Kinematik, 
Grundzüge einer Theorie des Maschinenwesens (1875). 

„ Hierin toont hij aan, dat elke machine bestaat uit paren 
van elementen, welke verbonden zijn tot kinematische 
ketens; zulke ketens vormen een mechanisme; uit het 
mechanisme ontstaat de machine. De eenvoudigste elemen- 
tenparen zijn het prismapaar, het cilinderpaar en het schroef- 
paar. Daarop volgen hoogere elementenparen, bijv. een boog:- 
tweehoek beweegbaar in een boogdriehoek, en tandraderen. 

Twee tandraderen kunnen niet behoorlijk werken, wan- 
neer hun assen niet draaibaar zijn in eenzelfde gestel. Als 
eenvoudigsten vorm van dat gestel kan men een staaf 
denken. Behalve het tandradpaar zijn er dus nog twee met 
elkander verbonden cilinderparen, en er is nu een keten 
aanwezig. Bij zulk een keten behoeven de assen niet altijd 
geheel omhuld te zijn door een hollen cilinder, waarin ze 
draaien. Men kan bijv. twee naast elkander liggende en 
onderling verbonden staven nabij de uiteinden halfcirkel- 
vormig uithollen, en in de uithollingen de assen der tand- 
raderen leggen. De zwaartekracht zorgt er dan voor, dat 
de raderen op hun plaats blijven. R. zegt nu, dat er 
krachtsluiting plaats heeft, terwijl er bij volledige omhulling 
van de assen paarsluiting is. 

In een afzonderlijk hoofdstuk gaat hij de ontwikkeling 
van de machine na, en komt tot de slotsom, dat elke 
vooruitgang gekenmerkt werd door het verdwijnen van 
krachtsluiting, en het daarvoor ín de plaats treden van 
paarsluiting. De gedwongen beweging (Zwanglauf) trad meer 
en meer in de plaats van bewegingen, waarin in een of 
andere richting een ongewenschte verplaatsing kan ontstaan. 
In het bijzonder onderzocht R. den stangenvierhoek, waar- 
van hij de verschillende vormen bepaalde en van namen 
voorzag. (Men zie ook Indeeling en theorie der stangen- 
vierhoeken, Jaarverslagen van de Vereeniging van Werk- 
tuigkundigen en Scheepsbouwkundigen, Juli 1899, Jan 1900, 
Oet. 1900, en „de Ingenieur” 20 April 1901.) 


(6) 


Na het bespreken van andere onderwerpen, die hier niet 
ter zake doen, behandelt hij meer samengestelde mecha- 
nismen. Eerst 25 jaren later, in 1900, verscheen het tweede 
deel van Kinematik, getiteld : Die praktischen Beziehungen 
der Kinematik zu Geometrie und Mechanik, waarin hij de 
Zwanglauflehre vereenzelvigt met de Kinematik. Een keten 
kan zijn: ongesloten (of open), gesloten zonder dwang, ge- 
dwongen gesloten, overmatig gesloten. 

De ongesloten keten komt in machines alleen voor als 
trekkend element, bijv. de Gallsche ketting; de zonder 
dwang gesloten keten moet bij het gebruik eerst gesloten 
worden, terwijl de gedwongen gesloten en de overmatig 
gesloten keten uitgebreide toepassing vinden. 

De techniek heeft de boeken van R. ter zijde gelegd; 
zij heeft geen tijd voor philosophische beschouwingen, en 
Jiet daardoor meermalen aan het toeval over, wat door 
logisch opbouwen had kunnen worden gevonden. De wis- 
kundige bemoeide zich uit den aard der zaak niet met 
boeken, waarin teekeningen van werktuigen voorkomen. 
Wel gaf de wiskundige onder den titel kinematika een 
theorie van de beweging van stangen en stangenstelsels, 
en de techniek keek die boeken soms wel eens in. 

Indertijd, d. w. z. omstreeks 1880, werden in het duitsche 
tijdschrift „Der Civil-Ingenieur” een aantal mededeelingen 
aangetroffen betreffende bewegingsleer en kinematika. De 
naam Rittershaus komt daarbij meermalen voor. Een enkele 
aanval op Reuleaux vindt men onder den titel „Die Kunst 
Bohrmaschinen aus dem Armel zu schütten”’ naar aanleiding 
van de door R. uitgesproken wensch, dat synthetisch 
mechanismen zouden worden samengesteld voor bepaalde 
doeleinden. 

Een voortzetting van het onderzoek van Reuleaux vindt 
men nu in Getriebelehre, Kine Theorie des Zwanglaufes 
und der ebenen Mechanismen, von Martin Grübler (Berlin, 
Julius Springer, 1917). 

Deze gaat ook uit van de lagere en hoogere elementen- 
paren, maar richt dan uitsluitend zijn aandacht op de 
gedwongen beweging. Twee aan de praktijk ontleende 
mechanismen teekent hij in den eenvoudigsten vorm, en 
geeft er dan een gewijzigde gedaante aan ; door stelselma- 
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tig allerlei mechanismen op dergelijke wijze voor te stellen, 
blijkt, dat telkens een aantal berusten op eenzelfden kine- 
matischen keten, zoodat alles wat betreft beweging, snel- 
heidsdiagrammen, enz., voor zulke mechanismen met 
elkander in verband staat. Bovendien, en dit was ook een 
der doeleinden van Rh, geeft een dergelijk onderzoek aan- 
leiding tot het samenstellen van nieuwe mechanismen. 

Een eerste vraag is nu: wanneer is een keten gedwongen 
gesloten, en daarop geeft de schrijver als antwoord een 
eenvoudige betrekking tusschen het aantal leden (stangen) 
van een keten, en het aantal elementenparen. Daaruit 
volgt onmiddellijk, dat het aantal leden even moet zijn; 
dat het aantal leden, die 2 elementenparen dragen, onaf- 
hankelijk is van het aantal, dat er 3 draagt, en tenminste 
gelijk 4 moet zijn; dat het aantal leden, dat » elementen- 
paren draagt, ten hoogste gelijk is aan het halve aantal 
der aanwezige leden. 

Dan teekent de schrijver de twee mogelijke samenstel- 
lingen van zes leden met cilinderparen, en de twaalf 

mogelijke van acht leden met cilinderparen ; gaat ook de 
vormen van ketens met prismaparen na, en noemt enkele 
met hoogere elementenparen. 

Overtollig gesloten ketens kan men soms beschouwen al 
vakwerken, die door een bijzonderen stand van een der 
stangen bewegelijk zijn geworden. 

Daarop volgt de wis-(meet-)kundige bespreking van pool 
poolbanen, snelheidsdiagram, hodograaph, versnelling, alles 
in beknopten vorm, met de uitbreiding tot de relatieve 
beweging van drie samenvallende vlakken, zooals men ze 
gewoonlijk niet in wiskundige boeken aantreft, met bijzonder 
onderzoek van den stangenvierhoek, en een aantal voor- 
beelden uit de praktijk. 

Bij sommige stangenstelsels kan het voorkomen, dat een 
stang heen en weer schommelt (grensstanden) of dat doode 
standen optreden, of dat na het bereiken van een bijzon- 
deren stand de pool plotseling verspringt (vertakkingsstand), 
of dat na zulk een stand het mechanisme van aard ver- 
andert, doordien bijv. een paar stangen samenvallen en 
naast elkander blijven (wisselstand). Deze bijzonderheden 
onderzoekt de schrijver nader. | 
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Het voorgaande was een analyse. De schrijver laat 
daarop, — overeenstemmend met den bovenvermelden door 
R. uitgesproken wensch, — de synthese volgen, nl. het 
samenstellen van mechanismen, die voldoen aan vooraf 
gestelde eischen. Uit den aard der zaak is dit geen een- 
voudig werk; de schrijver stelt zelve op den voorgrond, 
dat hij slechts de allereerste grondbeginselen geeft. 

Ten slotte onderzoekt de schrijver den snelheids- en ver- 
snellingstoestand van enkele mechanismen. 

Het verschijnen van het boek doet zien, dat de theorie 
van Reuleaux niet dood is; ze is vermoedelijk te vroeg 
gekomen en is misschien voor den tegenwoordigen tijd 
nog te vroeg. F. J. VAES. 


Dr. J. A. BARRAU. Analytische meetkunde. Eerste deel. 
Het platte vlak. Groningen, P. Noordhoff, 1918, f 8.25. 

Van degenen, die de analytische meetkunde moeten of 
willen bestudeeren, zijn enkelen in staat dadelijk algemeen- 
heden te begrijpen, maar de meesten moeten, evenals in 
elke studie, geleidelijk door eenvoudige voorbeelden ge- 
bracht worden tot inzicht van wat bedoeld wordt. Personen 
van de laatste categorie zullen het genoemde boek onmid- 
dellijk sluiten en ter zijde leggen. 

Wie echter de analytische meetkunde reeds grondig 
heeft doorgewerkt, en nieuwe gezichtspunten wenscht, 
neme het boek ter hand. Hij zal verschillende onderwerpen 
van een veel algemeener standpunt uit behandeld vinden 
dan gewoonlijk, en meermalen bijzondere opvattingen aan- 
treffen, die een nieuwen blik geven op reeds bekende zaken. 

Het boek behoort bij Noordhoff’'s Verzameling van wis- 
kundige werken. 


P. WIJDENES. Uitgewerkte mondelinge examens hoogere 
algebra. f 5, 

Groningen. P, Noordhoff 1917. 

Dit boekje bevat veertig uitgewerkte vragen van exa- 
men K,‚; vele handelen over wortels van vergelijkingen, 
en over reeksen. De schrijver geeft daarbij 30 niet uitge- 
werkte vragen. 

Voor een boekje van 51 bladzijden, met wit doorschoten, 
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is de prijs bijzonder hoog. Inteekenaars op het door de 
firma N. uitgegeven tijdschrift betalen f 2,50, wat nog een 
hooge prijs is. 


DR. G. SCHOUTEN. De beginselen van deleer der congruentiën. 

Groningen, P, Noordhoff 1917. f 1.25, 

De theorie van de congruentiën wordt uitvoerig behan- 
deld. Hen, die belangstellen in dit onderdeel der getallen- 
theorie kan het boekje wel worden aanbevolen. 


H. ANDOYER. Hormules et tables nouvelles relatives à 
Vétude du mouvement des comètes et à différents problèmes de 
la théorie des arbites. 

Paris. Gauthier-Villars et Cie, 1918. | 

In dit kleine boek leidt de schrijver nieuwe formules af, 
waardoor het onderzoek van de beweging van een comeet 
zeer vereenvoudigd wordt; slechts een kleine tabel is noo- 
dig. De schrijver houdt ook rekening met het bijzondere 
geval, dat de comeet zich bevindt nabij het aphélium. De 
tabel voor de functie f van Encke vervangt hij door eene 
andere. 


Uit Buitenlandsche Tijdschriften. 


9D2, Sur les courbes cycliques spheriques. 


Dans le n°. 2 du 10 juillet 1914 du Nyt Tidsskrift for 
Matematik, M. Ove Krebs étudie des propriétés de ces 
courbes. Il démontre les théorêmes suivants: 


1. Un point mobile sur un grand cercle d'une sphère 
se déplace avec une vitesse angulaire constante pendant 
que ce grand cercle tourne avec une vitesse angulaire. 
constante autour d'un diamètre quelconque de cette sphère. 
La trajectoire de ce point se projette sur un plan ortho- 
gonal à ce diamètre suivant une épi- ou une hypocycloïde. 


2. Quand sur une sphère, un cercle roule sur un cercle 
fixe de même rayon, la courbe décrite par un point inva- 
riablement lié au cercle mobile se projette sur le plan du 
cercle fixe suivant une cardioïde. 


Tl 


3. Quand sur une sphère un grand cercle roule sur un 
petit cercle, la courbe déerite par un point invariablement 
lié avec le cercle mobile se projette sur le plan du petit 
cercle suivant une courbe équitangentielle à une épi- 
cycloïde. 

4, Quand sur une sphère, un petit cercle roule sur un 
grand cercle fixe, la courbe déerite par un point invaria- 
blement lié au cercle mobile se projette sur le plan du 
cercle fixe suivant une courbe parallèle à une épi- ou 
hypoeyeloïde. 

Armée Belge. DR. J. ROSE. 


959. Propriétés de tétraèdre. 


On sait que si dans un triangle ABC, A,B‚C, représen- 
tant les points de contact des côtés avec la circonférence 
inscrite; A, B, C, les points de contact avec les circon- 
férences ex-inscrites, on a: 


BA, =p —b BA, =p, 
p désignant le 4 périmêtre du triangle. 
De même si d, d, d, désignent les distances d'un point 
P aux 3 côtés du triangle, Ah, hy, h, les 3 hauteurs, r le 
rayon de la circonférence inscrite, on a aussi les relations : 


d d, d 
smd Te 
h h, h 
1 1 1 1 
Ehr tr 
h, h, h r 


Dans le n°. J de l'année 1916 du Nyt Tidsskrift for 
Matematik, M. O. Smith démontre des propriétés analogues 
pour le tétraèdre. | 

Soit A, B, C,, D, les points de contact des faces avec 
la sphère inscrite de rayon r; les triangles A,‚BD et C,BD 
sont égaux, et la même chose existe pour tous les triangles 
analogues formés dans deux faces et ayant pour côtés les 
arêtes du tétraèdre. 

Doit t, t‚ ts t4 ts t, les triangles analogues ayant pour côtés 
BO, BD, CD, AC, AD, AB. Si 20 est la surface latérale 
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du tétraêdre O,, O,, O,, Oz les surfaces des faces, on aura: 
20=0, +0, +0, +04 


Ot, Hia Hg Ha Hb5 He 
Ei dds ite =0=0, etc. 
Pour les triangles analogues formés pour les sphères 
ex-inscrites, on aura: 
Ui det Ch 
Done: la somme de 3 triangles non égaux appartenant 
à un même sommet est égale à la 4 surface latérale moins 
la face opposée. 
La somme analogue pour la sphère ex-inscrite = la 4 
surface latérale. 
De même, l'auteur prouve que: 


d d d d 

a Ö c d 
rtrtptpel 
h, hy he hi 

1 1 1 1 1 
et 
h, h, he hj , 


d,, de, de, dj designant les distances d'un point avec 
quatre faces; h,, hz, h‚, hj les quatre hauteurs. 


Armée Belge. Dr. J. ROSE. 


854. Waar zit de fout ? 

Jeder punt binnen een cirkel is middelpunt. 

Bewijs: Zij de cirkel gegeven door de vergelijking 
n° + y* =r°, waarbij de X-as door het punt P (e, o)- gekozen 
is. We nemen nu een willekeurig punt Q (x,y) op den 
cirkel. Stelt men PQ =wu, dan is: 

UA TEN ie Dre nt 
of: u=W(e? + r* — pe). 
Nu bepalen we den grootsten en kleinsten afstand van 


P tot den cirkel door Ee aan 0 gelijk te stellen. 


du e NEEN Ef 

de Vlet 4r?-2ae) u 

volgt hieruit: e—=0, zoodat dus P met M samenvalt. Q. E. D. 
[W. Lietzmann, Jena, Zeitschr. f. Math. und Natur w. Unterr. 

48ste j, Ide afl] 
R. 


Daar evenwel: 


Th. 
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VRAAGSTUKKEN. 


Oplossingen kunnen worden ingezonden aan den Hoofdredac- 
teur vóór 25 April 1919. Nieuwe opgaven, vergezeld van de 
oplossingen, worden gaarne ingewacht. 

Verzoeke het papier slechts aan één kant te beschrijven en 
voor elke oplossing, en elke nieuwe opgave een afzonderlijk vel 
papier te nemen. 

Inzenders van nieuwe opgaven zouden de redactie veel moeite 
besparen door : 

le onder elke opgave hun naam en woonplaats te schrijven ; 
dan een ruimte van 6 of 8 CM. open te laten; 

2e daarna hun oplossing te laten volgen met opschrift: op- 
OEE TAN 

ge boven de oplossing te schrijven: (Met ... fig), als dit het 
geval is, en de figuren op een afzonderlijk blad bij te voegen, 
elk voorzien van naan en volgnummer. 

Inzenders van oplossingen zouden eveneens de redactie tege- 
moet komen door te handelen volgens le en 8e. 

De redactie zal toezending van nieuwe opgaven zeer 
op prijs stellen. 

441. Een cirkel met middelpunt O’ rolt op een cirkel 
met middelpunt O ; de meetkundige plaats te bepalen van 
het punt waar OO’ een met den cirkel O’ verbonden 
rechte snijdt. 

In ’t bijzonder, als de cirkels gelijk zijn, is de gevraagde 
meetkundige plaats eene conchoïde van Nicomedes. 

London. R. GOORMAGHTIGH. 


442. Indien MM’ een veranderlijke diameter van eene 
gelijkzijdige hyperbool is, en A een der toppen, dan is de 
meetkundige plaats van het middelpunt van den cirkel 
MAM’ eene gelijkzijdige hyperbool. R. GOORMAGHTIGH. 


4435. De normaal van een kromme lijn in een punt M 
snijdt de coördinatenas OX in N. Door M en N trekt men 
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MK evenwijdig aan OX en NK evenwijdig aan de raaklijn 
in M. Men vraagt de kromme zoo te bepalen dat MK en 
NK elkander snijden op de loodlijn OP uit O neergelaten 
op de raaklijn. 
Belgisch Leger. Dr. J. ROSE. 


444, Gevraagd te bepalen, de inhoud der n-dimensionale 
ellipsoïde: 


Dj (La) (Ly on en 
(2) (EH (Ee (EE 
Bijzonder geval: a, =a, =...==a,==4. (n-dimensionale 
bol). n=4. (hyperellipsoide, hypersfeer). S.C. VAN VEEN. 


445. In een boldriehoek staan tegenover gelijke binnen- 
bissectrices gelijke zijden. Bewijs dit. 
s-Hertogenbosch J. N, VISSCHERS, 


Nieuw verschenen werken. © 


(Door de Redactie ontvangen.) 


H. C. DERKSEN. Algebra, Vraagstukken met theorie, 
le deel, 1918. 
Uitg. J. Schaafstal, Hilversum. 


Dr. J. v. BRUGGEN en E. FRENKEL. Leerboek der 
Vlakke Meetkunde. 1918. 
E. FRENKEL. Tabellarisch overzicht der Stereometrie. 
1918. f 0,35. 
Uitg. W. Leydenroth van Boekhoven, Utrecht. 


Ook ontving de Redactie: 


De wiskunde, hare ontwikkeling en hare verhouding tot 
de natuurwetenschappen. Openbare les van J. Droste 
bij het openen zijner lessen als privaat-docent. 


*) Van hollandsche schoolboeken wordt geen recensie gegeven. 
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Over rotaties in een vierdimensionale uitgebreidheid 
| DOOR 
Dr. A. D. FOKKER (Leiden.) 


1. De zwaartekrachtsleer van EINSTEIN leidt ertoe, dat 
wij ons nader rekenschap verlangen te geven van de 
meetkundige grootheden, die in de vierdimensionale veld- 
figuur te pas komen, en van de differentiaalbewerkingen 
die daarop worden toegepast. | 

In die theorie worden de componenten van electrische 
en magnetische veldsterkte opgevat als zes samenhoorige 
kentallen van één grootheid, die door verschillende schrij- 
vers zestallige vector, dan wel antisymmetrische tensor 
van den tweeden rang genoemd wordt. De vraag rijst: 
wat stelt deze tensor, meetkundig gesproken, voor ? 

LORENTz *) geeft aan, dat men den electromagnetischen 
tensor moet beschouwen als een rotatie om twee onderling 
geconjugeerde (loodrechte) vlakte-elementen. Wij willen 
in een eenvoudig geval ons van zoo’n rotatie rekenschap 
geven. 

Om bij de algemeene relativiteitstheorie aan te sluiten, 
zullen wij, al is het in een euclidische vierdimensionale 
uitgebreidheid, met scheefhoekige evenwijdige coördinaten 
werken. Wat wij vinden zullen is dan van toepassing 
op een willekeurig gebied van de veldfiguur, als het maar 
oneindig klein genomen wordt. 


2. In ons scheef coördinatenstelsel zal de afstand (l) 
van twee punten, welker coördinaten van elkander ver- 
schillen met de bedragen ZP, 42,49, ©, gevonden wor- 
den uit een formule 


Ee b 
De=b(adgp L, 
waarin gab = gj 
Men leidt hieruit gemakkelijk af, dat het scalair product 


1) H. A. Lorentz, Over Einstein's theorie der zwaartekracht. 
IL. Zitt. versl. Kon. Ak. Amsterdam, XXIV, p. 1401, 1916. 


Wiskundig Tijdschrift, 15e Jaargang. 6 
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van twee vectoren 1 en m met de kentallen &’, 2, 2.9, 44, 
onderscheidenlijk m ®, m®, m®, m'*), gegeven wordt door 


(1). (nt) cos (lm) — 2 (abo, Pm? 


Den determinant op de coëfficienten g,, zullen wij g 
noemen, en den cofactor van gj, daarin, gedeeld door g, 


zullen wij aanduiden met ge. Aldus wordt 


$ l voor b= m. 
(agg Bt | 
A O0) EN 

Het zal zijn nut hebben om behalve de kentallen /? 
(a=1, 2, 3, 4), die contragrediënt zijn, ook een ander stel 
bij gelegenheid te gebruiken, de cogrediënte A, (m= 1,2, 
8, 4), die wij uit de vorige vinden door de formule 


REE en (a) Jam b. 
Omgekeerd is 
OS am 
l = mg A 


Men ziet gemakkelijk, dat de kentallen van elken vector 
n, die loodrecht staat op 1, zullen moeten voldoen aan-de 
betrekking 


8 a 
X (a) An =0. 
1 


3 Men denke nu aan elk deeltje van een de uitgebreid- 
heid innemend medium een oneindig kleine verplaatsing 
gegeven, gekarakteriseerd door de kentallen, #!, #°, #5, 74, 
Hoe moeten nu deze kentallen afhangen van de coördinaten 
et, e°, @°, xt, opdat de verplaatsingen neerkomen op een 
rotatie van de middenstof om een vlak V, dat door den 
oorsprong en twee vectoren 1 en m gebracht is ?- 

Anders gevraagd: wanneer zullen de verplaatsingen 
de afstanden tot het vlak (en dus ook tot den oorsprong) 
onveranderd laten, en tevens alle loodrecht zijn op het 
vlak V? 

Om de afstanden tot O onveranderd te laten moet 
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4: 
a (Jim Br! H- gom OP rt H gam AP rS + gim ae” rt) =0. 


Wat het tweede betreft, indien de verplaatsingen zoowel 
op 1 als op m loodrecht zullen moeten staan, hebben de 
kentallen r° te voldoen aan de twee vergelijkingen 

Ar! H- Agr? HAgr3 HArt =0, 

oe ar? + gar Hurt =0, 
waarin A, en uw; de cogrediënte kentallen van de vectoren 
len m Oor leHEn 

Opdat de kentallen #% aan de opgeschreven drie verge- 

lijkingen zullen kunnen voldoen, moeten zij evenredig zijn 
met de determinanten die men uit de coëfficiënten kan 
vormen. Voor den evenredigheidsfactor schrijven wij 
w[v’g, zoodat b.v. 


m m m 

E Jam E Gsm © DE Jam © 
Àz Àz A4 

| Baert Ks Ha 


Wij voeren nu ter bekorting een notatie in voor wat wij de 
(gemengde) kentallen van deze rotatie om V zullen noemen. 


Int Ame PImd 
4 
vo =r A, A, Ag 
| hk ond | 


Hierbij is bedoeld, dat de vier aanwijzers a, b, c, d alle 
van elkander verschillen en zoodanig op elkander moeten 
volgen, dat abcd een even permutatie is van 1234. 

Met deze symbolen worden de oneindig kleine verplaat- 
singen gegeven door 


=oE(m Via, (a=1,2,34) . I 
ĳ 


4. Vraagt men nu, welke deeltjes bij deze rotatie hun 
plaats niet verlaten, dan moeten het noodzakelijk de deel- 
tjes zijn, die gelegen zijn in het vlak door 1 en m. Men 
ziet dus, dat de vergelijkingen van het vlak door 1 en m 
in symmetrischen (contragrediënten) vorm zijn 


Om) Vije", (a=1,2,3,4). 
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Hier staan vier vergelijkingen, beantwoordende aan de 
vier mogelijke waarden van a. Men kan echter bewijzen, 
dat er twee afhankelijk zijn van de andere. *) Zij bepalen 
dus met hun vieren niet een punt, maar een vlak. 

Het is gemakkelijk om eveneens in symmetrischen vorm 
de vergelijkingen neer te schrijven voor het vlak, dat in 
O loodrecht staat op V (en er behalve OQ geen punt meer 
mede gemeen heeft). De voerstraal van O naar een punt 
van dat verticale vlak P moet loodrecht staan op l en m, dus 

Arnt FA, Ard A rt 

miv! Hun? + uz? Huvt =0, 
zijn de vergelijkingen van dit verticale vlak. Vermenig- 
vuldigt men de onderste met À,, en trekt men er dan de 
bovenste, met u, vermenigvuldigd, van af‚ dan krijgt men 
vier vergelijkingen van den vorm 


0= È (D) P‚x?, (a=1,2,3, 4), 
1 


AS À 
waarin P;= ni Tie 


ue 
Dit is de vergelijking voor het verticaalvlak in cogre- 
diënten vorm. Men kan ze ook in contragrediënten vorm 
schrijven, als men gebruik maakt van coëfficiënten, die 
op deze wijze gevormd zijn: | 
4 | 
pe = 2 (a) ge” P 7: 
De.opgeschreven vergelijkingen zijn nu te vervangen 
door 


OE) PL 2”. 
1 


Het ligt voor de hand, om nu omgekeerd ook even de 
vergelijking voor V in cogrediënten vorm te schrijven. 
Men behoeft slechts de cogrediënte kentallen V‚z te vor- 
men volgens den regel 


Vos F@O0pV5s Va Vips 


4 m mM 
1) Omdat X (am) A, Van © —=0, en X (am) &s Vs th 
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om de contragrediënte vergelijkingen te vervangen door 
de cogrediënte 


0=E@)V 


5. Men kan verlangend zijn het bedrag der rotatie in 
hoekmaat te kennen. Indien het parallelogram op 1 en m 
een oppervlak S heeft, is het bedrag der rotatie Sw. 

Wij zullen dit gaan afleiden voor het geval, dat het 
parallelogram de eenheid van oppervlak heeft. Daartoe 
kiezen we bijvoorbeeld 1 en m ieder met een lengte 
(l)=(m)=1, en onderling loodrecht, zoodat 


4 a 4 a 
Z(a)A,m = Ela)! u, =0. 
1 1 > 


Bij een dergelijke keuze van l en m gelden, zooals wij 

later ($ 8) bewijzen zullen, de betrekkingen 
Ed — 1 voor h=k, 
(Za) 


4 k k 

X(p)| VEV +PSP |= 

Ì Rn 5 p| Ef voor h#k. 

4 ks 

2: D en ' E E é Ô ; 
-(P) VE, 0 (3a) 
4 p pen 

ED) ln Vo 0 8 : i : d À ‚ (4a) 


Had het parallelogram een oppervlak S, dan zou in de 
bovenste betrekking moeten staan — S? in plaats van — 1. 

Kies nu een deeltje («!, #?, x%, x*) in het normaalvlak 
door O. Dan zal dit bij de rotatie een boogje om O be- 
schrijven, met zijn voerstraal (d) als cirkelstraal. Wij toonen 
aan, dat het boogje gelijk is aan w maal den voerstraal. 

De kentallen van het oneindig kleine boogelementje zijn 


Ede Ge a _m 
r 0 5 (1m) Marsen 
Omdat ’t deeltje in het normaalvlak ligt, is 
O=Ë (1m) P? #7” 
mn mM m3 e 
Wij mogen dus ook schrijven 


Po Eme tPDe 
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De lengte van het boogelementje is kennelijk 


4 AN) 
rie? (dop |= 


4 b 
= ot (abmn) 94 (Vj, + PA) (VL HPI) a” 2". 
Ziet men nu, dat 


dt a a 
& (a) Tat vn in fe, ne A de Po, here ids: GE Pz) 


4 
=— È(4) ga (V3 + P)), 
dan schrijft men 


rit — 2 (abmn) (VIV 
1 


ma \ 


/ VEN, a pd ber nier 
n by se + Vj E, gf P)) raed 

Sommeert men eerst naar b, dan leveren de termen 
tusschen haken, blijkens (2a, 3a, 44), alleen iets op, wan- 
neer a=n, en dan — 1, zoodat 


Mm Nn 


4 
reet (amg td, 


MN En 


— u dj, 


waarmee het gestelde bewezen is. 


6. In het voorgaande ligt een gemakkelijke methode 
besloten om den afstand van een willekeurig punt tot een 
willekeurig vlak te vinden, wanneer de vergelijking van 
het vlak in symmetrischen vorm gegeven is. Indien 


O= EM VE" — 0"), (a=1,2,3,4), 
1 


een vlak door ’t punt (q',q°,q°,qt) voorstelt, dan stellen de 


getallen p”, die men vindt door in deze vergelijkingen voor x* 
de coördinaten van een punt y',‚y°,y*,y* te substitueeren 


a L a, m m 
re CONAEIOR elan} 


weliswaar niet de kentallen voor van den afstand van dat 
punt tot het vlak, maar zij maken toch de berekening 
mogelijk. De afstand bedraagt nl. d=|p|, wanneer 


4 } 
p= (ab P Pp . 
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De vector p valt niet samen met den afstand, hij staat 
er loodrecht op, in het normaalvlak; maar hij is eraan 


gelijk, indien de ve gemaakt zijn uit de kentallen van 2 
vectoren in V, die een eenheidsparallelogram insluiten, 
omdat hij 5 maal de rotatieverplaatsing is bij een wenteling 


wom vlak V. Heeft het parallelogram een oppervlak S, dan is 
de loodrechte afstand S maal kleiner dan p. Men vindt S uit : 


bs 4 a b 
D=} > (ab) V, Ve 


7. Wij hebben gezien (S 4), dat het vlak door 1 en mop 
twee manieren gegeven kan zijn. Dit hangt daarmede samen, 
dat men met twee vectoren Il, m, en een voerstraal (met 
kentallen «!, #°, «5, x#f) twee dingen kan doen. Men kan 
nl. òf den voerstraal om het vlak der beide vectoren wen- 
telen, òf men kan op de drie vectoren een driedimensionaal 
parallelopipedum maken. 

Wil men nu het vlak beschouwen âls de meetkundige 
plaats van de voerstralen, die bij wenteling om Il en mop 
hun plaats blijven, dan moet men de kentallen van de 
rotatieverplaatsingen der straaleinden nul stellen, dus 


4 a m 
GN S 


Vat men het vlak daarentegen op als de meetkundige plaats 
der voerstralen, die met 1 en m een plat parallelopipedum 
zonder inhoud bepalen, dan moet men de kentallen van het 
parallelopipedum nul stellen, d. w. z. 


020 Vz: 
Dit laatste ziet men zonder moeite, als men er op let, dat 
ed 
m° zr 
zooals aanstonds ($ 8, form. 5b) blijken zal. 


Vas=Vvg 


8. Wij zijn nu nog eenige berekeningen schuldig. - 

Wij spraken reeds af, dat de indices abed, bij elkander 
in ééne formule gebruikt, er vier verschillende zouden 
voorstellen, in een volgorde, welke een even permutatie 
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moet zijn van 1234. Laat ons door mnop nog zoo’n stel 
indices in „even” volgorde voorstellen. 
Wij definieerden 


| 9Inb Ine Ind | 
A = Te Ap Ac Ml 0) 
| Hy He Kd | 


Ima Imb Ime Imd 
Jna Inb Ine Ind 
a A Ac Ag 
bn ad Din Lan 


Men ziet licht, dat de determinant der g®®? de waarde heeft 
ma md _me _md 


9 g g g 


Vermenigvuldigt men V, met dezen determinant, en 
later met g, dan vindt men 


| 1e. 0 Dodd 
Ohe) sr Pes 
eld ke de, Te m° m? keer DU 
m 1E TOS FD 
m mm m m 
Aan den anderen kant zullen wij nog gebruiken 
EEDE 
ab ni beant Anr nrs: 
| REE, 
A __À 
vé rr AN Cid (5e) 
KI u c fd 
Men verifieert zonder moeite 
Vas=— Vars VÓ=— Ven Von = VÄ=0. 
Voor de grootheid P kennen wij reeds 
À À 
Ö 
Ee EE A (6a) 
Fa Az 
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Ò EK 
m am n°. 
nn Abre lin Ein 
MH 
Wij voegen daaraan toe 
prm wi b bn Pp” — Bleep 
de (B) g TEE AE 
mn 


en merken nog op: 
P, =vg VO = vg (mn) 9” g7" Vv 
1 
_ Nu kunnen wij schrijven: 


4 MFO re m na 
> (m) Vz NET COMN)N Ina 4 V 


mn” 


b 
n 


4 ba 
Wij beweren, dat 
DS vry? p? puls Dsl (v y ® ple P 
(mm) b mt mer ET. (a), ab An ab 
1 


gelijk is aan den determinant met negatief teeken 


Des An Az À, Ag 
0 0 Ma HE He Hd 
Ne ae TO Or 0 
Rea Ven Od 0 00E 0 
Ee _m° 0 0 —l1 0 


re d 0 0 0 —l1 


‚ (65) 


‚ (6e) 


. (2) 


Om zich daarvan te overtuigen ontwikkele men naar de 


minoren der bovenste twee rijen. 


Telt men nu de 3e, 4e enz. rijen op bij de le en bij de 2e 
na ze vermenigvuldigd te hebben, onderscheidenlijk met 


Age Ape eee bp pee, dan vindt men 


Bn Amen 010, O0 
Den m0 Oran Oe 0 

=| W nde Oe Ons Ons d 
bam 000 
pe merel Oels 0 
jd m On Ots Ol il 


90 


De determinant uit de vier termen in den linker boven- 
hoek is nu gelijk aan het kwadraat van het parallelogram 
op l en m. Bij onze keuze van l en m, onderling loodrecht, 
en elk gelijk aan 1, wordt dat 1. 

Hiermee hebben wij de eerste vergelijking van (2a) $ 6 
bewezen. 

Om te bewijzen dat 


4 
E(m) Vz Vint PP; 10 voor be, 
hebben we slechts even uit te schrijven 
> ) SV yv Pp : 
; (a) | ab ze ze Ee 
we vinden dat dit identiek nul is, omdat b.v. (vgl. form. 5 en 6) 
ca cd ed 
Mee | =P Pj=_P Po: 
De betrekkingen (3a) van 8 6 
4 4 
2 (m) ve P‚=È(0) Vz P“—=0. . . . (35) 
volgen uit het nul zijn van den determinant 
IDE ee | 


0 mt m° m 


45 Le Re pd 


en gelden ook wanneer de index c van P“° (dus in de lin- 
kerkolom) gelijk is aan b. 
Op dezelfde manier wordt bewezen 


4 7, m 4 ba 
EMV, PD (a) VEP, Oee 


9. Wij hebben nu voldoende gezien, hoe een rotatie om 
een vlak kan worden aangegeven met behulp van zestien 
kentallen, de gemengde kentallen dier rotatie. 


Rijst de vraag of omgekeerd zestien kentallen ®, altijd een 
vlak en een rotatie om dat vlak kunnen aangeven ? Klaarblijkelijk 
zullen de kentallen aan eenige voorwaarden moeten voldoen. 

Allereerst moeten zij herleid kunnen worden tot twee 
maal zes kentallen, die elkanders tegengestelde zijn : 
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edn Eed: 
An Sams ib Tt bg 


Maar behalve dat zullen deze, om de rol te kunnen spelen 
van onze Vz, nog aan de betrekking (35), met b == c moeten 
voldoen, die men ook kan schrijven als [vgl. (6c) en (5b)]: 

NZ Md Ae N67 NE BE Ne Vza pe hdi 
In het algemeen zullen de ® , niet aan deze betrekking 


voldoen. In het algemeen kan dus een willekeurig anti- 
symmetrisch stel ® , geen rotatie om dat vlakje aangeven. 


Wat zij dan wel kunnen aangeven? Een complex van 
twee wentelingen om vlakjes loodrecht op elkander, in 
hoekmaat gegeven door een parallelogram, groot e,, in V, 
en een ander, groot p,, loodrecht daarop, in P. Of zoo men 
wil, het complex van die parallelogrammen zelf. Stel 


ep on PL ee ea P 
Bedenkt men, dat door (6c) en (5e) uit (2b) en (46) volgt: 
Vas Part VeaPaat VacPaatVaabsetVeaPzat Vaaboaf =b 
of, wat in anderen vorm precies hetzelfde inhoudt: 
4 ab 
$ > (46) VaVv = 


1 | 
Vg 


: (ab) PPP = 
en schrijft men (45) in den gelijkwaardigen vorm: 
Pz teng ige Pz aA Le ien 0 
dan ziet men dat 
Di ns Bie ar Bn At Vg ea. 


Vormt men echter 4 © (abmn) bd lak ge dan vindt 
1 


men na een korte herleiding 
| RICK kij bot Hes”. 
Het kost dus weinig moeite „, en »z te bepalen, en daarna 


Vas uit 
| d 
ON ats Vg > (man) gg A 
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Hiermee is de meest algemeene rotatie geanalyseerd in 
twee rotaties om twee onderling loodrechte vlakjes. De 
draaiingshoeken worden bepaald door de grootte der twee 
parallelogrammen ec, en os. 

Naar believen kan men zeggen, dat de kentallen 
Pp =—®j, deze rotatie aangeven, of dat zij de twee 
onderling loodrechte vlakjes zelf voorstellen. 


De functies van BES en een nieuwe methode van benadering 
der reele en geconjugeert-complexe wortels 
eener hogere machtsvergelijking 


DOOR 
Dr. A. KEMPE (Den Haag). 
(Vervolg van blade. 19.) 1) 


Het derde grote werk: het benaderen der complexe wortels 
heeft meer voeten in den aart, omdat het naar het voor- 
gaande moeielijk geschieden kan. Echter zij dit opge- 
merkt: heeft een vergelijking na gezuivert te zijn van haar 
reëele wortels maar vier complexe wortels, dan is bena- 
dering niet nodig en kunnen ze direct opgelost worden 
zoals wij aan ’t eint van dit opstel zullen tonen, doch heeft . 
zij er zes, acht, enz, dan wort de zaak ingewikkelder. 
We zullen in ’t volgende een 8e machtsvergelijking met 
acht complexe wortels behandelen, waaruit dan de bewer- 
king voor nog hogere eisen — zo ze ooit voorkomen — 
kan worden afgeleit. Teevens is dan daarin begreepen de 
gang, te volgen bij zes complexe wortels, die er zich gemak- 
kelijk uit laat afleiden. Ook hier zullen we het bereekenings- 
schema eeven als voor reëele wortels, weêr algemeen 
opstellen. 

Zij de vergelijking: 
ns HL? 4 mt + na? d pat + ra? + satie du=0.. (7) 


en laten de wortels zijn: 


di 1008 EE sich 2 
—_ -—h- _ om —L- mnd —J- 
o,—t+bä, no, e+, mem le 


$) Gelieve op bladz. 19 r, 5 v.b. voor a° te leezen a; 
en Telve Bit tea ole xv.» 10. 


” 


93 


en neemen we voorlopig aan dat a, c, f en h positief zijn, 
de vergelijking (7) moet dan 8 variaties hebben en voor 
elk paar met negatieve a, c, f of h gaat er één variatie af. 
Nu geeft de reegel van DESCARTES het volgende stel ver- 


gelijkingen aan: 
Za 4 2e Hf + 2h=—l 
at HBP) H (CP Hd?) H(f2 + 9) + (ht HUP) + 
+4 (ac Haf + ah + ef + ch + fh) = m 
Daed f)(h? HP) H2(a det A)(ft +9°) + 
+2(a df HA) (Ce? Hd) H2(e + f+h) (a? + b°) + 
st S (def + ach H'afih HJ Ef h)=—n 


(atb) (otHd2) H (a2b2) (f 2-99) (a*HDE) (h2FA2)H 


Hott) 29) (CPE) 2922) 
+ 4 (ef cht fh) (a° Hb?) + 4 (aft ah fh) (e° + d?) + 
+ 4 (ah cht ac) (f *+ 9°) + 4(af+ ef + ac) (h° +k?) + 
+ 4acf h= p 


2(f + h)(a?db?)(e°+d?) + 2 (et h)) (a? Hb°) (f*+9°) + 
Fath) (e2Hd2) (f24-g®) + 2(ate) MH) 
Fatf) (e2+d2) (h2H?) + Uctf") (a*HD)(hHk2) + 
+ 8cf h (a? Hb?) + Bafh (ce? + d?) + Bach (f? + 9°) + 
+ 8acf (h? +k?)=—r | 

(atbe) (e*Fd?) (f 2-9?) + (a2HbE) (etH d°) (HH U) + 
H(atOENf Hg) (CPH) 
+Afh(a? Hb?) (ec? Hd?) + Ach (a? +b°)(f? +9°) + 
+ 4ah (e? + d?) (f? + 9?) + 4ef (a? + b2) (h? +k?) + 
Haaf (ct 4 d2) (he HUP) H dae (ft HP) (At HU!) = 8 


2h(arbe(eHdNf Hg) Hf (atb CH ht HIE) + 
+20 (a? + HO) (f2 + 99) (h? +2) H 
Haler HA)(fL Hg) ht htt 


(at Hb) (et HAP) (f* HP) (2 4 kt) =u 


(8) 


_ In (8) zijn merkwaardige betrekkingen tussen de moduli 


der wortels en a, c, f‚, h incluis hun combinatiën 2 aan 2, 
3 aan 3, 4 aan 4 te vinden en waren die combinaties bekent 
men zou het gemakkelijkste stel uitzoeken om er (a? + b?®), 
(c2 +d?), (f? +g°), (h? +4k?) in uit te drukken, waardoor 
het bepalen der complexe wortels slechts een kwestie van 
aftrekken en worteltrekken zou zijn, maar .... ze zijn niet 
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bekent, alleen at-ced-f+h is bekent en dus is er van 
ate f slechts een maximum grens aan te geven. Hun 
werkelijke waarde aan te geven is de grote taak der benadering. 

Stellen we hiertoe de juiste waarden der combinaties 
2 aan 2, 3 aan 3, 4 aan 4 door wv, w en A voor, dan kunnen 
we dit stel formeeren: 


atetfdhe jg, detaftahteft dt fh=v 
acf + ach Haf h + cf h=w en acfh == 
waarvan we alleen kunnen zeggen dat ade f ek 


moet zijn, en dit is de grontslag waarop bij een getallenverge- 
gelijking (1) de heele benadering berust. 

Op dien grontslag kunnen wij echter v en w toch binnen 
zeekere grenzen sluiten en hoe nauwer die zijn, hoe gemak- 
keliker de benadering wort: elke verbeetering dier grenzen 
wort den leezer vriendelik aanbevolen. 

We hebben dan bij a, c, f en h positief en daar 

ac daf Hof =v—(latetf)h 
is, als eerste stel grenzen : 
(a ded f)* — (ac Haf def) ) 0 
of (atetf)?—2lwt(latetf)h} ) 0, 
sh 


(9) 


dus v H(ad-etf)h 

of corner TI 
Verder: act af +cf > 0, dus OE 50 

of vd>atedfìh .. Dn Nt ad € 5 


De vergelijkingen (10) en (11) zijn de rra van 0. 
De grenzen van w worden aldus gevonden: 
(ac Haf def)? —2(atetf)acf ) 0 
en daar acf—=w— (acd-af +cf)h hebben we: 
A re ed f)lw— (ac +af+ef)h] ) O 
(ac Haf + cf)? 
of w< Za teff) (act afFref.) Jie vee | 


of w< (achaf tof) (Barn + 4). 


Verder: 
acf > 0 of w—(ac Haf +foO)h > 0 
dus wr (act af HF fe)h a veer (19) 
De vergelijkingen (12) en (13) zijn de grenzen van w. 
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Hen tweede stel meer nauwe grenzen is dit: 


a* +? ) 2ac ad-e C ac 
at +f*) 2af aFf< af » 
Geef?) 2Cf GERIRMKEf 
ard ecil-f?)j.acdaf Hef Z(aFedf) < act af Hef _ 
2 (actaf+ef) =2(actaftef) v—latetf)h 
(atetf)° ) 3lacdaftef) dusv) Uatedtf) +(atehf)h 
3[v — (atet-f)h] 2(atetf) (2 h). (lia) 


ao fjk 
of ellae) (CEEEL 4 7). 00) 
(ae)? J-(af)? ) 2a?cf 
(ac)? + (ef)? ) 2ac?f 
(af)? + (cf)? ) Zacf? 
(ae)? + (af)? + (ef)? ) (atetf)acf 
2 (atef + ac? fHacf ?) =?2 (atef + ac*fHacf ®) 
(ac Haf +cf)* ) 3{a + cd f)acf 


3 (ate Hf) [w— (ac Haf + fe) hl 


dus w EEE + (ae + af + ef) 


ac + af + cf 
(ae taf tof) ara +) a) 
af +ef < acf 
ac +fc < acf 
ac + af < acf 


2 (ac Haf + ef < Bacf 
3 lw — (ac + af + fe) h 


__ dus: 


w ) F(ac + aft ef) + (ac + af + ef) h 

(B 4 h)(ae Haf Hef) «0... (13a) 

De vergelijkingen (10a) — (13a) zijn nauwer grenzer dan 
(10) — (13) maar geene steunen op gronden niet toepasselik 
wanneer onder de groep a, c, f en h één of meer 1 en 
twee 2en of echte breuken voorkomen ; dit bezwaar hebben 
(10) — (13) niet. Komen er onder a, ce, f en hgeen enkele 1 
en maar één 2 voor en geen echte breuken, dan gelden 
(10a) — (13a), die als nauwere grenzen aanbeveeling ver- 
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dienen, wat ook natuurlik ’ geval is wanneer a, c, fen h 
) 2 zijn. 

Men ziet Gekke belangrike rol a +c + f in de benade- 
ring moet vervullen. 

Wódneer wij nu de moduli in a, ce, f, h, v, w en A willen 
uitdrukken, dan moeten we uit (8) de eenvoudigste uit- 
zoeken en deeze zijn de 2e, de 3e, de 4e en de 5e. Stellen 
we gemakshalve a? +b?=X, c?+d?=Y, f? +9? =Z 
en h?4k?=V, dan hebben we uit de genoemde van 6) 
deeze vergelijkingen op te lossen : 


XY HZ V=m—4 
(adeHf)Vlateth)Zt(atf+ DY + 
Fet fHh)K=— tw 


\ 


XY XZ HYZIXVHYV ZV + 4ef + ch + fh)XH- 
FA(af + ah + FW) Lt Hah Hac dh) Zen (14) 
+4(ac daf Hef) V =p—dÂ 

(fHh)XY + 2e + h)XZ H Ua + h)YZ + Aa H )ZVH 
+ 2(af)YV H2(e Hf) XV +8Bcfh X + 8afh YH 
+ 8achZ +8acfV=—r ij 

waaruit: Î 

Vm tl XLLED en (15) 
ge Sw 
(a He df) (m4) + + (h—a)X + (h—e)Y 
AES re | (16) 
ya rl a) EF Ok PK 


(WE — du) H(yr— eu) X 
[a (ya—eu)? Hy (6y—au)? He (au—y5) (yr—eu)] X4 + | 
H(yar—eg) 2alvE Ju) Ayr — eu) HelBu— ye) Haro 
+ (y4—au) (2y(yn B) — (yu XS H 
a (yE — du)? + 12B (YE — du) He (yp — Cp) + 
Dn (Bm — yr) (yr — ep) EL 
X (ya —eg) + (yr Bu)? — 2y' you) (6y—au) + 
+ (YE —ò) he (Bp — yr) + (ap — 6) 
TP BYE) — [2E (yE—Öu) —ò (you) (ya — Ep) — 
+ | — 2y (ye) (yr — Bp) + (yE—Ôu) Nyp iu) € + + 
+3 (Bu — yr) 
+ (you)? y —S(yEdu)? Hd (you) (Yu) =O... (18) 


ll 


waarin : 
en de alef) (hr f)° 
e an a) (hf) — (m4) (f—a) (hf) + 3 


H |aref)(m— 4e) + 08E 20 fh) 


Zh ORP HF 
pe [ERO (tf) — (m4) (f-0) if) + 


+ (ate) 40) + EEE) aen] 


Bn lere det Ca fonljer (if — 0) 
=[— pt 4 (m — dw) X 4 (acdafef (hf)? — 


[ater Dim) EET xj 
[EEF dede) + 
Hate f)(m — 40) LEL | 


0 =2(aHe) (ha) (hf) — (CHA) (hf)? — 
— (a + ©) (h — a)°] 
=[n HB + 2(a He Hf) (m — 40)] X 
X (bf)? + (a HO) (f-Hh — 20) — 
2 (h — Ff) (m — 4) (a) (ate) — (ef) (hf 
+ 8e (h— f)° (h — a) (f— a) 
e= DU(ate) (he) (hf) — (afke) rf)" — 
— (atc) (h —c)° | 
S=[n 4 8w 4 2(a tet f)(m— 4w)] X 
Xh f)? HF (a He) (f HA —20)| 
— (h_f) (m4) (a + e)(h — e) — (af) (hf) HK 
+ 8a (h — ff)? (h—e) (f—o)f 
z=2[(at e) (h—e) (h—f)H(a He) (h—e)(h—f)|— | 
— 2 (a He) (h— a) (h—e)— (f+ hi) (h— f)°]| 
p=l2(atedtf) (m — 4w) H n + Bw] X ĳ 
XP (a Hed) (m — de) H+ Bl EEH 
+ (h —f) (a He) (m — dw) + Aac (h — f)IJ — 
| — [Bacf (m — 4) + r] (h— f)? 
… Door (19), (18), (17), (16) en (15) zijn de moduli in a, c, f, 
h, m,n, p en r uit te drukken, waarvan a, c, f en h bena- 
dert moeten worden en m, ”, p en r gegeeven coëfficienten 
van (7) zijn, wat dus overeenkomt met de benaderingswijze 
der reëele wortels. Het komt er dus op aan a, c, f en h 
Wiskundig Tijdschrift, 15e Jaargang. 7 
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zo nauwkeurig mogelik te bepalen : hierover echter straks. 
Zijn dan daardoor de moduli zo nauwkeurig mogelik be- 
paalt en a, c, f en h door benadering bekent, dan is het 
bereekenen van b, d, g en h natuurlik dadelik te doen. 
Wel is ’t heel wat cijferen, want de 4e machtsvergelijking 
(18) is ook zo gauw nog niet opgelost, doch is X gevonden, 
dan leeveren Y. Z en V geen bezwaren en men vint dus 
alle moduli nagenoeg gelijktijdig ; dit is een groot voordeel. Het 
grootste reekenwerk echter is al gedaan door de algemeene 
schema’s (8) en (14)—(19) op te maken en wanneer men er 
werkelik een getallenvergelijking meê bereekent zal dat 
meêvallen, daar er zoveel zelfde vormen in voorkomen. 
Men bedenke ook dat het acht complexe wortels zijn! 
Ook is het aan te zien als de weg voor nog uitgebreider 
aantal wortels; doch dit zal wel nooit voorkomen, het is al 
twijfelachtig of het behandelde geval zich ooit zal voordoen. 
Zes complexe wortels te bereekenen is uit het voorgaande 
makkelik af te leiden door h=k=t=u=0 te stellen. 
Men zal zien hoeveel de voorgaande schema's zich vereen- 
voudigen en bij vier complexe wortels wort dit natuurlik 
nog meer, om eindelik bij twee tot de grootste beknoptheit 
te slinken. Doch zo als gezegt is en wij aan ’t eint van 
dit opstel zullen aantonen: vier en twee complexe wortels 
kunnen rechtstreeks algebraïes gevonden worden. 

En nu zullen wij overgaan tot de toepassing van het 
bovenstaande op een getallenvoorbeeld dat wij echter zo 
eenvoudig mogelik gehouden hebben om niet te uitgebreit 
te worden. 

Zij alzo de acht complexe wortels te bereekenen van: 

vS — 2807 + 356rS — 266405 H 113820t — 
— 40708 +4 837082? — 102872 + 59241 =0 .. (20) 

Daar (20) slechts variaties heeft zijn de reëele deelen der 
wortels positief en daar in (20) slechts geheele getallen 
voorkomen zijn zij ook geheele getallen en daar eindelik 
hun som gering is (+14) zijn die a, c, f en h ook geen 
grote getallen. We kunnen dus provisioneel a + c 4 f—=9 
stellen, dan is h=—=5. Hieruit bepalen we een SLOSR van 
a, c‚, f en h op seg manier. 

(ad-cetf)?=8l, 4(ad-e)f neemen we —=32, omdat 
(ad-ed-f)? —4 es Ek ce) f een volkomen kwadraat moet zijn 
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en 4(a+ce)f door 4 deelbaar; namen wij 4 (a + ©) f= 17, 
dan ware (a def)? —4(ate)f wel een volkomen kwa- 
draat maar 4 (a +e)f ware geen 4-vout. We krijgen dus 
(adc—f)? =49 dus (ade—f)=Ht1, neemen we=1; 
dan is a4c=8, f=1l, h=5. Verder is (a Jc)? =64 en 
moet om bovengenoemde reeden 4ac = 28 dus (a — c)? —= 36 
of a—ec=—b6 (a {e neemende), Uit een en ander is dan 
een bij elkaar behorende groep dús veronderstelt: q —=1, 
ej bet. 


Op deeze wijze moet de eerste stap in ’t rijk der gissin- 
gen gedaan worden en verdere stappen leeveren dit tafeltje : 
(Zie volgende bladz.) 


Daar nu al die groepen voor a,c,f en h aan (10 of 10%), 
(11 of 11%, (12 of 12%, (13 of 13°) voldoen, zijn ze geen van 
alle te verwerpen om de verdere reekening voort te zetten 
en de moduli te bereekenen. 

Dat onderzoek der groepen geschiet overigens zó: Nee- 
men-we a—=5, c=l, f=2 en h=6, Daar c=l is, moeten 
we (10) — (18) gebruiken en vinden dan v <80 en ) 48 en 
voor v en w hunne waarden naar (9) bereekenende, omdat 
wij weeten moeten of a, c, f en h juist gegist zijn, v = 65 
w=112. Bepalen wij nu met de waarden van a, c, f en h 
de grenzen van w (het ware te wensen dat ook deeze 
alleen in (a4-c+f) en h uitgedrukt konde worden, want 
(9) geeft voldoende inzicht in den groep a,c,f en h) dan 
vinden wij w< 120 en > 102 zodat ên v èn w aan hun gren- 
zen voldoen. 

Neemen wij nu nog a=2, c=8,f=4enh=5, waarvoor 
we als nauwere grenzen (10°) — (13%) gebruiken, dan vin- 
den wij v (82 en > 63, w<{155 en > 147 en daar volgens (9) 
v—=1l en w=154 is, voldoen ook hier ên v ên w aan hun 
grenzen. 

Na de voorlopige vaststelling van a, c, f en h moeten de 
moduli bereekent worden en om niet te uitvoerig te worden 
zal ik maar van één groep a—=?, c=3, f=4 en h=5 de 
verdere bewerking meêdeelen. 

Vooreerst moet (19) bereekent worden, daarna geschiet 
de bereekening van (18), waarin m, n, p en r uit (20) be- 
kent zijn en ieder met het teeken genomen moet worden 
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(at HBP) | (et Ha) | (f249°) | ° +02) 


negatief of complex waardoor 
verdere bereekening onnodig is. 


atetf|4(atof dac | a | | 
48 | 20l5faj2jel6|u2je 
; 28 laatelilajeleijss | 36 | 
32 zelalr}fealsleol ee |a | 
2 se a4lelil2f5|65 1260, 
É 80 laelalalalsteolu6|e0 | 
80 aa bal 34 li ba last (120 
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dat zij daar hebben. Wel schijnt de bereekening van (19) 
en (18) bezwarent, maar toch valt de bewerking meê omdat 
zo dikwijls dezelfde grootheeden er in voorkomen. 

We vinden dan a=7, @ == — 220, y==3, ò == — 140, € =8, 
{== — 1182, 4 == — 80, rn = 2528, u —= — 36, £ = 1632, 7 —= — 88, 
£6— 20900 en voor de uitgebreide (18): 

15X* — 56OX3 + 1630 X? — 45008 X + 97251 =0 . (21) 

Deeze vergelijking is van den 4en graat en moet eerst 
volgens de methode BES op complexe of negatieve wortels 
onderzocht worden. Dit is natuurlik ook toe te passen op 
vergelijkingen (21) die de andere groepen uit bovenstaant 
tafeltje opleeveren, om geen onnodige moeite te doen, 
want ‘tspreekt van zelf dat X of (a? +b?) niet anders dan 
positief zijn mag; complexe of negatieve wortels van (21) 
verklaren het stel a,c,f en h foutief. Zo bijv. wort (18) voor 
ch en: AD, 

IX* — 2880 X3 H 221910 X? + 1358400X + 2002225 = 0 
waarvan de wortels X, =—=— 3.02... X,=—325... 
De 2e Ze + V[(163 25)? — 26758] (complex) 
we weeten dan zeeker dat dat stel a, c, f en h niet deugt. 

Daar nu (2!) geen complexe wortels heeft en haar 
variatiën wijzen op positieve wortels moet zij worden op- 
gelost. Wij komen aan ’t eint van dit opstel op een 4e 
machtsvergelijking terug, we zullen dus hier ter plaatse 
volstaan met de mededeeling der uitkomsten. Zij zijn: 

nd eed lee Ane 140 ren Ar 0d. 

Nu moet X een geheel getal zijn volgens de vooratgaande 
beschouwingen en dus kunnen wij alleen X, == 7 gebruiken. 
We hebben dan: 

tl 


volgens (17) VE el iN 
sue 16) Z=f? dg =2l. 
2 (15) V=h? dk? =3l1. 


Was de arbeit om X te vinden niet gering, de Y, Z en 
V vint men dan ook nagenoeg te gelijker tijt. 

Wat betreft den toets of de gevonden moduli de juiste 
zijn, moeten ze met elkaâr vermeenigvuldigt een produkt 
opleeveren zo dicht mogelik bij 59241, de laatste van (8), 
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en is dit ’t geval, dan worden alle moduli en a, c, f en h 
getoetst aan de som der vergelijkingen uit (8), die nog niet 
gebruikt zijn. Dit is eeven voldoende als de wortels in (20) 
te substitueeren en ’t is veel eenvoudiger. Hier waar het 
produkt 7 X 18 x21xX381l juist 59241 is, is dit onnodig, en 
mocht men hierbij aan misplaatste toevalligheit denken, 
ik wil liever het bovenstaande beschouwt zien meer 
als den weg, dien men in casu te volgen zoû hebben bij 
nog meer complexe wortels, als iets anders, daar ’t wel 
zeer zeltzaam zal voorkomen dat men acht en 
wortels te bereekenen hebbe. 

Heeft men zich overtuigt, dat de moduli tamelik nauw- 
keurig bereekent zijn en dus a, c, f en h vrij goet geëöva- 
lueert, dan heeft het overblijvende geen moeite meer, 
want bijv. hier: 


a2Jb2=1 ce? 4d?=13 f? Hg? =2l en h? +k? =3len 
a? mk ek =O Wis — 16 en h? ze) 


bek3 det? g=tv5 k= 46 


zodat de wortels zijn : 


2 


Li . LC . Lr . L a 
as B dede nn hs id 1 
ad rn Lenk , det wi zt i8, „oib, 


waardoor ze teevens met die nauwkeurigheit kunnen be- 
reekent worden, die men verkiest. 

Ten slotte van dit gedeelte moeten wij nog iets vermelden 
voor ’t geval dat één of meer der a,c,f en h negatief zijn. 
Men kan de wortels altijt met zoveel vermeerderen dat 
het reëele deel positief wort, zodat we daarover niet in 
afzonderlike beschouwingen hoeven te treeden. Dat er 
genoegzaam verhoogt is, ziet men daaraan dat de verhoogde 
vergelijking niet anders dan variaties heeft. Zijn a, c, fen 
h alle negatief, dan is 't eenvoudigste de wortels teegen- 
gestelt te neemen wat voor het imaginaire deel geen ver- 
andering brengt. 

Veel, zeer veel vereenvoudiging ondergaat het voor- 
gaande als zes complexe wortels te bereekenen zijn (zie 
mijn opstel in dit Tijtschrift jaarg. XI blz. 58) en wanneer 
er maar vier of twee dergelike wortels gevraagt worden 
is benadering in ’'tgeheel niet nodig, maar kan alles alge- 
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braïes geschieden, zoals wij nu ten besluite van dit opstel 
en teevens tot nadere toelichting der functies van BES 
zullen aantonen. 

Zij gegeeven de vergelijking: 


m3 — bt + 1003 +60? —8r 4 9=0 . . . (22) 


dan beginnen wij eerst met de getallen determinanten 
uit te reekenen, waarvan in ’t begin van dit opstel sprake 
was. Ze zijn: 


5 — 20 


0) n=l_; 90 


oe 


0 5—20 30 12 —8 
0 — 5 20 18-32 20 


T, De en 1 ne 
0 0 Dean d0re 3012 
0 GOE IO 18 539 
BDO 30 RIE 100 0 
ERN eld to 20 020510 
Oe OON LIL Bas 0700 
ee 5 Ji Zee ie 1 En X 4 2619555200 
0 0 
0 
0 


5 
0 
0O—5 20 18 —32 20 
0 
0 


zodat de rij der teekens is: de — JJ, Welk teeken 


men nu voor 0 ook neeme, nooit komen er meer dan twee 
permanenties is de rij voor. De vergelijking (22) heeft dus 
4 complexe wortels en één reëele. 
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Beginnen we alzo deezen reëelen wortel het eerst 
te bereekenen volgens het schema gegeeven bij (4). *) 

Daar bij schatting de wortel tussen — 1.05 en — 1 06 ligt 
en wel dichter bij — 1.05 dan bij — 1.06 hebben we het 
volgende, waarbij wij gemakshalve den wortel positief 
neemen en dus voor (22) schrijven: 
j 3 Dot H10x3 — 6? —8r—4=0 . . (22%) 
“ Hierin is dus: a,‚=5, b,=10, c‚=—b6, d,=—8, 


fi=—d en v,= Ti —0.9523... en die correctieterm 


stellen we, omdat « te klein is op 0.95. 


Dan is: c4 —=—6-8—18 X 0.954-9 X 0 952—0,955—1.8349 … 
0 TNO A 

dE SOE 

DRE 05 — 04993 =05 

be = — 43925 — (2.15 + 7.8349) X 05 + 0,25 == 913495 … 

ENEN 

Z =— 05% + V[(0.575)* 4 913495] —=2.5016 en 

2 —= 25016 — (05 40.95) — 1.0516. 


Voor de proef in (22%) is 19.0218 — 19.0476 — — 0.0198 de 
fout, die ligt te verbeeteren ware, wanneer wij voor 04993 … 
niet 0.5 genomen hadden. Er zijn trouwens meer decimalen 
in de bereekening afgeront, doch doel is om de wijze van 
behandeling van een en ander te tonen meer dan een 
nauwkeurigheit à outranve te verkrijgen. 

Neemen wij daarom ook kortheidshalve # —= — 1.05 dan 
heeft de vergelijking 


!) Hier zij opgemerkt dat de bepaling van v zo nauwkeurig 
mogelik geschieden moet. Algemeen doet men zo: na « in twee 
decimalen nauwkeurig gegist te hebben, onderstelle men het derde 
decimaalciĳfer een 5, men kan dan gemakkelik gissen of dit te 
groot of te klein is en wijzigen daarna v. Is bijv. 5 te groot, zo 
bereekene men als #— 3,42... is, het gemiddelde van 

l 1 L 1 1 l in 5 dee. 
524 | 52 Tat za } zaza 3,425 nauwk. 
Is 5 te klein, dan neeme men het gemiddelde van 
1 1 1 A 1 
8,425 Ë 3,426 Eh 8,427 in 8,428 ER 8,429’ 
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xs — Dt + 104% J 62? — Sa H- 4 
e+ 1.05 


@ — 605 #5 16.352Da? — 1116750 + 31285 —=0 (23) 
slechts complexe wortels, welke geheel langs eenvoudigen 
algebraïesen weg kunnen gevonden worden. 

Daartoe stellen we in (23) x= y + m waardoor (23) 
zes ke S 

DES (4m n 6 05) pen (6m zr + 16 3525) he 
(4m3 — 18.15 m? + 32.7050 m — 11.1615) 
Rn 


4 6.05m? 5m?-—11.1675m +3. 
 m*—605m shi 1L16T5m48.1285) 44) 


of 


Ean 


2 
waarin we over m zó beschikken dat ò = 5) wort. Hier- 


door krijgen we, na eenige herleiding en wat afkorting: 
Ans —8.25 Mm? + 1.663 Mm J-014=0 … - . (25) 

Behandelen we nu (25) volgens het schema bij (5) gegee- 
ven dan hebben we het volgende: a, =— 325, b, 1.663 
C‚ 0.14. Daar elke oneevene machtsvergelijking een reëele 
wortel heeft teegengestelt in teeken met den laatsten term, 


beginnen we met in (25) m —=— 1 te stellen en vinden dan 
dat voor m=—l f(m)=—, voor m —=0, f(m) = +, voor 
m=l, f(m)=—, voor m=2;, f(m)=—, voor m=3 


fm) =H is, zodat (25) één wortel heeft tussen O en —l1, 
één tussen 0 en l en één tussen 2 en 3. Bepalen we ons 
nu eens tot het opsporen van den wortel tussen 0 en 1. 
Wel is waar is het beeter om den op te sporen wortel zo 
mogelik )1 te neemen, omdat daardoor 7 {1 wort en 
daardoor weer de hogere machten van 7 minder invloet 
op de fouten hebben, doch het is niet kwaat om te laten 
zien dat deeze v-methode ook voor @{ 1 goede diensten 
bewijst. Wij gaan dus voort met in deeze richting m nader 
in te sluiten en vinden dan dat voor m = 0.7, f(m) = 0.0546 
is en voor m=0.15, f (in) —=— 0.019, zodat de wortel ligt 
tussen 0.7 en 0.75. Met ’t oog op (6) hebben we alzo 
en Hee — 1333... dat wij —1.34 neemen, omdat 0.15 iets 
te groot is voor © dus v, iets te klein. 
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Dit zo zijnde hebben wij: 
b; = 1.663 — (— 3.25 — 0.14) X 1.34 + (1.34)? 80012 
as =— 3.25 — 2.68 = — 5.93 
Z —=2.965 + V[(2.965)? — 8.0012] = (wij kiezen natuurlik het 
teeken —) =2.0762 en m,—=2.0762 — 1 34 = 0.1362. 

Bij wijze van proef deeze waarde in (25) substitueerende 
krijgt men een fout van 0.00207238; waarlik geen grote. 

De beide andere wortels zullen wij door deeling van 
(25) door m — 0.1362 bepalen, want andere benadering ware 
voor een 3e machtsvergelijking te omslachtig. We hebben 
dus : 

Gre) 2 
Meen EON re 25138 m SUN 
waardoor m,=2.5863 en m; == — 0.0725 stel =— 0.07. Het 
bovenstaande komt mij voor de eenvoudigste oplossing _ 
eener 3e machtsvergelijking te zijn. En 


END 
Deeze waarden voor m substitueerende ín == 12) 


moeten ze alle drie voldoen; wij neemen natuurlik de 


eenvoudigste namelik m;—= — 0.07 en dit in (24) gesubsti- 
tueert verandert zij in: 
gr Eg ey SO=02) 
Deelende door y? wort (26): y? — 6.33y + 17.65 … 
13. nd 2e =0. (2) 
Stel 6.334 + ln EE Wen et 1 B (28) 
dus y° + (2239) En ln 1955 dan wort krach- 
tens 2 (X) of 459— (Ae de verg. (27) 
(oi) TE GSO 


waaruit £ == 20.0345 + 11.5863i. Dit gesubstitueert in (28) 
geeft voor y: 

y= 15825 + 09157 + vr [— 0.4729 + 2.8961] 
dus w=ydm=y— 0.01 =1.5125 + 0.915i 4 v [— 0.4729 + 2.8961] 
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wat acht verschillende complexe wortels zijn, die tot vier 
bij elkaar moeten gezocht worden. Men vint spoedig dat 
deeze vier zijn: 

2, == 15125 +0 9150 Hv [— 04729 + 2.8961] 

@ —= 15125 4 09151 — v [— 0.4729 + 2.8961)] 

ez —1.5125 — 0.915 + v [— 0.4729 — 2.896 | 

24 = 15125 — 0.915 — rv [— 0.4129 — 2.8961] 
waarbij gevoegt «;=—=— 1.05 het geheele stel wortels — 
dat in decimalen wat bekort is — compleet maakt. 

Hun optelling geeft 5 zo als ’t behoort, doch dat is een 
zwakke proef, omdat de wortelvormen en imaginaire 
daarbij alle verdwijnen. Van meer gewicht is hun produkt 
dat — 4 moet zijn. Ook deeze proef leevert vrij goede 
uitkomst, want : | 
Bs Li La L3 B, =— 1.05 [(1.5125H0.9151)? — (—0.4729H-2 8960) 
x [(1.5125 — 0.9154)? — (— 0.4729 — 2.896] = — 1.05 X 
[22876 + 2.168i — 0.8312 + 0.4729 — 2.896i] X 
[22876 — 2.768% — 0.8312 + 0.4729 + 2,896] = 
— — 1 05[1.9233 — 0.1281] X [1.9235 + 0.128] == 
—— 1.05 [(1.9233)? + (0.128)? ] = 
—= — 1,05 X [3.6991 + 0.0164] = — 3.9013 .……. 
wat dus niet zo heel ver van de waarheit is. 


XVI, Wiskunde-Onderwijs. 


Moet de Regel van Napier slechts beschouwd worden als 
een middel om het geheugen te hulp te komen ? 


Een dergelijke, suggestief gestelde vraag is feitelijk een 
indirecte bewering. Laat ons nagaan, of daartoe aanleiding is. 
Die regel toch luidt: N 

Vervangt men in een rechthoekigen boldriehoek de 
rechthoekszijden door haar complement, dan is de cosinus 
van een der vijf elementen gelijk aan het produkt van de 
cotangenten der aanliggende of van de sinussen der 
afliggende elementen. 


108 


_ Drukken wij bovenstaanden regel op alle mogelijke 
wijzen in waarden uit, dan zien wij dus de zes formules 
(twee enkelvoudige en vier dubbele) voor den rechthoe- 
kigen boldriehoek ontstaan, waarbij het moeilijk valt te 
gelooven aan een pons asinorum, die slechts op een toe- 
valligheid berust. Blijkbaar staan dus de gevonden formu- 
les, althans in ieder der twee series, waaruit de regel 
bestaat, met elkander in een eenvoudig verband. Dit 
verband echter vonden wij in geen enkel leerboek ; toch 
is het zoo eenvoudig mogelijk, waarom wij het niet on- 
interessant achten, er een oogenblik bij te blijven stil- 
staan. 

Stellen we ons, als aangegeven in bijbehoorende figuur, 
een rechthoekigen boldriehoek ABC voor en wel, tot ge- 
makkelijker begrip, als liggend in het boloppervlak, waartoe 
hij behoort. Letten wij nu op de bijzonderheid dat in den 
Regel — ter vermijding van dubbelzinnigheid voortaan met 
een hoofdletter te schrijven — de rechthoekszijden door 
haar complement vervangen worden, verder dat, indien 
de verschillende elementen van den boldriehoek in alle 
door ons gewenschte «combinaties wederom tot rechthoe- 
kige driehoeken zijn samen te voegen, het algemeen be- 
wijs voor den Regel eenvoudig moet zijn, waarbij dus 
herhaaldelijk hoeken als zijden (en omgekeerd) zullen 
moeten voorkomen, dan ligt het voor de hand: 

le. die complementen voor te stellen, door de recht- 
hoekszijden te verlengen; 2e. de polen der drie zijden te 
teekenen, waardoor zijden in hoeken overgaan. Zoo zijn 
resp. D, E en F de polen van a,b en c; tevens wordt 
daardoor AD = 90° — 5 en BE —=90° — a. Verder zijn G en 
K zoodanig gelegen, dat BG —= AK — 90° — c. j 

Daar nu F de pool van den geheelen boog GK is, zal 
verbinding van F (stilzwijgend veronderstellen wij alle 
verbindingen door groote cirkels) met G en K eveneens 
bogen van 90° geven. Gaan wij zoo verder en bepalen wij 
daarmede evenzoo de punten H en J, waarna wij elke 
pool verbinden met de beide andere deelpunten van haar 
boog, dan zien wij eenige merkwaardige figuren ontstaan, 
n.l. een vijftal rechthoekige driehoeken, waarin wij, zooals 
wij dadelijk zullen zien, alle gewenschte combinaties vin- 
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den, en een stervormige bolvijrhoek AEDBF, waarop wij 
nader zullen terugkomen. 

Waar nu in elk der vijf driehoeken (gemerkt I t/m V) 
de hypotenusa achtereenvolgens als waarde heeft de 5 
elementen van den Regel, ligt het voor de hand hiervoor 
in een tweetal series A en B de waarde van den cosinus 
te bepalen, waarbij dan in elke serie als grondformule (in 
driehoek I toegepast) resp. zal moeten voorkomen: 

cos c = sin (90° — a). sin (90° —b) en cosc—=cota.cot Â. 


_ Het bewijs voor deze beide is eenvoudig; volledigheids- 
halve zij het hier gegeven in een vorm, die ons voorkomt, 
in verband met de figuur, logisch het meest aangewezen 
te zijn. 

Brengen wij door het middelpunt M van den bol en de 
bogen BE, BG en EG vlakken; kiezen op de ribbe MB 
van den ontstanen drievlakshoek een willekeurig punt g, 
hetwelk in projectie op de ribbe MG het punt r geeft, dat 
wederom op ME geprojecteerd, s oplevert. In A grs is dan 
Zgqsr de standhoek op ribbe ME of gelijk aan 

ZL BEG = 90° — 5. 
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Verder is 

: RR Het PE AAE 8q erge, 

sin qsr = 5 sin qgsr.sq =rq; singsr Mg Ma’ 
sin gsr. sin qMs = sin qMr, of sin (90° —5). sin (90°—a) = coscc. 

Evenzoo brengen we met M als hoekpunt den drievlaks- 

hoek M ADK aan; projecteeren een punt 2 van de ribbe 
MD op MK als punt O; de projectie daarvan op MA, nl. 
p, geeft de driehoek npo door verbinding met » en o. In 
deze driehoek is /npo standhoek op ribbe MA of gelijk 
aan Z DAK =e. Nu is 


cot npo = en cot npo no == po; cot npo. Ee en 
cot npo.tgnMo==sinoMp; cota.tg (90° — 2) = sin (90° —c); 
of cota. cot £ = cos c. 

Deze beide formules, toegepast in driehoek I, doen ons 
zien, dat de cosinus van de hypotenusa in een rechthoe- 
kigen boldriehoek gelijk is aan: A het sinusprodukt van 
de complementen der rechthoekszijden, en B het cotangens- 
produkt der aanliggende hoeken. 

Deze formules thans achtereenvolgens in de driehoeken 
II t/m V toepassend, verkrijgen wij de series: 


A voor I: cosc =— sin (90° —a).sin (90° —b). (1) 
„ AL: côs (90! — a) =—=gint. sina. NA A A 
Els CON == sin £. sin (90° — di) CT ee ACO 
Ne COR =sina.sin(90° —b) . . . (35) 
„Vs Cos(90° 5) =sine.sing 

RE I: cosc ==00t a Cte zen re 
„ II: eos(90° — a) =cot B. cot (90° — 5) rie EOC 
LLT OOH — Cot e.ecot (90° —5b) . . . (6a) 
ns Ave os =—Ccotc.cot (90° — a) . . . (65) 
„ Vr: eos(90° — 5) =ecota.ecot (90° —a) … « « (5b) 


Hiermede is dus de algemeenheid van den regel van 
Napier aangetoond. 

Thans volge nog een enkele opmerking over de ontstane 
figuur en wel over — wij noemden dezen reeds — den 
stervormigen bol-vijfhoek AEDBF. 

Hierin moet ons als merkwaardigheid treffen, dat deze 
in juiste volgorde de 5 elementen (van Napier) in den 
oorspronkelijken boldriehoek aangeeft ter toepassing van 
den Regel. Beschouwen wij toch de volgorde der hoeken 
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van dien ster-vijfhoek, zooals we die ontmoeten, als wij 
den 5-zijdigen omtrek volgen, dan zien wij, dat onmiddel- 
lijk vóór en na een bepaalde hoekwaarde dezelfde elemen- 
ten voorkomen, die in den driehoek ABC de aanliggende. 
vormen: de beide andere hoeken hebben als waarden die 
der afliggende elementen. 

Het ligt niet in onze bedoeling op de merk waardigheden !) 
der combinatie dieper in te gaan. 

Slechts willen wij nog de vragen stellen: Is het woord 
Regel niet te-weinig-zeggend ? Zou het b.v. niet beter zijn 
te spreken van de Combinatie van Napier ? 

Weltevreden. J. H. GOOSSENS. 


Bewegingsvergelijkingen voor een vloeistof in een 
draaiende, gebogen buis 


DOOR 
Á. J. STARING, w. i. (Château d'Oex, Zwitserland). 


Verondersteld wordt, dat we te doen hebben met een 
nauwe buis, gebogen volgens een vlakke kromme in een 
horizontaal vlak, eenparig ronddraaiende in dat vlak om 
een vertikale as. Verder beschouwen we de beweging 
zonder wrijving. 


1) Want er zijn er meer: Zoo b.v, dat, wat wij het 6e element 
zouden kunnen noemen, nl. de rechte hoek, verdwenen is in dezen 
gelijkzijdigen ster-vijfhoek, alsmede — wij zouden zeggen: in de 
eerste plaats — de resultaten van het onderzoek, in welk geval 
de ster-vijfhoek regelmatig wordt. Wij stippen hiervan slechts het 
volgende aan: Dit zal plaats vinden, als alle ster-hoeken gelijk 
worden, m.a.w. als c‚a, @, 90° — a en 90° —5 gelijk worden aan 
een waarde #, waarvoor cos —= sin? # (—= cot?) of cos° + cos 
—1l=0; cosz=—itrö Waar hier w scherp is, is dus 
eos =t(—l Hv 5). „Sectio aurea”. 

Vergelijking met de analogie in de planimetrie voor den hoek 2’ van 
den regelmatigen ster-vijfhoek geeft : 2 sin 42’ —=}(— 14 ö); enz, 
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Zij: 
Q het gewicht van de hoeveelheid vloeistof, die per seconde 

verplaatst wordt ; 
dm de vloeistofmassa die in den tijd dt door elke door- 

snede van de buis stroomt ; 

het soortelijk gewicht van de vloeistof ; 

de versnelling der zwaartekracht ; 

de constante hoeksnelheid van de buis; 

het op de as uit te oefenen moment; 

het snijpunt van de as van wenteling met het vlak 

van kromming (vlak van teekening); 

een punt van de as van de buis; 

het bijbehoorende krommingsmiddelpunt: 

de voerstraal OA; 

de kromtestraal MA ; 

de hoek tusschen r en »; 

de vloeistofdruk in A; 

het vloeistofoppervlak, waarop die druk werkt; 

de normale druk door de buiswand op het massa- 

deeltje dm (in A geconcentreerd gedacht), uitgeoefend ; 

de omtrekssnelheid van A (wu = wr); 

de werkelijke snelheid van dm in de richting lood- 

recht r (a = u — d/ COS p). 
Nemen we aan dat de bewegingstoestand van een vloei- 
stofdeeltje niet afhangt van de plaats, die het inneemt ten 
opzichte van de wanden der buis, maar alleen van r (dit 
is des te meer waar, naarmate de buis nauwer is), dan zijn 
de niveauvlakken omwentelingscilindervlakken met straal 
r en de draaiïngsas tot as. 

De bewegingsvergeliĳjkingen kunnen op twee manieren 
worden afgeleid : 

le. door gebruik te maken van de formule voor de 
relatieve beweging ; 

2e. met behulp van de algemeene bewegingsvergelijkin- 
gen in poolcoordinaten. 

le. Nemen we in A (fig. 1) een loodrecht assenstelsel 
AX —AY aan, AY volgens MA, AX dus volgens de raak- 
lijn in A, dan geldt voor beide richtingen: 
kracht = massa X (relatieve versnelling + sleepversnelling 

+2 X versnelling van Coriolís). | 


ASS: OVER 


a Ss 
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Als krachten werken op de massa dm de wanddruk N, ge- 
richt volgens p, en de overdruk Fdp, gericht volgens r (fig. 2). 
De relatieve versnelling in X-richting is x”, die in Y- 
2 ' 
richting z, waarvan «'’ is de relatieve snelheid in X- 
richting. 


M 
Fig. 4. Figs. 
De sleepversnelling is w?r, gericht volgens r; de ver- 
snelling van Coriolis wa’, gericht volgens «. 
Zoodat de vergelijkingen worden: 
in X-richting: 
— Fdpsinp=dma —dmw?rsingp . . . (1) 
in Y-richting 
2 
N= Fdp cos p= — dm Z — dm tr cos H-2dmur … (2) 


Uit fig. 3 blijkt: dr=daesinp, en dm = : de Fdr = 
= Fde sin 7. 
(1) gaat hierdoor over in 


— Pdp sin p=} Pd sin pa” — „Faro? rsinp 


„dp =otrdr de. Aere erk ld) 
=jd(w?r? —a) =d (U? — a?) 
Geïntegreerd : 
2 
0 ps edt etat) 


waarin de indices 1 en 2 betrekking hebben op de groot- 
heden resp. aan het begin en aan het einde der buis. 
Wiskundig Tijdschrift, 15e Jaargang. 8 
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In (2) substitueeren we de uitdrukking voor dp uit (la). 
Fdp cosp = 4 F w?rdr — @'da!) COS p = 
—=dmw?rcosp — En cosp. xda’ 


p uitgedrukt in r en p vinden we als volgt (fig. -3): 


dr 1 
he ern er 
de =dx—dh, dus dh = dz — dp, 

ter wijl gerech dur 
rda ” dr rtgo’ 
zoodat : 
1de dp 1 dp 
Ee zr OP gr PN 


(2) gaat hierdoor over in: 


12 DN 
N= — Zi Cos p «da! —dm ee COS pd-dm x’?sin P 7 ap „+ 2dm wa’ 


dr 
=— ENG — (r eosp da! + a'eoso drdra’!d cosp) + 2dm wa’ 
en Dd COS p) + 2dm wa!, 
Het moment door N op de as uitgeoefend is 


dt = Nr sin p. 


Nu is Ee dn 


an=—$ rn r dra’ cos) +27 ZN or dr 


BA rx’ COS 9) = 0 d \r (u — a’ cos p)/ 


15 


dus volgens fig. 4: 
ON — : d (ra). 
Geintegreerd : 
= Las —ra,) a en sa CLI) 


2e. Uit het voorgaande blijkt, dat de afleiding van 
formule (I) zeer eenvoudig is met de theorie der relatieve 
beweging; die van (II) is echter vrij gecompliceerd. Het 
omgekeerde is het geval, wanneer we uitgaan van de 
bewegingsvergelijkingen in poolcoördinaten. 

Zijn de poolcoördinaten van A r en 6, dan is de ont- 


bondene van de versnelling van dm loodrecht ag 


„en daar de kracht in deze richting bedraagt Nsinop, 
heeft men : 
1 d(r°6) __Q 


Eer kn ld 


M= Nr sing dart „=d d (ra) 


N sin p = dm 


ne) OND AD (LIa) 


Voor de richting volgens r geldt: 

N cos p — Fdp = dm (#”” — 142). 
Hierin gesubstitueerd 
dm 1 g dm 


N= 7 rain pd 0) ee 
geeft 
7 dm — dm 0) dm le dn ed 
y ar PTH repte ej dmr +äm 
g det 
vAn rigs 0D enh 
Nu is e 
| , 
ri =a=ur — U COS p= ur — tg p 
dus 
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Vap=ad(re— rrd — ot dre — war Hd = 
=wd(r?6')— Fr df? — F2 dr? — dr? = 
—=id(2wr? 6 —r202 rt) == 
—=}d(2ua —at —r'?) =d ju? — (u — a) — |= 
—=td(u? —a/?) 


2? — pj) ==? 0) tt)» « (la) 


Ten slotte zij er op gewezen dat men altijd de eene 
formule uit de andere kan afleiden met behulp van de 
wet van het behoud van arbeidsvermogen. 

We zien dat in de formules alleen de begin- en de eind- 
toestand een rol spelen; eenmaal in begin- en eindpunt 
de richting en afmetingen van de buis aangenomen zijnde, 
is het verloop van de buis tusschen die punten onverschillig. 

In elk punt van de buis vindt men de bijbehoorende 
waarde van a’ uit: 

Q=yEsineg.a’ 
F en p overal gegeven zijnde; en met behulp van (I) is 
dan de vloeistofdruk in dat punt te berekenen. 


De centrifugaalpomp is een toepassing van de hier be- 
handelde theorie. De vloeistof is, na uit de buis geslingerd 
te zijn, door de verkregen snelheid in staat een druk te 
overwinnen. 


XVII, Wiskunde-Onderwijs. 


Invoering van de beginselen der Differentiaal= en Integraal- 
rekening op de Middelbare School. 


Nog altijd komen de, reeds honderd maal weêrlegde, 
bezwaren tegen bovengenoemde invoering terug. Voor een 
deel komt dat misschien daarvan, dat men over het hoofd 
ziet hoe weinig wij, voorstanders hier in Nederland, op 
dat gebied wenschen. De meesten van ons zouden al 
tevreden zijn met de behandeling der differentieëring (en 
de bijbehoorende integreering) van «”, voor »n geheel en 
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positief; zelfs al voegt men toe, „de allereerste beginselen 
van”, dan nog is de naam nog erg wijdsch voor de zaak, 
maar er is geen betere. 

Deze matige eisch kan toch werkelijk niet bestreden 
worden met het argument „te moeilijk en te tijdroovend.” 
Uit den treure hebben wij er op gewezen, dat, wat als zoo 
moeilijk en tijdroovend wordt gesignaleerd : de behandeling 
der begrippen oneindig klein, oneindig groot en limiet, 
onmisbaar zijn; dat de felste tegenstander niet kan ont- 
kennen, dat hij er op de middelbare school ook meê werken 
moet, zij het ook onder andere formuleering. En nu is het 
toch wel a priori duidelijk, dat een algemeene methode 
minder tijd vordert, dan een complex van allerlei Ersatz- 
methodetjes; trouwens de ervaring van buitenlandsche 
leeraren, (b.v. van Grimsehl) die op de middelbare school 
met D. en IL. R. gewerkt hebben, klopt volkomen met ons 
beweren. 

(Naar aanleiding van de algemeene methoden nog dit 
citaat uit Lagrange: „Préférez les méthodes générales, 
attachez-vous à& les présenter de la manière la plus 
simple, et vous verrez en même temps qu'elles sont pres- 
que toujours les plus faciles’’). 

In den laatsten tijd is een oud bezwaar in een nieuw 
kleed gestoken: met een slechte klasse is er van de invoe- 
ring niets te verwachten. (Als wij hier van een slechte 
klasse spreken, bedoelen wij ook die, welke vaak in offi- 
cieele stijl „middelmatig” heeten). In de eerste plaats is 
hier op te antwoorden: „Tegen het bestaan van slechte 
eerste klassen is nog geen afdoend middel gevonden ; maar 
een slechte vierde klasse behoeft er, en mag er dus, niet 
zijn, met het oog op le het belang der enkele goede leer- 
lingen in zoo’n klasse; 2e de opgewektheid der leeraren ; 
ge het belang der slechte leerlingen; 4e het belang der 
schatkist’. Maar verder, waarom hier alleen gesproken 
van de D. en I. R.; zegt men b.v. „met een slechte klasse 
kan men niet scherp behandelen de theorie der onmeet- 
bare getallen, de beteekenis van een onmeetbaren expo- 
„nent, die van het product van twee getallen met onmeet- 
bare exponenten, het maken van een logarithmen-tafel, en 
daarom behooren de logarithmen op de middelbare school 
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niet tehuis? (Zelfs met een goede klasse zijn trouwens 
genoemde onderwerpen niet scherp te behandelen). Met 
een slechte klasse zijn verder evenmin te behandelen: 
invoeren en verdrijven van wortels, omtrek en oppervlak 
van den cirkel, de verhouding der oppervlakken van twee 
rechthoeken (welke kwestie nog een dozijn keeren in 
anderen vorm terugkeert), zijdelingsch oppervlak en inhoud 
van den kegel, enz. enz. Maar waartoe die opsomming ? 
Met een slechte klasse kan men niets behoorlijk behandelen; 
geen Wiskunde, geen Mechanica, geen Natuurkunde, geen 
Cosmographie, geen Geschiedenis, geen Talen. Waaraan 
heeft in deze de D. en I. R. die bijzondere bescherming 
verdiend? C. A. CIKOT. 


Toovercirkels 


DOOR 
Dr. J. B. VERSCHAFFELT (Leiden). _ | 


Schrijft men op één rij de n eerste geheele getallen, en 
daaronder in tegengestelde volgorde de n volgende, daarnâà 
op dezelfde wijze de 2n volgende, en zóó m keer, dan 
verkrijgt men de volgende getallentafel 


1 2 3 EN 

2n 2n—l 2n—-2 .... nt2 n 1 
_2nt-1 2n4-2 Bn —l 3n 

4n An — l heee VON 
(2m —2)n +1 EE (2m — I)n 

DANE 2mn —1 sn (2m — Dn +1 


waarbij klaarblijkelijk de som RIS. getallen voor iedere 
kolom dezelfde is. Aangezien de som van alle getallen 
2mn 


S= XE a=mn(2mn 1) 
1 
is, is de som der getallen in iedere kolom 


SY 5 m(2mn +1). 
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Bovendien is het duidelijk dat, wanneer men de som 
opmaakt der getallen in de k-de rij en in de (2m — k)-de; 
ook de m aldus te verkrijgen sommen steeds aan elkander 
Rn zijn, nl. gelijk aan 


A 


GAS n= = n (2mn +} 1. 


Teekent men- nu m concentrische cirkels en trekt men 
daarin 7» middellijnen, dan kan men de 2mn getallen zóó 
plaatsen, dat de getallen uit één zelfde kolom in dezelfde 
volgorde op eenzelfde middellijn komen te liggen; dan 
vallen ook de getallen van de k-de en van de (2m—k)-de 
rij op eenzelfden (k-den) cirkel, zoodat men op die wijze 
een figuur verkrijgt, waarop de 2mn eerste getallen zóó 
gerangschikt zijn, dat de sommen der getallen op alle 
middellijnen gelijk zijn (gelijk: S’), en zoo ook de sommen 
der getallen op alle cirkels (gelijk SS”. | 

Men kan bij een gegeven aantal cirkels het aantal mid- 
dellijnen nog zóó kiezen dat beide sonimen geliĳk zijn, 
d. w. zZz. S/=S”/; daartoe moet natuurlijk n='m wezen, 
d. w. z. er moeten evenveel middellijnen als cirkels zijn ; 
dan is S’/—= S” —=m (2m? +1). Voorbeeld: (De lezer teekene 
twee concentrische cirkels met een horizontale en een 
vertikale middellijn ;.de horizontale middellijn snijdt de 
cirkels in de punten — van links naar rechts — 1, 4, 5,8; 
de vertikale middellijn snijdt ze — van boven naar bene- 
den — in 2, 3, 6 en 7). 

Dit is echter niet de eenige wijze waarop de 2m? eerste 
getallen op de cirkels en middellijnen gerangschikt kunnen 
worden, zóó dat de 2m sommen langs de cirkels en langs 
de. middellijnen alle gelijk zijn. Men mag nl. de cirkels op 
alle mogelijke wijzen met elkander verwisselen, en ook de 
middellijnen. In beperkte mate mag men ook twee getallen 
op een zelfde middellijn (of op een zelfden cirkel) met 
elkander verwisselen, mits de eventueele verandering in 
de som langs die cirkels (of langs de middellijnen) wordt 
gecompenseerd door een correspondeerende verwisseling 
van getallen op dezelfde of op een andere middellijn (of 
cirkel). Dit kan natuurlijk herhaaldelijk geschieden, en zoo 
is het duidelijk dat men, uit het oorspronkelijke figuur, in 
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't algemeen nog tal van andere figuren kan afleiden, die 
dezelfde eigenschap bezitten. 

Nemen we nog eens het meer algemeene figuur, met m 
cirkels en n middellijnen, en plaatsen we in het middelpunt 
een willekeurig getal, dan is natuurlijk nog steeds de som 
der getallen voor alle middellijnen dezelfde. Is x dat nieuwe 
getal, dan is S/=m(2mn +1) 4x, en nu kan men @ zóó 
bepalen, dat weer S/ =S”. Daartoe moet @ = (n—m) (2mn 41) 
zijn, en dus moet n ) m zijn, d. w. z. er moeten meer mid- 
dellijnen zijn dan cirkels. Is n= m1, d. w. z. is er één 
middellijn meer dan er cirkels zijn, dan is & =2mn +1, 
—=2m? +1 d. w. z. juist het éérstvolgende der reeds ge- 
bruikte getallen. Dan is S=S’=—= (m1) (2m? 42m 41). 
Voorbeeld: 

(De lezer teekene een cirkel met middelpunt 5, een 
horizontale middellijn 1—4 (van links naar rechts), en een 
vertikale middellijn 2—3 (van boven naar beneden.)| 

Hier ook kan men, door verwisseling der getallen, aller- 
lei andere figuren krijgen ; het middelpuntsgetal blijft daarbij 
echter onveranderd. | 

Door in ’t middelpunt het getal 1 of mn +1 te plaatsen 
en de rangschikking der oorspronkelijke tafel op de 2mn 
andere eerste geheele getallen toe te passen, kan men ook 
figuren krijgen, waarbij de sommen der getallen langs de 
middellijnen en ook de sommen der getallen langs de 
cirkels gelijk zijn. Dan kan men echter niet meer verkrij- 
gen, dat beide sommen gelijk zijn. 


Op hoeveel manieren kan men een bepaalde som uitbetalen ? 


DOOR 
Dr. J. EE. VERSCHAFFELT (Leiden). 


Bedoeld wordt: zonder geld terug te ontvangen. Het 
antwoord op deze vraag wordt gegeven, voor Hollandsche 
munt, tot f 0,12% toe, en verder voor f 0.15, f 0.20, f 0.25, 
f 0,50, f 0.75 en f 1, door de volgende tabel, die, zooals 
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men begrijpen zal, voor onbeperkte uitbreiding vatbaar is. 
012345678910 11 12 13 1415 16-17 18 19 20 


en Doran Eeen eand oan an Oe on ES We MD Kasa B 
eeeh 1224 LD 5 6 "67-18 8-9 9: 10-10 1 
hs.i1223456 78 10 11 13 14 16 18 20 22 24 26 29 
et 225 4 567811 12-15: 16-19-22 25 28 3[ 34-40 
de11: 2234567811 12 (5-16 19 22-25 28 31 4 41 
Dkr ri hero arden ee AE AN ee PES 
ek en oe onl ee te 
kt ee 


21 22 23 4 25...30...40...50... 100... 150... 200 
URS len ke een ader Zet {Saar 

BEDS 13 13: 16:21 2607051 HO 101 
hs. 32 34 36 39 42 58 91 146 54 1186 2081 
‘8. 44 49 52 58 64 98 195 34l 2156 666 15211 
d. 45 51 54 61 68 109 236 450 A41l1l 16860 47696 


BRE. ‚... 451 4562 21422 69118 
Hon kernd ... 4563 21813 73681 
RE 13682 


In de eerste rij (cursief) staat geschreven het uit te be- 
talen bedrag, in halve centen uitgedrukt. De volgende 
regels drukken achtereenvolgens uit op hoeveel wijzen 
elk bedrag uitbetaald kan worden: le. alleen in halve 
centen, 2e. in centen en halve centen, 3e. in halve stuivers 
en kleinere munt, 4e. in stuivers enz, 5e. in dubbeltjes enz, 
6e. in kwartjes enz, Te. in halve guldens, enz, 8e. in gul- 
dens enz. De cijfers 1 onder de O0 (le kolom) drukken uit 
dat ieder bedrag, overeenkomende met een bepaald munt- 
stuk, (vóór aan de regel) slechts op 1 wijze met dat munt- 
stuk kan worden betaald. De vette cijfers der verschillende 
regels geven aan op hoeveel wijzen datzelfde muntstuk 
in ’t geheel uitbetaald kan worden. Zoo kan b.v. de som van 
f 1 op 73682 manieren worden uitbetaald. De stippels der 
drie laatste regels beteekenen dat de bovenstaande getallen 
in den voorgaanden regel onveranderd zijn over te nemen. 

Ziehier op welke wijze de tabel werd opgebouwd. 

Beschouw de rij der dubbeltjes (6e regel), en stel dat de 
voorgaande rij, betrekking hebbende op stuivers, bekend 
is. Dan is het duidelijk, dat het voor ieder bedrag beneden 
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één dubbeltje volmaakt hetzelfde is, of er dubbeltjes be- 
staan of niet, zoodat tot aan de kolom 19 (19 halve centen) 
de getallen van den vorigen regel onveranderd over te 
nemen zijn. Maar van af f 0.10 (20 h. c.) tot f 0.195 (39 h. c.) 
kan de som worden uitbetaald hetzij op het aantal wijzen 
aangegeven in den ben regel, hetzij als 1 dubbeltje + de 
rest; en aangezien het aantal wijzen waarop die rest (van 
0 tot 19 halve centen) betaald kan worden, reeds bekend 
is, en aangegeven door het reeds neergeschreven deel der 
6e rij, zoo is het het duidelijk dat men achtereenvolgens 
vindt, voor de bedragen van 20, 21, 22 enz. halve centen, 
de totale aantallen betalingswijzen 40 + 1 == 41,44 +1 =45, 
49 4-2=5l, 52H2=54, 583 =61, 64468, enz. tot 
aan f 0.195 (39 h. c.) toe. Maar zoo gaat het in die rij op 
dezelfde wijze verder: voor f 0,20 (40 h.e) krijgt men 
195 4-41 =236, enz., voor f 0.25 (50 h. c.) 341 + 109 = 450 
enz., want het aantal wijzen, waarop men die bedragen 
van f 0.20 en hooger betalen kan, is toch weer gelijk aan 
het aantal wijzen, waarop men die bedragen betalen kan 
zonder dubbeltjes te gebruiken (be regel) + het aantal wijzen 
waarop men ze kan uitbetalen met ten minste één dubbeltje, 
en verder de rest (20 h. ce. minder) op alle mogelijke ma- 
nieren, wat zoo pas werd gevonden. Zoo is dan iedere 
regel uit den vorigen af te leiden, waarbij telkens de ge- 
tallen vóór het vette getal onveranderd blijven, terwijl de 
optelling bij het vette getal begint. En aangezien de 2e 
regel (rij der halve centen) natuurlijk enkel uit cijfers 1 
bestaat, is daarmede de constructie van de tabel geheel 
bepaald. « | 

Men zou de vraag nog ingewikkelder kunnen maken, 
door de mogelijkheid in rekening te brengen, dat geld 
terugbetaald wordt van een een orde hooger muntstuk, 
indien dat gemakkelijker is. Aangezien het vraagstuk dan 
daarop neerkomt, te bepalen op hoeveel wijzen het te veel 
uitbetaald bedrag is terug te geven, is dat ook weer met 
behulp van de vorige tabel op te lossen. Dit zij echter den 
belangstellenden lezer overgelaten. 
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Boekbespreking 


Dr. W. AHRENS. Altes und Neues aus der Unterhaltungs- 
mathematik. 

Berlin, Julius Springer, 1918. f 3.65. 

In dit boek heeft de schrijver wiskundige onderwerpen 
bijeengevoegd, die niet goed konden worden opgenomen 
in het reeds lang bestaande werk „Mathematischen Unter- 
haltungen und Spiele”. 

Het zijn meerendeels oude opgaven van bijzonderen aard, 
waarbij de schrijver een verklaring voegt: een aantal voor- 
werpen in den omtrek van een vierkant op verschillende 
wijze symmetrisch te plaatsen, zoodat in elke zijde de som 
der voorwerpen steeds even groot is; de genummerde 
kegels van een kegelspel zoo te plaatsen, dat de som van 
het getal op een hoekkegel en op de twee aangrenzende, 
voor alle hoeken even groot is; opgaven betreffend ver- 
deeling van een erfenis; het aantal wijzen, waarop een 
geldstuk. kan worden gewisseld; een chineesch-japansch 
spel om een getal te raden; het raden van een gedacht 
getal; het raden van de verdeeling van een aantal voor- 
werpen onder een aantal personen; rekenkundige bijzon- 
derheden, waarbij toevallige uitkomsten optreden, die het 
gevolg zijn van ons tiendeelig stelsel; bijzondere vragen, 
waaronder die: welken vorm stukken van een land moeten 
hebben om het grootst mogelijke aantal aardappelen te 
kunnen op'‘everen. (De schrijver vindt hiervoor den gelijk- 
zijdigen driehoek); een hoofdstuk over bijgeloof in verband 
met getallen, in het bijzonder met 13; over den stamboom: 
het aantal voorvaderen behoeft geen meetkundige reeks 
te vormen; eenige spelen, en een mededeeling over de 
Bator-arepo. formule: vijf woorden zijn onder elkander 
geplaatst; in vier richtingen kan men ze lezen; de woor- 
den, waaraan geen beteekenis te hechten is, komen voor 
in sommige kerken. | 
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Uit Buitenlandsche Tijdschriften. 


355. Afleiding van den cosinusregel. 


AX, BY, CZ zijn de hoogtelijnen van een scherphoekigen 
A ABC; de punten AZXC en AYXB liggen op twee cirkels, 
bijgevolg: 

BZ4.BA=BX.BC en CY.CA=CX. CB. 
Men heeft dus: 
AB? + AC? — BC? =AZ.AB + BZ.BA + AY.AC—H 
CY.CA—BX.BC—CX.CB 
—=AZ.ABSAY.AC=2AB. BC cos BAC. 
Er Davis, Educational Times, 1915, bladz. 37. 


956. Eigenschap van het punt van Feuerbach. 


In een driehoek ligt het punt van Feuerbach op den cirkel, 
die door de voetpunten der binnenbissectrices gaat. MEYTELON, 
J. Math. Elém., 1913 14, quest. 7943) 

Als P een punt is van de omgeschreven gelijkzijdige 
hyperbool (H), die door het middelpunt van den ingeschre- 
ven cirkel gaat (hyperbool van Feuerbach, hebbende het 
punt van Feuerbach als middelpunt), dan is de driehoek, 
gevormd door de voetpunten A’, B’, C’ van PA, PB, PC, 
een autopolaire driehoek ten opzichte van (H) ; dus, volgens 
de stelling van Faure, gaat de cirkel A’B’C’ door het mid- 
delpunt van (H) (MALGOUzZOU, J. Math. Elém., 1914—15, 
bladz. 158). 

Dit bewijs zou ook op andere gevallen kunnen toegepast 
worden; bijvoorbeeld, op dezelfde manier zou men de 
volgende stelling vinden: 

De orthopool van de rechte van Kuler ligt op den cirkel, 
die door de voetpunten der symmedianen gaat. 


G. 


351. Een bijzondere driehoek. 


In „The Educational Times” (1915, Questions, 18027, 18082) 
zijn twee eigenschappen aangegeven van den drichoek 
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ABC, waarin de symmetrieken A’, B’, C’ van A, B, C ten 
opzichte van de zijden BCO, CA, AB in een rechten A 
liggen : 

De rechte A gaat door het punt van Lemoine K (Youne- 
MAN, Question 18027); 

Het middelpunt N van den negenpuntscirkel ligt op den 
omgeschreven cirkel (BEARD, Question 18082). 

Deze stellingen kunnen eenvoudig uit algemeene eigen- 
schappen afgeleid worden. In ’t algemeen vormen A’, B’, C’ 
een driehoek, die met den voetpuntsdriehoek van het 
middelpunt N van den negenpuntscirkel homothetisch is 
(verhouding 4:1); ABC’ en ABC zijn homologische drie- 
hoeken, de homologie-as zijnde de harmonische poollijn 
van N ten opzichte van A ABC. 

Als A’, B’, C’ in een rechte A liggen, dan is de voet- 
puntsdriehoek van N ook eene rechte, d.i. N ligt op den 
cirkel ABC. Vermits de harmonische poollijnen van al de 
punten van dien cirkel door het punt van Lemoine K 
gaan, moet A ook door K gaan. 

_ Algemeener kan men ook op dezelfde manier de volgende 
eigenschappen bewijzen: Wanneer de punten, die de hoogte- 
lijnen van A ABC in dezelfde verhouding k deelen, in een rechte 
A liggen, dan gaat A door het punt van Lemoine, en het punt, 
dat den afstand van het hoogtepunt naar het middelpunt van 
den omgeschreven cirkel in de verhouding —}k deelt, ligt op 
den cirkel ABC. 

G. 


358. Getallen van Mersenne. 


(Zie ook W. T., VIllen jg. bladz. 31, 143, 173; IXen jg. 
bladz. 120, 188, 234, 239; XlIen jg. bladz. 110.) 

In 1877 vermeldde Ed. Lucas, dat hij gevonden had, dat 
2127 — 1 ondeelbaar is; toch had hij dit maar ééns geveri- 
fieerd. In 1914 heeft E, Faugquembergue bewezen, dat 
2127 —_ 1 deelbaar is op den 126en term van de reeks 
1, 3, 7, 47....; 2127 — 1 is dus het grootste ondeelbaar getal, 
tot nu toe bekend. E. Fauguembergue heeft ook gevon- 
den, dat 410 —l, 2108 —_ 1, 2109 — 1 deelbaar zijn. 

G. Intermiéd. Mathém., 1917, bladz. 33. 
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8959. In de Schweizerische Klektrotechnische Zeitschrift van 
1 Juni 1917 geeft Herzka een benaderde uitslag voor een 
cirkelomtrek. . Van een rechthoekigen driehoek, welks eene 
rechthoekszijde tweemaal zoo groot is als de andere, is de 


omtrek P=5 BG +5), als a de grootste der twee zijden 


voorstelt. Voor a=1,2 wordt P=3,1416508; deze waarde 
verschilt met de waarde van z — 3,1415927 slechts 0,0000481. 


860. Hodograaph van een planetenbaan. 


In het Philosophical Magazine of Science van Febr. 1918, 
bladz. 181, geeft Andrew Gray een mededeeling „On the 
hodographie treatment and the energetics of undisturbed 
planetary motion”. Voor een planeet P met massa 1, aan- 


getrokken door de zon S, is r?=—h, als r de afstand PS, 


6 de hoeksnelheid, h een constante is. Beschrijf een cirkel 
met straal 2a uit een punt C. Denk een straal CH daarvan 
steeds evenwijdig met SP bewegend; de snelheid van H 


is 2aó, dus evenredig met En Is de kracht op de eenheid 


6 
van massa ss dan is de versnelling ee dus de snelheid 


van mi Xe ‚ zoodat on de grootte is van de ver- 


snelling dg de bi loodrecht op SP. 


Trek de koorde H‚H, die de geheele verandering van 
de snelheid aangeeft, gerekend van af.een punt H,,.dat 
overeenkomt met den voerstraal SP,, en kies een punt 0, 
zoodanig, dat OH, en OH de snelheden voorstellen aan het 
begin en het eind eener periode f. O moet binnen den 
cirkel liggen, want de vector OH, die de snelheid voor- 
stelt, moet over een hoek 27 draaien, als de ed één 
omwenteling maakt. 

De ligging van A is onafhankelijk van f‚ anders zou de 
snelheid voor den voerstraal SP afhankelijk zijn van de 
_ keuze van den beginvoerstraal SP,. Dus is O een vast 
punt; bijgevolg is de hodograaph eener planetenbeweging 
een cirkel. OH kan ontbonden worden in OC en CH, dat 
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is in twee snelheden wv, en v, rechthoekig op OC, en op den 
voerstraal SP. 

Uit deze — niet nieuwe — maar niet in alle boeken over 
theoretische mechanica te vinden eigenschappen, leidt Gray 
den vorm af van de planetenbaan. Hij bespreekt daarbij 


ook de eigenschap : | vds of | v?dt voor een geheele om wen: 


teling van een planeet is onafhankelijk van de excentriciteit. 
(Zie ook Grinwis, Acad. v. Wet, Amsterdam 1891—2.) 

Ook berekent hij den tijd, in welken de aarde naar de 
zon zou vallen, op 65 dagen. 


361. In de Annales de Physique 1917 komt een uitgebreide 
studie (ongeveer 90 bladz. druks) voor over de wijze, 
waarop een strijkstok een snaar in trilling brengt; de 
schrijver E. Charron heeft daaromtrent proefnemingen 
gedaan en wiskundige berekeningen gemaakt. 


Vraag en Antwoord. 


Vraag 188. In W. Jordan, Handbuch der Vermessungs- 
kunde, Dritter Band, pag. 217 (5e druk) staat o.m. het 
volgende: 

Zij P een punt van de aardellipsoïde met het raakvlak 
AA’ en een snijvlak BB’ evenwijdig AA’. Het vlak BB’ 
„geeft als doorsnede een ellips, met de hoofdassen PM = 2m, 
PN==?2n. Een voerstraal s stelt de snijlijn van een wille- 
keurig normaal vlak in P met een azimuth «. Is z de 
afstand tusschen de: vlakken AA’ en BB’ (z zeer klein 
te onderstellen), verder M, R en N de kromtestralen in de 
drie richtingen PM, PN en s, dan is bij benadering: 

menens 
OM ORN 
Men vraagt het bewijs. 
H. Rio: 
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Correspondentie, 


In de „Géométrie élémentaire” van Hadamard wordt het 
volgende als vraagstuk gesteld : 

„Construire un tétraèdre ABCD, connaissant l'arête AB en 
rele et position, les aires dès faces ABC, ABD et deux 
droites, parallèles à AB, sur lesquelles doivent se trouver 
les points C, D. (On remarquera que la connaissance de 
la différence d des carrés des aires données fäit connaître 
un point de l'arête CD). La quantité d étant choisie une 
fois pour toutes, pour quelle position de CD les aires ABC, 
ABD sont elles le plus grandes possibles 2’ 

’t Is duidelijk, dat het vraagstuk niet in orde is; zijn 
ligging en grootte van AB gegeven, en verder lijnen II AB, 
waarop C en D moeten liggen, dan is daardoor gegeven 
de grootte der zijvlakken ABC en ABD; er wordt dus 
tweemaal hetzelfde gegeven, en ten slotte is er te weinig 
gegeven. 

Ik ben er daarom zoo nieuwsgierig naar, omdat volgens 
Hadamard het bedoelde vraagstuk den weg effent tot het 
bewijs van deze belangrijke stelling: Van alle vier vlakken, 
waarvan de zijvlakken bepaalde grootten hebben, is het 
orthocentrische maximum van inhoud. 


Nog wenschte ik te vragen of iemand een eenvoudige en 
elementaire oplossing kent van deze vraag uit Hadamard: 

Als van een viervlak twee stel overstaande ribben ge- 
geven zijn, bereikt zijn inhoud een maximum, als de hoeken 
op de niet-gegeven ribben recht zijn. 


s-Hertogenbosch. C. A. CrKoT. 
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Plückersche Coördinaten 


DOOR 
J. M. HILLENIUS (Haarlem). 


“ 81. Het is bekend uit de Meetkunde van het platte 
vlak, dat de projectieve eigenschappen, in tegenstelling met 
de metrische, voor duale omzetting vatbaar zijn, d. w. z. in- 
dien men in zulk een eigenschap stelselmatig de woorden 
„rechte lijn” en punt’ onderling verwisselt, dan' ontstaat 
een nieuwe eigenschap, waarvan het bewijs ook door duale 
omzetting van het bewijs der eerste eigenschap geleverd 
kan worden. Soms ontstaat door duale omzetting de omge- 
keerde van de eerste eigenschap, zooals bij de stelling van 
van DESARGUES (indien de drie verbindingslijnen van de 
overeenkomstige hoekpunten van een driehoek in één punt 
samenkomen, dan liggen de snijpunten der overeenkomstige 
zijden op een rechte lijn); soms ontstaat een geheel nieuwe : 
door duale omzetting van de stelling van PASCAL vindt 
men de stelling van BRIANCHON. 

Men kan het bewijs der eigenschap, verkregen door 
duale omzetting, uit de eerste eigenschap afleiden, door 
van de figuur van de eerste eigenschap de wederkeerige 
poolfiguur ten opzichte van een willekeurige kegelsnede te be- 
schouwen. Op deze laatste wijze wordt veelal in elemen- 
taire leerboeken over Analytische Meetkunde de stelling 
van Brianchon uit die van Pascal afgeleid. 

Wilde men het bewijs vinden door duale omzetting van 
dat van de stelling van Pascal dan ziet men de noodzake- 
lijkheid in, niet meer punten door coördinaten en rechtelijnen 
door lineaire vergelijkingen, maar omgekeerd rechte lijnen 
door coördinaten en punten door lineaire vergelijkingen Voor 
te stellen. Hiertoe is de kennis der theorie van de lijncoör- 
dinaten van Plücker vereischt. Het volgende worde beschouwd 
als een proef om den oningewijde in dit onderwerp in te 
leiden. 


S 2. Indien een rechte lijn van de assen van een Car- 
tesiaansch (scheef- of rechthoekig) assenstelsel de stukken 
p en q afsnijdt, dan noemt men: 

Wiskundig Tijdschrift, 15e Jaargang. d 
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1 
U=—_ == 
q 
de coördinaten dezer lijn, zoodat 
ENZ es eet 
Pred a 
De vergelijking dezer lijn in puntcoördinaten is blijkbaar 
slBajedSe sen 
p + q 
of ua oy ISO ree 
zoodat de richtingscoëfficiënt 
u 6 
mn En Ed, 


is. Hier volgen de coördinaten van eenige speciale lijnen : 


î $ A lijn // \liĳjn// |lijn door 
| x-as | gas [lijn moo * ag y-as | oorsprong 
u | onbepaald | je, | 0 | 0 | U, | ie! 
v | oo onbepaald, 0 | vi | 0 | 00 


Volgens formule (2) is de verhouding der oneindig groote 
coördinaten van een lijn door den oorsprong gelijk aan het 
tegengestelde van haar richtingscoëfficiënt. 


S3. Aangezien in het platte vlak een lijn door twee 
coördinaten wordt bepaald, liggen er oo? lijnen in. Neemt 
men nu daaruit de oo! lijnen, wier coördinaten aan een 
vergelijking f(u,v) =0 
voldoen, dan zullen die òf een kromme omhullen, òf allen 
door eenzelfde punt gaan. In het laatste geval zullen we 
het punt ook beschouwen als de kromme, door den stralen- 
bundel omhuld. 


S 4. Laten we nu onderzoeken de kromme voorgesteld 
door de vergelijking: Au Bv 4 C=0 
1°. C#0. Men kan de vergelijking schrijven: 
au bet). vann meene 
Voldoet de rechte (u, v‚) hieraan, dan is dus 
au, +-ber Hlm): oe enn o sed) 
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De vergelijking van (w,,v,) in punteoördinaten is vol- 
gens (1): zu, Hye, +1=0, 

Volgens (4) is op deze lijn het punt (a,b) gelegen, zoodat 
alle lijnen, wier coördinaten aan (3) voldoen, gaan door 
het punt met puntcoördinaten (a, b). 

Zij vormen dus een stralenbundel, welke het punt (a, b) 
omhult. 

De lineaire vergelijking . 
Astron ee (0) 
stelt voor het punt met puntcoördinaten (a, b). 

Dit zal blijken ook door te gaan wanneer C=0 is, dus 
a=@» en b=o. 

Is in de algemeene vergelijking A — B —= 0, (dus a —= b —= 0), 
dan is de vergelijking | 

constante = 0. 


Aan de vergelijking, in volledigen vorm geschreven: 
oXutoXovdC=0 
voldoen blijkbaar alleen oneindig groote coördinaten; 
volgens de tabel in $ 2 gaan alle lijnen, door deze verge- 
lijking voorgesteld, door den oorsprong en stelt zij dus 
den oorsprong voor. 

In $ 6 volgt hiervan een tweede bewijs. 

20, C=0. Onderstel A#0. Men kan de vergelijking 
schrijven: 

wr me=0 of me 0 6) 

Volgens (2) hebben alle lijnen, die aan deze vergelijking 
voldoen, de richtingscoëfficiënt m, m.a.w. zij gaan allen 
door eenzelfde oneindig ver gelegen punt met richting m. 

Onderstel nu A=0, B#0. De vergelijking kan geschre- 
ven worden: 

v== 0; 

Volgens de tabel in $ 2 voldoen hieraan alle lijnen even- 
wijdig aan de Y-as, dus stelt deze vergelijking het oneindig 
verre punt van de Y-as voor. (Hier is dus m ==.) j 

Dat in geval C=0 een oneindig ver punt aan de verge- 
lijking zou voldoen, blijkt direct uit het feit, dat aan de 
vergelijking : 

Au + Bv =0 
de lijn (0, 0), d. w.z. de oneindig verre lijn voldoet. 
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Omgekeerd kan nu ook elk punt door een lineaire vergelij- 
king worden voorgesteld : 
Bewijs: Zijn de puntcoördinaten (a, b), dan is de verge- 


lijking : | 
aut bv t1=0 an 
Hierin is ook de vergelijking van den oorsprong 
(a=b=0) begrepen. 
Is het punt in het oneindige gelegen met richting m, 
GE is de vergelijking : 


u mp=0 ie 
Voor het geval m=oo, wordt het: 
PV. 
Resumeerende $ 2 en S 4, besluiten we, dat de verge- 
lijking 
ue dovy t1=0 


1°. in puntcoördinaten voorstelt de lijn met lijncoördi- 
naten (w, ©); | 

20, in lijneoördinaten voorstelt het punt met puntcoör- 
dinaten (x, 4). j | 


$ 5. Beschouwen wij nu den driehoek, gevormd door 
X-as, Y-as en oneindig verre lijn, dan blijkt, indien wij x 
met w en y met wv onderling verwisselen: 

1°. dat de puntcoördinaten der hoekpunten dezelfde zijn 
als de lijncoördinaten der overstaande zijden ; 

20, dat de vergelijkingen in puntcoördinaten der zijden 
dezelfde zijn als die der overstaande hoekpunten in 
lijncoördinaten ; 

30, dat de puntcoördinaten van de punten van elke 
zijde dezelfde zijn als de lijncoördinaten der lijnen 
gaande door het overstaande hoekpunt; 

4°, dat de vergelijkingen in puntcoördinaten der lijnen 
door elk der hoekpunten dezelfde zijn als die der 
punten, op de overstaande zijde gelegen, in lijn- 
coördinaten. bp 

Op de beteekenis van dezen driehoek komen we bij de 

bespreking der homogene coördinaten terug. 


S 6. Wij zullen nu de verschillende vraagstukken over 
punten en rechte lijnen in lijncoördinaten behandelen. 
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Wij zouden dit zelfs kunnen doen, zonder gebruik te maken 
van de resultaten, ons. bekend uit de theorie der punt- 
coördinaten; ter bekorting zullen we er echter wel gebruik 
van maken. 


1°, De coördinaten van de verbindingslijn der punten 
A ut-Bv-C,=0 
A, u Een B‚v 4 Cas 0 
vindt men blijkbaar, door w en v uit deze beide verge- 
lijkingen op te lossen. Zijn de vergelijkingen strijdig 
Á Dn CG, 
Ar B, ÁC, ij dan liggen de punten collineair met den 
oorsprong; zijn ze afhankelijk ( g=kt=0), dan vallen 
de punten blijkbaar samen. : Ì À 


20. De algemeene vergelijking der punten op de lijn (w, v‚) is 
Cr PE er ra HEB) 

De algemeene vergelijking der punten op de verbindingslijn 
der punten P,=0 en P, =0 (waarin dus P, en P, lineaire 
functies van w en wv voorstellen) is 

AOP eta OR Id B (6) 
waarin men A, of A, gelijk aan 1 zou kunnen nemen. 

Het snijpunt van (u, vo) met de verbindingslijn van P,‚=0 
en P,=0 heeft nu blijkbaar tot vergelijking : 

B: Sd ed 
P, (wo, vo) Ps (wo, Vo) 

Nemen we nu twee punten P,‚=0 en Sn — 0, collineair 
gelegen met den oorsprong, dan is 15 B ‚ en kun- 
nen we dus, door het eerste lid van één NE beide ver- 
gelijkingen door een factor te deelen, in beide de coëf- 
ficiënten van w en v gelijk maken: 

P‚,=Aut Bv + CC, =0 
P, = Au + Bv + C, = 0. 

Het punt P,—P,=0 zal nu gelegen zijn op hun ver- 

bindingslijn; de vergelijking van dit punt wordt: 
1—P,;=C, —C, = constante = 0. 

Dit vindt men steeds, hoe de twee punten ook gelegen 
Zijn, mits collineair met den oorsprong, zoodat 
constante = 0 


134 


de vergelijking van den oorsprong is. Dit is een nieuw bewijs 
van een ons steeds uit $ 4 bekend resultaat. 
De vergelijking 
AP, + AoPs + AsP3 =0 
stelt, bij geschikte keuze van de verhoudingen tusschen 
A{, A en Ag blijkbaar e/k punt van het platte vlak voor, mits 
P‚=0, P‚,=0 en P; == 0 niet op een rechte lijn gelegen zijn. 
38°. Aangezien de punteoördinaten der punten 
ayudbjvt-1=0 
aud bev d-1=0 
(a, b,‚) en (as, b,) zijn, is hun afstand (assenhoek 6): 
d=V|(a, — as)? + (b, — be)? + 2(a, — arb, — ba) COS ó| (8) 
Voor 6=90° is d= Vka, — az)? + (b, —b,)°|. 
40, De vergelijking van het snijpunt der lijnen (w,, v‚) 
en («‚, v‚) is blijkbaar 
Urn Uig nr Oeedy k 


Us EE ui Va era NE Vi (Ja) 
of 
u v 1 
ui U, 1 == 0 . e . ° ° e (96) 
Un read 


zoodat de voorwaarde, dat 8 lijnen (u, v,), (uz, va) en 
(uz, Vz) door één punt gaan is: 
UI EED Ll 


=05, NAO) 


5°. De voorwaarde, dat de 3 punten 
P,=z=A,ud Bvd C, =0 
P, = Azu + Bow JC, =0 
P, =Asu Bijv + C, =0 
collineair gelegen zijn, is 


Ariane Ce 
À, B, Gs sl) 
As B; Cs 


(Wordt vervolgd.) 
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1. Elk ondeelbaar getal van den vorm 4t +1 
is gelijk aan de som van twee vierkanten 
DOOR 
C. KREDIET (Rotterdaw). 


Als het ondeelbare getal p gelijk is aan 4f +1, dan is 
— 1 kwadraatrest van p en de congruentie 
a? J1=0 (mod p) 
heeft 2 wortels, die samen gelijk zijn aan p. De kleinste 
dezer wortels stellen wij door i voor en wij schrijven: 
B SEM AN EA (ee (1) 
Uit deze vergelijking volgt, dat, als wij 5 in een gewone 
kettingbreuk ontwikkelen, zoo is de laatste naderende breuk 


Tan Omdat #? {mp, hebben wij, dat het aantal elementen 


van den betrekkingswijzer even, die wijzer zelve sym- 
metrisch is. 


Noemen wij nu Sen ee enz. de naderende breuken en 
1 2 


zij [q:, 92, Qs vn Aop Ape +03 Yos q‚} de betrekkingswijzer, 
zoo hebben wij: 


p =qt +7: T, =q: 

d =qer2 +13 T, =q.9: +1l=gT, +1 
12 =qsrs +74 T; =g Ts + Ti 

T's =qara +75 T, —=q Ts ad 

bel ak EE Vat Ï, =gl it Ta 
RE Jif Toe UToort Tor 


waarbij r,,„—1l, omdat waarbij T,, =p en To = d. 


de G.G.D. van p en 
gelijk is aan 1. 


Maar dan is onmiddellijk af te leiden : 
r,= Tags Pe T9,_gr ONZ: 
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Wij vinden dus: 
p=T ir. 

Hieruit volgt: p= T, (qar2 +13) + ra = Tora + Tors 
p=Ts (qa +74) + Tirs = Tsrs + Tor, 


enz., 
dus ook : pir Tgaat 
en dit is, daar ent nn en r,=T, 
Vn at 0 


Voorbeeld : p = 853, 4 == 333 geeft 
D= ARMER a Beeke ban 2] 


De naderende breuken zijn 


2 3 5 18 28 4 146 181 333 
11 AET EL OE Ten 
Hieruit volgt: 
853 = 18? 4 232, 


Uit p =gii dr, volgt 
pr) =qg 


en dus . r,° =qi? 4? (mod p). 
Dit levert ra? +q;? =O (mod p) 

of Tis tT SO (3) 
Wij vonden ook: p= T, rs + T, r3 

en dit geeft EAR teer tof 


2 == 
T° TT? 3 Te Tige 


waaruit 
(Et 4 Tig) Tog (Te + To, 3) Tore 
en dus, in verband met de congruentie (3): 


TT? + FP? 30 (mod p) 5 te A 
Evenzoo wordt: 
Ts? HT? 4==0(modp), enz. . « « - (86) 


In ons voorbeeld is 2? + 1872 —= 41 853 
92 + 146? == 25 853 
D2 + 41? = 28.53, 
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Aangezien N,=1l,N,=gq2, N3 =qs N23 + N, enz. hebben 
wij é= qm + Nog 
Hieruit volgt: 
i? == N?,_9 (mod m) 
en dus N?_9 + N,? =0 (mod m) weerde tielt (4) 
Wij hebben verder: 
m= qz Noot Nog 
waarbij q, =N,. 
- Hieruit volgt: 
_Ne?N2, _9=N?9,_g (modm)... 
en dus: | 
Ne? (N?_o IN? 3 Ne? (mod m) 
zoodat : 
Non gt Ne? =0 (modm) . . . . (da) 
Evenzoo is: | 
N?o_4 + Ne? =0 (mod) . . « . (45) 
enz. | 
In ons voorbeeld is: 12 +73? = 41.130 
12 +572 =25. 130 
22 +16? == 2.130 


12 9? — 130. 
Wij vinden nog: 
Badset kr ne an lan _p 
N° Ir — Noah Ni Nig st gt Nat | m 


78 Toegevoegde wortels, voor de ondeelbare 
getallen van den vorm 4t + 1. 


Deelen wij i op den veelvoud van p, of op p zelve, dan 
is het quotient een zeker getal 5 en de rest een getal a, 
waarbij ai Wij hebben dan: 

a+ bi=0 (mod p) . À rt). 
Hieruit volgt onmiddellijk, aangezien i° if 1= =O (mod p): 
ai —b==0 (mod p). 
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Wij hebben dus: à 
(a + bi)? + (ai — b)? =0 (mod p*). 
Daar nu 1 +? =mp en m<{p, zoo besluiten wij tot 
a* +-b?=0(modp) . . «. . .… … « (5) 


Wij kunnen hierbij b{4p veronderstellen. Wij zullen 
a en b toegevoegde wortels noemen. 
Is, omgekeerd, gegeven 
a° Jb? Elmo 


dan is ook bei? —a?=z=0 „ 
en dus bi —a of bi 4 a =0 (mod p). 

Wij kunnen a en b zoo kiezen, dat wij mogen besluiten 
tot a + bi =0 (mod p). 


Indien wij # deelen op p, 2p, òp.... mp zullen de quo- 
tienten b allen kleiner zijn dan é, behalve bij de laatste 
deeling waar b=i De resten a zullen ook allen verschil- 
lend zijn, want 2 gelijke resten zou voeren tot («& —a,) 
p==0 (modi) en dit is onmogelijk. De quotienten b en de 
resten a zullen ook ongelijk zijn. 

Gesteld toch ad bi =ap 

a! + at=e’p 
dan volgt hieruit a(l + #°) + (b +a)i=(a +ai)p 
en dus (b Ha’) i=0 (mod p). 


Aangezien b en a’ beide kleiner dan 4p zijn is dit on- 
mogelijk. De resten a komen dus niet voor onder de quo- 
tiënten b, en dit is onafhankelijk van het feit of b{?, mits 
slechts b {4 p 


De m bovenbedoelde deelingen, leveren dus m stellen 
toegevoegde wortels, waarbij a {ien b{á 
Van de getallen 1 tot en met ? zijn er dus nog i — 2m 
over. Wij krijgen dus i — 2m stellen toegevoegde wortels, 
waarbij een der getallen kleiner is dan éd. Van de 
p—l 
gd 


2 
getallen grooter dan # zijn er nu nog 


DL 42m —2i 


over en deze geven dus 
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En Hami 
stellen waarbij beide getallen grooter zijn dan 4. 
Voor p =853 zijn er dus 
130 stellen met getallen van 1 tot en met 4, 


13 S „ een getal van 1 toten een getal ) # 
10 5 „ getallen > 4. 


Stellen wij a+ bi=ap en al —b=a’p dan is a? + b? = 
a? Ja’? 
m 
a, +-b,i=a,p en a,d—b, =a’,p. Wij zullen nu aannemen 
at Ja?=m=a, ? Ha, Wij hebben dan ook a? +b? = 

p=a,? +b,? en bovendien: 
(a—a,) tb —b)i=la—e)p 
(aai bb) ea!) p 


p en dus is m deeler van «? + a’? Zij nu ook nog 


en dus is 

Kaa)? Hb) HE) = (ee)? + (a) Dt 
dus (2p —2aa, —2bb,) m = (2m — Zaa, — 2a'a',) Pp 
en dit eischt aa, + bb, =p 

ax, Haa,’ = m. 
Hieruit vloeit voort: 
(a—a,)? +(b—b,) =0 

dus detailen bb. 

p is dus slechts op ééne wijze te splitsen in de som van 2 
kwadraten. 


2 ,3 
Zij nu at bt SE p= np en 


ZR Aa 
at tb el pen 
dan is ook nu: 
(a —a,)? + bb) (1 Hi) = a — a)? Ha’ — a’) Ip 
en dus: 
(nt-n;)p—2(aa, bb, m= jm (n 4 n,) — 2(aa, Haa’) p 
en hieruit volgt: 
aa, +-bb,=0 (modp) . . « . . . (6) 

en dus ook: ab, —a,b==0 (modp) . . . . . . (6a) 

De door ons gebruikte a +bhi==0 en ai —b==0 (mod p) 
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zijn bijzondere gevallen van deze meer algemeene eigen- 
schap der toegevoegde wortels. 


Is 4 oneven, dan is er Wij OE dan: 


(5 —i) (git) =5 


en hiermede zijn twee opvolgende an bepaald, die 
tevens toegevoegde wortels van p zijn. Is 4 even, dan zullen 
wij die 2 getallen vinden als 2 —3 en Er E45 

Zooals duidelijk is, zijn ook 4 — 1 en +1 toegevoegde 
wortels. 

Is 4 even, zoo is onmiddellijk in te zien: 


(P51)+ (4) PE zo an 


Ze en En zijn dan toegevoegde wortels. Is # oneven, 


dan worden zij Ps en Ee 


Een conflict tusschen Gauss en een Hollandsch 
mathematicus 


DOOR 
S: C. VAN VEEN (Rotterdam). 


Ruim een jaar geleden is het eerste gedeelte van de 
10e band van de werken van Gauss verschenen. Dit werk 
bevat, naast vele fragmenten, die gevonden zijn in de 
nalatenschap van Gauss, en die voor het grootste deel be- 
trekking hebben op de theorie der elliptische en lemnis- 
catische functies, welke doen zien, hoe buitengewoon diep 
Gauss in deze theorie was doorgedrongen, en welke be- 
langrijke ontdekkingen hij op dat gebied heeft gedaan, 
ontdekkingen, die nimmer door hem gepubliceerd zijn ge- — 
worden, doch die 20 jaren later door Abel en Jacobi op- 
nieuw werden gedaan en gepubliceerd, nog vele nimmer 
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uitgegeven brieven van Gauss, in enkele waarvan hij over 
de geschiedenis zijner ontdekkingen spreekt, en die daar- 
door buitengewoon belangrijk zijn. 

Eén dezer brieven is gericht door Gauss aan zijn leer- 
ling Gerling (Werke X, 1, pag. 121). Deze brief handelt 
geheel over den regelmatigen 17-hoek. Nadat Gauss een 
zeer eenvoudige afleiding, met behulp van goniometrie, 
heeft gegeven voor de zijde van den regelmatigen 17-hoek, 
spreekt hij uitvoerig over de omstandigheden waaronder 
hij deze ontdekking, op den 29sten Maart 1796, des morgens, 
voor hij uit het bed was opgestaan, heeft gedaan. Hij voegt 
hier nog uitdrukkelijk bij, dat het toeval niet het minste 
aandeel er aan had, (wat met enkele zijner andere ontdek- 
kingen wel het geval was, b.v. het bepalen van het teeken 
der som van de naar hem genoemde reeksen). 

Bij de lezing van dezen brief trok het laatste gedeelte 
onze bijzondere aandacht, daar Gauss zich hierin zeer 
ongunstig uitlaat over een, reeds lang vergeten, Holland- 
sche wiskundige; daar ons, bij toeval, het één en ander 
van deze persoon bekend was, en ons bij nader onderzoek 
bleek, dat het oordeel, dat Gauss over hem velt, zooals 
uit het vervolg zal blijken, niet in alle opzichten juist en 
rechtvaardig was, hebben wij, nu door ’t publiceeren van 
„ dezen brief, de naam van dezen Hollander onder zulke 
ongunstige condities aan de vergetelheid is ontrukt, aan- 
leiding gevonden tot het schrijven van dit artikel. Vooreerst 
moge hier het laatste gedeelte van den bewusten briet 
volgen (le. pag. 125). „Im Jahr 179 oder 1799 kam ein 
gewisser HUGUENE oder HUGUENOT (ein preussischer Offi- 
eier) durch Braunschweig, dem v. ZIMMERMANN von meinen 
Untersuchungen erzählte. Auf seine Bitte theilte ich ihm 
einen kleinen Aufsatz, der die Theorie des 17- Ecks voll- 
ständig enthielt (ungefähr wie oben, aber viel ausführlicher) 
mit, den er behielt. Dieser Mensch soll sich nachher nicht 
entblödet haben, in einem Werke, das er hat drucken 
lassen *), welches ich aber selbst nicht gesehen habe, 
diese Sache auf eine solche Art vorzutragen, dass der 

%*) Mathematische Beyträge zur weiteren Ausbildung angehender 


Geometer, von dem K, Preuss. Hauptmann im Feld-Artillerie 
Corps v. HuaveniN, Königsberg, bey Goebbels & Unzer 1803, 


142 


Leser glauben könnte, es sei des HUGUENOT eigne Arbeit ! 
Unglücklicherweise aber, soll dieses Buch sogar mehrere 
Jahre nach dem Erscheinen meiner D. A. erst gedrückt 
seyn, wodurch seine Unverschämtheit umso lächerlicher 
wird. — Übrigens durf ich Ihrer Discretion und Ihrer 
Beurtheilung vertrauen, falls Sie von dem Geschichtlichen 
irgend etwas zu erwähnen passend finden. ..... 

Leben Sie wohl, liebster GERLING und erfreuen bald mit 
einigen Zeilen. | 
Ihren ergebensten 
Göttingen, d. 6 Januar 1819. CEG. 

Zooals de bewerker van dit materiaal reeds opmerkt, 
was Gauss verkeerd onderricht (lc. pag. 126, noot). Op 
pag. 285 der „Mathematische Beyträge” staat de volgende 
noot : 

„Dass das 17-Eck durch quadratische Gleichungen in 
einen Kreis beschrieben werden könne, entdeckte zuerst 
ein junger Geometer aus Braunschweig, dessen Name wie ich 
mich erinnere GAUS ist; er machte solches einigen Gelehr- 
ten bekannt und da dieses Verwunderung-und vielleicht 
einigen Unglauben erregte, so gab er etwas über sein 
Verfahren an. Zu dieser Zeit (im Jahre 1796) befund ich 
mich in Braunschweig, wo ich solches nebst allem was man 
von dieser unerwarteten Auflösung wusste, erfuhr und 
hatte das Vergnügen, diese Spur verfolgend, seine eigene 
Auflösung in kurzer Zeit heraus zu bringen; die hier ge- 
gebene Auflösung aber ist meine eigene und gänzlich von 
jener verschieden, daher es mir frey stehen wird, diese 
als mein Eigenthum hier bekannt zu machen, indem ich 
die Herausgabe der ersten Auflösung, welche gänzlich 
trigonometrisch war, ihrem Erfinder selbst überlasse.” 


Voordat wij tot de bespreking van ’t al of niet recht-- 


vaardige van ’t oordeel van Gauss overgaan, zullen wij 
in korte trekken de levensloop van Huguenin schetsen. 

Uit den brief van Gauss zou men licht geneigd zijn, op 
te maken, dat Huguenin een landsman van Gauss was, 
evenwel ten onrechte. 

Ulrich Huguenin, werd als zoon van Hollandsche ouders 
op 2 Februari 1755 te Maastricht geboren. Na voor artil- 
lerie-officier te hebben gestudeerd, en als zoodanig onder 


PAT | 
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verschillende generaals in 't Nederlandsche leger gediend 
te hebben, week hij, ten zeerste gehecht aan ’t huis van 
Oranje, met prins Frederik der Nederlanden naar Bruns- 
wijk, waar hij een jaar vertoefde. Dit klopt uitstekend met 
het bovengemelde. 

In deze tijd maakte hij dus vermoedelijk kennis met 
Gauss, met het bovengemelde gevolg. 

Nadat hij van zijn plan, om in Russischen dienst te gaan, 
op aandringen van prins Frederik had afgezien, trad hij 
in Pruissischen staatsdienst. Als zoodanig kwam hij in 1797 
te Königsberg in o. P. In zijn vrijen tijd wijdde hij zich 
aan mathematische studiën, als vrucht waarvan in 1803 
daar ter plaatse de „Mathematische Beyträge” verschenen. 
In 1806 nam hij deel aan den oorlog tusschen Frankrijk 
en Pruissen, streed mede bij Altenstein en Eylau, doch na 
de vrede van Tilsit, in dat zelfde jaar, zag hij zich om 
gezondheidsredenen verplicht ontslag te vragen, wat hem 
na herhaald verzoek in 1807 verleend werd, waarop hij 
naar Holland vertrok. Na verschillende militaire betrek- 
kingen bekleed te hebben, was hij, na de inlijving van 
Holland, tegen zijn zin, door familieomstandigheden ge- 
dwongen in Franschen dienst te gaan. Na ’t herstel van 
Nederland in 1813 vroeg hij echter ontslag als zoodanig, 
en was na die tijd werkzaam eerst als directeur der 
Rijksgeschutgieterij te Luik, daarna van ’t Ammunitiema- 
gazijn te Delft. In 1833 nam hij ontslag en woonde nog een 
poosje te Nijmegen, waar hij op 9 November van datzelfde 
jaar stierf. 

Zijn werken op wiskundig gebied waren : 

de „Mathematische Beyträge” van 1808. 

Examen de la solution que Mr. Euler a donné du pro- 
blème de la pression qu'un corps exerce sur trois ou 
plusieurs appuis qui le soutiennent, etc. Amsterdam 1811. 

Verhandeling over de ontwikkeling van eenige trigono- 
metrische reeksen betreffende de cirkeldeeling. Uitg. Kon. 
Ned. Inst. Amst. 1821. 

Van de Brusselsche academie verkreeg hij nog in 1817 
een zilveren medaille voor de beantwoording eener wis- 
kundige prijsvraag. Verder schreef hij nog eenige verhande- 
lingen over onderwerpen uit de artillerie en ijzergieterijen. 
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Nu iets over de „Mathematische Beyträge”, ende daarin 
voorkomende theorie der cirkeldeeling. - chaps ed 

De „Beyträge” verschenen in 1803, dus 2 jaar na de 
„Disquisitiones Arithmeticae” van Gou Uit de lezing 
der „Beyträge” laat zich met groote. waarschijnlijkheid 
vermoeden, dat Huguenin zich op dat moment van ’t be- 
staan der D. A: in ’t minst niet bewust was. De methode 
van de berekening van de zijde den Lien Kann in 't 
kort hierop neer. *) 40 

In de bekende algebraïsche votdeltjkgee van de ; (mie 


sin np 


graad, die — als functie van cosv uitdrukt, wordt 


pi, en n=17 gesteld. Met behulp van de methode 


der onbepaalde coëfficiënten, en door veel probeeren wordt 
de ontstane vergelijking ontbonden in 2 vergelijkingen 
van de 8e graad, deze laatste weer ieder in 2 vergelijkin- 
gen van de 4e graad, deze weder ieder in 2 vergelijkingen 


É ka di 
van de 2e graad, waaruit dan cos > te berekenen is. 


17 
Daar de coëfficiënten van al deze vergelijkingen slechts 
samengesteld zijn uit rationale getallen en vierkantswor- 


telvormen, blijkt eindelijk ook, dat cos 7 hoogstens uit 


17 
vierkantswortelvormen bestaat, dus met passer en lineaal 
is te construeeren. 

Op pag. 281 geeft Huguenin dan de explicite witdrakking 


Ls 
VOOr COS —. 


17 
Ir 
RT ze + 15 


jn gr + 317 — (34 — 17) — 2 (3442 17) 


die met de door Gauss gevondene (D. A. art. 365) overeen- 
komt. Naast de algemeen bekende klassieke methode van 
Gauss (D. A. art. 354) geeft deze laatste nog een methode 
(D. A. art. 364), die wel eenigszins aan de methode van 


lar ETT 16 LAB AT) ts 


®) Een korte behandeling der methode van Huguenin is ook te 
vinden in: Jacob de Gelder: Wiskundige lessen 2e cursus: Den 
Haag 1809. S 953—8 960. 
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Huguenin herinnert, doeh de methode van Huguenin mist 
zoo absoluut het elegante, niet nauwkeurig onder woorden 
te brengen karakter, dat alle werken van Gauss kenmerkt, 
zoo dat iedereen, die eenigszins met deze werken op de 
hoogte is, en het „einheitliche” karakter, dat zij alle ver- 
toonen, kent, als het ware voelt, dat het in de „Mathema- 
tische Beyträge” voorgedragene niet van Gauss afkomstig 
is. In de nalatenschap van Gauss is ook nog niets gevon- 
den, wat herinnert aan de door Huguenin behandelde 
methode. M. í. heeft Huguenin dus het volle recht om van 
zijn methode te spreken. Overigens voert de methode van 
Huguenin niet tot algemeene conclusies. Voor n= 251 zou 


zij natuurlijk theoretisch ook nog wel, doch praktisch 


vrijwel niet uitvoerbaar zijn. In ’t algemeen is de methode 
van H. slechts toe te passen voor n= 2? 1, zooals onmid- 
dellijk duidelijk is. Echter blijkt hieruit niet, onder welke 
omstandigheden het eindresultaat alleen van vierkants- 


„wortels afhangt, zooals dit bij de methode van Gauss het 


geval is. | 
Wij hebben boven reeds gezien, dat H. in 1808 vrijwel 


zeker de D. A. niet onder de oogen had gehad. Later was 


dit wel het geval. *) In zijn verhandeling van 1824 komt 
hij nog eens op de zaak terug. Hij geeft hier een behan- 
deling der 17-hoek met goniometrie, die in principe over- 
eenkomt met de methode, die Gauss geeft in den brief 
aan Gerling. Daarna volgen in een noot op pag. 61 van 
dit werk de merkwaardige woorden: „Bij ’t schrijven van 
de aanmerking op bladz. 283 der gemelde Beytrüge geloofde 
ik, dat deze oplossingswijze door den Heer GAUSS was 
gevonden, doch het blijkt uit zijn Disq. Arith. dat deze ge- 
leerde schrijver zijne oplossing heeft afgeleid uit de eigen- 
schappen dier priemgetallen, welke hij door een hem 
eigene leerwijze afgehandeld en in verbinding gebracht 
heeft met de oplossing van de vergelijking x°* — 1 =0.” 
Wat had Huguenin voor reden om iets te gelooven om- 
trent een bepaalde methode? Hij wil vermoedelijk zeggen, 


%) Het staat zelfs vast, dat hij de D. A, in zijn bezit heeft ge- 


| had, want het in de bibliotheek van het Wisk. Genootschap te 


Amsterdam aanwezige exemplaar is van Huguenin afkomstig. 
Wiskundig Tijdschrift, 15e Jaargang. 10 
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evenals op pag. 283 der „Beyträge”, dat hij slechts had ge- 
hoord, dat Gauss de zijde der 17-hoek met behulp van tri- 
gonometrie had berekend, en dat hij, na enkele aan wijzin- 
„gen van Gauss, deze methode weergevonden had. De 
methode uit zijn verhandeling van 1824 draagt echter zoo 
duidelijk het karakter van Gauss, dat wij er niet in willen 
toestemmen, dat dit een eigen vinding van Huguenin is. 
Wij zijn veeleer geneigd, de lezing aan te nemen, die 
Gauss in zijn brief aan Gerling van ’t geval geeft. 

Wij meenen onze conclusies in ’t volgende te kunnen 
samenvatten: Huguenin heeft van Gauss een, misschien 
niet buitengewoon volledige, trigonometrische behandeling 
van ’t probleem gekregen. Deze heeft hij verder uitgewerkt. 
Vervolgens heeft hij echter een nieuwe methode, wel is 
waar in belangrijkheid niet met die van Gauss te vergelij- 
ken, ter behandeling van ’t probleem ontdekt. Vermoedelijk 
komt dus een Hollandschen wiskundige de verdienste toe, de 
eerste na Gauss geweest te zijn, die vrij diep in 't probleem der 
cirkelverdeeling ts doorgedrongen. 

In zijn „Beyträge” vermeldt Huguenin wel degelijk Gauss 
als ontdekker der construeerbaarheid der 17-hoek. Hij heeft 
evenwel mi. alle recht om van zijn eigen methode te spreken. 
De verwijten die Gauss hem daarover naar het hoofd 
slingert, zijn onrechtvaardig. 

Wij meenen hiermede de nagedachtenis van een verdien- 
stelijk Hollander, die veel minder bekend is, als hij ver- 
diende te zijn, *) welke nagedachtenis door den brief van 
Gauss een gevoelige schok heeft ondergaan, genoegzaam 
in eer hersteld te hebben. 


*) Ook zijn voornaamste wiskundige werk schijnt zeer onbekend 
en zeldzaam te zijn, Naar wij meenen te weten, is het eenige 
exemplaar der „Math. Beyträge,’ dat in een wetenschappelijke 
bibliotheek in Nederland voorhanden is, in de bibliotheek der T. 
H, te Delft. Uit een inschrift, voor in dit boek, blijkt het afkom- 
stig te zijn uit de nalatenschap van Jacob de Gelder, 
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Uitbreiding van het theorema van T, Lemoyne over den 
orthopool 


DOOR 
R. GOORMAGHTIGH. 


Als A’, A’, A’; de projecties van de hoekpunten A,, As, 
As van een driehoek op eene rechte d voorstellen, dan gaan 
de loodlijnen uit A’,,A’,, A’; op AA, AsA,, A,As neerge- 
laten door één punt M, orthopool van d ten opzichte van 
den driehoek A,‚A;A;. Algemeener noemen wij A,a,, Asaa, 
Asa; drie rechten, die resp. met A,A;, AsA,, A,A; drie 
gelijke hoeken 4 vormen; indien men door A, A», A3 rech- 
ten A,A/,,A,A”,, Az A/3 trekt, die met eene gegevene 
rechte d den hoek 6 vormen en d in A”,, A’, A”; snijden, 
dan gaan de rechten, door A”,,A’, A”; evenwijdig met 
A,a,, Azas, Agzaz getrokken, door één punt M’, isopool van 

d voor den hoek 6. | 
__Beschouwen wij nu een punt P op d; de cirkel, die door 
de projecties van P op de zijden van AA,A,A; gaat, is 
de voetpuntseirkel ;van P ten opzichte van den driehoek. 
In de Nouvelles Annales de Mathématiques, 1904, bladz. 400, 
heeft T. Lemoyne deze merkwaardige stelling aangegeven : 
de orthopool M van d heeft dezelfde macht ten opzichte van de 
voetpuntscirkels van al de punten van d. *) 

Indien men nu door P drie rechten Pa’,, Pa’, Pa’; trekt, 
die evenwijdig zijn met A‚«,‚, As«s, Aza3 en de zijden van 
den driehoek in a/’,, d/;, ad’; snijden, dan is de cirkel 
a'‚a'zd’; de voetpuntscirkel van P voor den hoek 4. Neemt 
men in ’t bijzonder het punt P op den cirkel A,‚A,A;, dan 
liggen a’, ds, d’; in een rechte, Simson-rechte van P voor 
den hoek 6. Men kan bewijzen dat de isopool M’ van d 
niet dezelfde macht heeft ten opzichte van de voetpunts- 
cirkels voor den hoek 6 van alle punten van d. 


1) Zie ook J. Neuberg, Sur les cercles podaires relatifs à un 
triangle fixe (Bulletin de l'Académie royale de Belgique, 1910, 
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Toch zullen wij eene stelling vinden die kan beschouwd 
worden als eene uitbreiding van het theorema van Lemoyne. 
Noemen wij: a,a,a; de voetpuntsdriehoek van een punt 
P; a’‚a’sd’; de voetpuutsdriehoek van P voor den hoek 4; 
B,,B,,B; de symmetrieken van A,,As,A; ten opzichte 
van het middelpunt van den cirkel A,AsAss Ass Az, A3 
de Simson-rechten van B,,B,,B3; voor den hoek6; C,, Cs, 
C; de symmetrieken van A,,‚A,,Ás ten opzichte van P. De 
rechten door C,,C,,C; evenwijdig aan A,,As, A3 getrok- 
ken ontmoeten resp. Pa,, Pas, Pas in e,,c, c3 ; de projecties 
van C,,C3,C3 resp. op As,As, As ZIJN Cr Ca oee: 
de volgende stelling : 

De machten van den isopool M’ van d ten opzichte van de 
drie cirkels a’; C/, d's, A/3 Ca a’, d/, Cz A’ zijn constant, als 
P de rechte d beschrijft. 


Wanneer 6= 47, vindt men de stelling van Lemoyne. 


Bewijs. Men weet dat, indien R en S de snijpunten van 
d met den cirkel A,‚A.,A; zijn, de isopool M’ het snijpunt 
is van de Simson-rechten van R en S voor den hoek 4. 
Noemen wij dus f,, fs, f; de punten, waar de rechten R/,, 
Rf, Rf; evenwijdig aan A,a,, Avas, Aga3 de zijden van ÀA, 
A>A3 ontmoeten (Zie fig.) De punten f, en f; zijn de pro- 


2 
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jecties op A,A, en A‚A; van een punt R,‚ van den omge- 
schreven cirkel A‚A,A;, en men heeft 


L(ALR ARI) =5 — 0 AB SE 


Laten wij nu den cirkel A,‚A,A; om A, van den hoek 
T — 6 draaien en beschouwen wij den homothetischen cirkel 


van dezen nieuwen cirkel, voor den pool A, en de ver- 
houding 1:sin4. Deze homothetische cirkel snijdt A,‚A,en 


A‚As in punten Qs, Qs en Q,Qs == A. De rechte f,f,fs is 


de gewone Simson rechte van R,‚ in den driehoek A, QQ 3; 
dezelfde beschouwingen gelden ook voor het punt S. 
Hieruit volgt dat, indien d’ de rechte is die men verkrijgt 
met d om A, een hoek 7 —ó te laten draaien en dan 
de homothetische rechte d’ van deze nieuwe rechte te be- 
schouwen (pool A‚, verhouding 1:sin 6), M’ de orthopool van 
d'’ in den driehoek A,Q,Q3 zal zin. 

Men ziet, dat door de hier gevolgde methode, het onder- 
zoeken van den isopool neerkomt op die van den orthopool ; 
vele bekende eigenschappen zal men aldus gemakkelijk 
uitbreiden. Zij P’ het homologe punt P in de transformatie 
door dewelke men d’ uit d afleidt; wij zullen nu bewijzen 
dat c’‚ de projectie P’op A, is. Het zal genoeg zijn te 
bewijzen dat Z P’c,C, een rechte hoek is. Het is bekend 
dat A, met A,A, den hoek 4 vormt; men heeft dus 

VER CAREA  PECT: 


De punten P,P’,c,,C, liggen op een cirkel, en vermits 
ZP’Pe, recht is, moet / P'c‚C; ook recht zijn; c’‚ is dus 
de projectie van P’ op A. Daar nu ook a’; en a’, de pro- 
jecties van P’ op A‚A, en A‚Âs zijn, ziet men dat de 
cirkel a/’,c’,a; de voetpuntscirkel van P’ in A Ass is 3 
de stelling is dus bewezen. 
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Formule voor het volume van een lichaam, 
begrensd door de platte vlakken x—=0 en 
X=a en door vlakken beschreven door 
krommen: 


v=at?, y=btl, z=ct 
DOOR 
Dr. W. A. VERSLUYS (Den Haag). 


Zij in het vlak #—=a (0) gelegen een gesloten figuur 
f met oppervlak G en zij H de loodrechte afstand van den 
oorsprong tot dit vlak; zij L het lichaam begrensd door 
de vlakken #=—=0, 4 —=a en het oppervlak beschreven door 
de krommen C(p,q, 5), voorgesteld door de vergelijkingen : 


v=at?, y=btl, zt, 
welke den omtrek der figuur f ontmoeten. 


Dan zal bewezen worden dat het volume van Lis: 


EEn 
Digts 
Bewijs : Door ieder punt van de ruimte, behalve door den 
oorsprong en het punt op oneindig van de z-as gaat één 
kromme van het stelsel C (p, q, s). Door het punt P (a, y‚„z) 
van het vlak #=a gaat de kromme: 


v=atP, y=yt!, zzz t. 
Deze kromme snijdt het vlak 
het Af (Bar 40) 


in p in ’t eindige gelegen punten, waarvan de parameters 
t wortels zijn van de binomiaal-vergelijking 
at? — a’. 


ie KE WE AE 
Zn Dn de reeele positieve wortel van deze ver- 


gelijking en P’(x’,y’,2/) het met dezen parameter corres- 


ee 
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pondeerende punt van de kromme van het stelsel C (p, q, 5) 
door P. 

Met ieder punt P («‚,y‚‚z,) van het vlak # =a correspon- 
deert nu een punt P’ (x’, y’, 2/) waarvoor 


‚ g / d 
ven (G)e mt=al ie. 

Zij O het oppervlak van een in het vlak #=a gelegen 
parallelogram, waarvan de paren overstaande zijden res- 
pectievelijk evenwijdig zijn met de y-as en de z-as dan 
zullen de met de punten van de zijden van dit parallelo- 
gram correspondeerende punten in het vlak ez = xv’ eveneens 
een parallelogram begrenzen, waarvan de oppervlakte 


grs 


EE) 
heen We 
de (2 ) à 
„En daar iedere figuur f òf uit parallelogrammen opge- 
bouwd is, òf als grensfiguur van een uit parallelogrammen 
opgebouwde figuur beschouwd kan worden, zal, als G de 
oppervlakte van de in het vlak # =a gelegen figuur f is, 


de met f in het vlak #=2/ correspondeerende figuur een 
oppervlak 


gs 
v=a(£) 5 


X 


hebben. 
Het volume V van L is dus, als y de hoek tusschen de 
x-as en het vlak #=0 is: 


f ear aen 
V=siny | G'de'=siny.o [(5) P A= 
0 0 


EE en 
—=siny. Gr rs % 


en aangezien: H =e sin y, 


Vv ande ERE 


al Heg 
ptgqts 
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Toepassingen. | 
1) Neemt men p = 1, q =s==0 dan zijn de lijnen 
C(p‚q‚s) rechten evenwijdig aan de x-as en L is een 
cylinder, met grondvlak G en hoogte H. 

Formule (1) levert dan: 


V=lt.H. 


2) Neemt men p =q=s —=l, dan zijn de lijnen C (p‚ q, 5) 
rechten door den oorsprong. Het lichaam L wordt nu een 
kegel en formule (1) geeft voor het volume 

Vak GH. 


3) Neemt men p = q = 1 en s = 0, dan zijn de lijnen 
C(p‚qg,s) rechten evenwijdig aan het vlak z=0, welke de 
z-as ontmoeten. Het volume van Lis volgens de formule (1): 

MiG ER 


Neemt men de assen loodrecht en voor f een cirkel met 
middelpunt op de z-as, dan geeft de formule het bekende 
resultaat voor het volume van den wig van Wallis. 

4) Neemt men p=2, q=s=l, dan zijn de krommen 
C(p,q‚s) een stelsel parabolen in den oorsprong rakend 
aan het vlak #=—=0 en gelegen in vlakken door de x-as. 
Het volume van het lichaam L is nu 

V=tGrH. 


Neemt men voor de kromme f een ellips met het middel- 
punt op de x-as, dan vindt men het bekende resultaat 
terug voor het volume van een segment van een elliptische 
paraboloide. 

5) Neemt men p=, q=s=2 dan vormen de krommen 
C(p‚q,s) een stelsel parabolen rakend aan de «x-as. Het 
volume van het lichaam L is nu: 

en Cr 


Kiest men bovendien de assen loodrecht en voor de 
kromme f een cirkel met middelpunt op de x-as dan is L 
een omwentelingslichaam waarvan het ronde oppervlak 


beschreven wordt door een parabool die wentelt om de 
topraaklijn. 
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Examen M. 0. K; 1918, 


Differentiaalrekening (9—12 uur). 


1) Gevraagd wordt te bewijzen, dat de functie lg (1 + #)\? 
naar opklimmende machten van « kan worden ontwikkeld, en 
tevens de coëfficiënten der reeks te bepalen. 


| Oplossing. 
Zij fle)=l(1 +4)? dan volgt door differentiatie 
f (a )= 21 en + %) 


Di 
vig Elte) 
Oder) 
LT 2 rk eee am Enz. 


Men vindt de wet van opvolging echter makkelijker op 
de volgende manier : 


NIER oee 
rot 


Ee ee 
(1 + 0) f"" (0) + f' (0) — En ne 


(LH 0)? f"! (0) + (1 + 0) f'(@) —2=0 
(LH)? f! (0) HSL 40) f"@) Hf‘ @)=0. (2) 
A 2)? f"° (@) +5 (L + ©) f! (0) + Af" (w) =O 
(LH 0)? fY(w) +7 (LH 0) f"Y (wo) + If"! (w) =O 
(1 + 20)? f (0) + IL F0) f\ (©) + 16 f"“(w) =O 
Enz. 
De regelmatigheid springt in ’t oog. In ’t algemeen is 
de. betrekking tusschen drie opvolgende differentiaal 
gquotienten : 


(LH 0)? 7 (0) + (Qn —3) (Ll +20) FTT (0) + 
H(n—2? ff! E(w)=0 ....(3) 


zooals men met het besluit van „ op » + 1 (Bernouilli) kan 
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bewijzen. Of men kan de formule van Leibnitz toepassen 
voor het „'° differentiaal quotient van een product. Het 
blijkt uit het bovenstaande dat f'(x) en f(a) van af nul 
tot een bepaalde waarde «# bepaalde eindige waarden heb- 
ben evenals de functie zelf. Uit (2) volgt dan dat f(x) 
aan die zelfde voorwaarde voldoet, enz. De functie f'(x) 
met al hare afgeleide is dus bepaald nul en eindig in het 
Ee ® tot en met z. De eerste term van Lagrange is 


R‚= en Dr (ba) als O {6 {1. Voor eindige x is Lim R, ==), 
n= 
dus geldt de convergente oneindige reeks 


fO=fOFÏF"Ot FE !OH @ 


ot 


Men heeft Lim R, = Lim —_—) « Lim f” (6e) ; de laatste li- 


ND N= OO ‚je 9} 
miet is volgens boven me en bee Verder schrijven 
n 
eter L L 46, 4 % e 
WIJ TE F 5 Rnd 7% En 3 Er eN wet er Zij 


k {1, dan komt men aan een factor {k, terwijl de 


En 1 
volgende factoren steeds nog kleiner worden, zoodat 
Ent lg 
eHl 442 n +1 
tre je 
Lim EEn re EPE ld 


en derhalve Lim R,=0. 


Men kan intusschen ook. zeggen, dat het bestaan der 
reeks |l(1 +)? volgt, uit het bestaan der reeks (1 + 4). 
Men vindt f(o)=0; f'(o)=0; f”(o)=2; f“"(o)=—6; 
f’(o)=22;5 f'(o)=—100; f"'(o)=b48; enz. -Ten slotte 
wordt (4) [U (1 + x)|? =x? — x? gt isp BE 
2) Gevraagd de waarden van x, y en z, waarvoor de functie 
yv? ,z? 
En (5 + 62 EG c? ) 
u=e (w 4 y +2) 


een maximum waarde aanneemt. 


Oplossing 
ze? y2 z2 
du Ee hen) 
dS Ee | 
2 Oy? 2? 
ln, 2 
—(etytse | X 2 
zt 
2 | zz 2 9 
À TO etyto | 
er yr zt | 
B ank oi 2 
Tb iet | 
Ln Var zE 
ent ) ds 
Dat 6 AES VtY +2) | 
du du òu 
Nu moet DT 0 ojee Ek Es Era Re be 9. 
waaruit ae 
Ie. Leet yta)=0 of Zele dy hz) =a? . (2) 


EDE yladyt2)=b? . (8) 


t-letytd=0 Betytaec. 
Dus door optelling volgt | 
etyropr ES etyree (SEE) © 


en dan weer uit (2), (3) en (4): 
_ a? . emmen b? PEN a 
TT Var tb Fe)’ 9 arabe) 

ë 
2 eren …: © 
Om te onderzoeken of de functie w voor deze waarden 
van x,y en z een extreme waarde bereikt bepalen we 
2 y? z2 
Beer 
e 


ee a 
da? Ke, 


len: or) ze 


a 


(tE etyte le 
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SL HEE) an 


a a? 


Latta) | 


s- Wet] 


2 Oy? 2? 
OW LIZZ BER. 22, | 
02 Tr EE @ ty 2) 
re? ARS 
du 5 8 Tg Een 
dy Tk 4 Ai +y+0| | 
5 y? je z2 
du a2 F2 Vezlr2e, 22 2x 
òxòz — C E ze zal! Ta? (a) | 
x,y? 2? 
du ED, of ge 2 
dydz T$ Bae —etvtal| 
Voor een maximum moet 
le) Sie <0. In ons geval is 
ED Sk DE LEN 
E3 REF c°)}’ Bb Er [Aa?Hb- HC?) 
z c 
eer [at Hb*He°)]’ 
ac? y° n a? JL b? Ea c? 
de arti Har brer) Tt 
en me hs 9. Onderstellen wij 
zoodat nt av [Pathe] X 2. Onderstelten wij 


nu dat xv, y en z uit (6) positief zijn dan is- 
0u 
da? < 0. 

d'u du òu 


6 EE teren ha, N S 
2e) Det dy” se »0. In ons geval is 


| 157 
RIEN eneen eee ON —4 
òo® Hr [2ela’+b°+c2)} dy? v [Ze (a? Abe)" 
du. 2 2 \ 
ddy Konak oro 
RE 5 — 2 


V[2(a? Hb? He] V2ela? +b2H")T 
We vinden dus: j 

du du ( u) ten A 
dx? dy? ddy) — ela? db? 4?) Lela? Hb? HC?) 


6 
Sarron) ’&- 
se) du ò% d'u 


ddy dy? dz | SC 


NEI nl hi 
US 522 y{de (a? Hb? + C°] 
du zet Pd 
nk oo -zorol= 
LER —2 ] 
EE 1 vv [Zela?+b?+c2)] 
dy 2e Ì —g 


dydz Varth) VV [RelaHb2HeP)T 


Onze determinant wordt dus 


3 +2 1 1 
anr Se cote kaf 2 1{= 
VV [2ela?4b2+4-c?)] 1 in Ee Del 
° 1 5 ER 
EG A np egel Ee 
Vv [2e(a? Hb? +ec2)] gese 
0 0 1 
EE ee nn A EL 
V|2ela*4b°+6°)||__ BER V[2ela? + b2+c?)] 


en is dus werkelijk negatief. 
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zr yr, 2? 
U bee 


; 4 
WD) e ee — 0; dit zou zoo zijn, indien 


Dr FER En 
att, dus als bijv. x—=o. Maar voor een 


oneindig groote waarde der variabele is de grondbepaling 
van maximum niet meer van toepassing. 


Tweede manier. 


Ee ) 


u=e (a dy 2) ee LE 
u (& bbr EE 
du Sen 2y de + dy + dz 

re Ls dy de + EPEN (2) 


Nu is du = 5 als de een van de, dy en dz nul 

zijn, waaruit wij weder vinden: 
a® . 
EVEN veen & 
c° 

dt W[2 (a? bed C2)] 

Voor deze waarden wordt 

u=te tv [(at Hb? 4e) 2 

d. w.z. positief of negatief al naar gelang wij den wortel 
uit (3) positief of negatief kiezen. ; 

Zij ten eerste 


L= 


== 


u) 0, 
dan volgt uit (2) door differentiatie : 


En (D= 
2 

Omdat du =0 en u ) 0, is d?u nooit positief en niet nul. 
Dus is du een definiete negatieve vorm en wordt (1) voor 
de waarden (3) een maximum. 

Voor u <0 vinden wij een minimum. 

Uit (2) blijkt, dat dw ook nul wordt voor uw —=0, dus als 
ed-ytz=0 of als # of y of z oneindig worden. Maar in 
deze beide gevallen doet de toepassing der grondbepaling 
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van extreme waarde zien, dat er noch maximum noch 
minimum aanwezig is. 


8) Wanneer men stelt 
ER dz BEE vr Aak EE 
TP Oy P ver TP yr 
vraagt men in de vergelijking 
(LH?) r — pgs + (1 +-p°)t=0 
in te voeren als onafhankelijk veranderlijken p en q, en als 
afhankelijk veranderlijke u = px +qy —r. 


Oplossing. 
Men heeft: 
du ed òu__ du p , du Ag (1) 
de òp de | òg Ar drs Opdr dg df en 
„Maar EER NEN NL a 2 
in ER rr 
en ry Dr er EK BEET (3) 
5 j 
Uit (1) en (3) volgt, omdat nog 2 nk 
òp op _ du dp ‚du òp 
Die òy _òp SAT SD 
u, 
op _ dg 
Da Pee du e ° . e . e e e (4) 
Lp 
ò ò ò 5 òu Ag 
pg dp de dg 
Pyt Soy Top dy Tg oy 
de, 
og op RR (5) 
Ep Dn 8 ô Et 
Hs Da 
q 


De gegeven vergelijking wordt nu, na substitutie van 
Ò 
(4) en (5) en gedeeld door SE 


A +9?) rs) a 2pa [op — al [art 


+ [ape] Adp)=0.. ©) 
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Andere manier. 


ge je dn ens nn (1) 
Mn ede ne 
—[pteLtyl) det let Haydar 

— pdre — gdy 
du = et oidjaet [a+ v5f a ie) 
Maar men heeft ook: 
du =d tid 
[Paas VL oz de ed a | 
tam [det ig da det Loy tog op) « @ 


Uit (3) en (4) volgt: 

òp |, 29u dp , dw dg 
AN de òp dr 33 | 
Pak òg __ du dp , dw Àg 


(5) 


ay Soy py Tag dy 
welke vergelijkingen ‘weder overeenstemmen met (4) en 
(5) van boven! 


Integraalrekening, 1—4 uur. 


1) Bereken de waarde der integraal 
vS 


2 
[oo (1 +acos® ©) do, 
0 


waarin a > —l. 
Oplossing. 

Zoolang a) —l en eindig is, is de functie onder het 
integraalteeken eindig en doorloopend. We differentieeren 
cOS° p 
14a cos°p 
tie naar a eveneens eindig en doorloopend is. 


j die functie naar a, en krijgen dan ‚ welke func- 
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Vv, 
2 
Is en [to 0E (1 Hacost ode, (1 
0 
dan is dus: 
& 
2 
duf (cosp)Pdp - (2) 
AdEa tl se U COES OET A Siana Iet 
0 


Stel tgp==z, dus do 08° pis. 
dan wordt (2): 


ee) 


n= lenen alert 


1 1 z 
TAR D avi 28's AE in 
0 0 


1 
3 Ien 5) 
zeme)k Ee 


zige Sla 
oe gen a=y*—l1, me: dan blijkt: 
Slaan _ {dy |= 
EEN gba en an 
=D — Fly. 


Dus u= GUA FDI HC. Aer ZN 
Voor a=0 is 
HK 
2 
u=ftWdp=0=rl2 0, dus C=—z#l2 . . . (5) 
11 


Wiskundig Tijdschrift, 15e Jaargang. — 
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Ten slotte: 
HK 


2 
u= [14 +acos ode — Ae 
0 


2) Van twee omwentelingscilinders zijn de vergelijkingen 
xv + (y—a) =r? 2: + (yd a) =r° DE 
Men vraagt den inhoud van het door beide cilinders begrensde 
ruimtedeel uit te drukken door een integraal en de waarde dezer 
integraal met behulp van reeksontwikkeling te bepalen. 


Oplossing. 


Een vlak | OY snijdt volgens een rechthoek met zijden 


2v{(r—a—y)(rHaty)] en 2V[(r —at y) (r Ha — y)|. 
De inhoud is dus: 


ra 


Ta f vr 0)? — "ir +0)? — 9%} dj 
tra) 


Zij y=lr—a)sinp, po =k, dan wordt 
jz 


I= 8(r —a)? ra) f eos" prk sin? p).dp 
0 


V(1—k? sin? p) = 
1 zen 1 5 Li s 
Lins sn'p—g zkt Sin p— 54.5 k? sin° p pre 


—sin?p V(1--k? sin? p) = 


à 1 É : 
en pH gk sin “p +aak sin pt .... 

Dit alles te integreeren van 0 tot }z en bijeenvoegen, 
1 
57 

waarbij | sin gdp= tzr Ee CN ee 

Ee 

De integraal wordt 


1.3 3. 
brie gak Ee + 
Braks, Sinan 
toast raes... 
En fer afr78 12.325 
Tijk gak aargh arargeg k° | 


zee : r—a RE A 
=ár(r—a) ro): zE mas) — HE EE 6 Ere) kt 


3) Gevraagd te integreeren de ifterendnbendshiend 


2 
(wo 47) 154] — 2xy En nl. 
Wat is de singuliere gplessing 2 
Oplossing. 
We schrijven de gegeven vergelijking in den vorm 
. Eu p° (@? —a°) x? _ dy 
le ‚ waarin Dn de en) 
Door differentiatie volgt hieruit: 
dae 
pe? talk -%lo....@ 
Dus ten eerste: | 
da _ dp 
ĳ Pp 
LC H-lae=lp 
DEE 6 (3) 
Substitutie in (1) geeft voor de gekochte neden 
C? (@* —a°)—2yC--1=0. .. .. (4) 


Ten tweede volgt uit (2): 
palet a) 2 =0, 
Eliminatie van p uit deze vergelijking en uit (1) goeft 
voor de singuliere integraal: 
vig =at, a RAD) 
Deze laatste hadden wij direct uit de gegeven vergelij- 
king kunnen afleiden door te eischen, dat die twee gelijke 
wortels p krijgt. 


Analytische Meetkunde (1-4 uur). 
1) Op de assen van een rechthoekig coördinatenstelsel liggen 
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de punten A, B, C, (OA =2a, OB == 2b, OC = 2). Men be- 
schouwt alle quadratische oppervlakken door O, A, B, C, die 
met XOY een cirkel, met XOZ en met YOZ een orthogonale 
hyperbool gemeen hebben. Bepaal de m. pl. hunner middel- 


punten en de m. pl. der cirkelpunten, waarvan het raakvlak 
evenwijdig is met XOY. 


Oplossing. 


Zij de algemeene vergelijking van een kwadratisch 
oppervlak : 
Ai1 ©° +azeyt Has3z? + Zar znz J.H Zat + 
Fe eid daa en Oeeibak GE) 
Het punt O ligt er op als a,/,=0 
” ne Ännern Saar arn 
» nnn en Pr HOE 
» sn Oene ade st Ae 
De doorsnede met z =0iseen cirkel als a, ‚, =a32, 4,2 =Û 


n ie „ y=0, „ orthog. hyperbool als 
Ai + A33 =O. 
» 5 „* e= is nu hr een orthog. hyperbool. 
De vergelijking wordt, als we ST — P en ee: — Q stellen: 
KE De OPAd EOD — 2 dez =0 HZ) 
Het middelpunt wordt gevonden uit: 
A ) 
òF 
aSa ri in A 
SF 
5, Pat Qy-zte=0 …_ » (B) 


Eliminatie van P en Q uit (3), (4) en (5) geeft: 


2 0 #v—a | 
Ors yr Tee 0 FD 
L OY —zd-C 

of Bt dy? Hz? —ar—by—ez=0, « «(WU 


d.i. een bol met middelpunt 4a, 45, 4c en een straal 
+ Vila deb? Fe). 

De quadratische oppervlakken hebben de eigenschap, dat 
evenwijdige doorsneden gelijkvormige figuren insnijden. 
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Zij nu (2) een bepaald quadratisch oppervlak, dan zal het 
den gegeven cirkel bevatten. Brengt men dus een raak- 
vlak // XOY aan, dan zal het raakpunt een cirkelpunt zijn. 
Voor een raakvlak // XOY moet N= 0 en nd of 
etPz—-a=0...(3) en yt-Qz-b=0... (4). 
Eliminatie van P en Q uit (3), (4) en (2) geeft 
a + y* +2? —2ez = 0 (bol) 
voor de m. pl. der cirkelpunten. 


2) De cirkel, die door (@ — b)° Hy 4-2? =a? en by == cz 
is bepaald, wentelt om OZ. Bepaal de vergelijking van het 
daardoor verkregen oppervlak. Welke beteekenis heeft het vlak 
by =cz? 


Oplossing. 
We laten het oppervlak ontstaan door een horizontalen 
cirkel, 
Put ni 123) 0 se (4) 


die den gegeven cirkel 
(eb) Hegt =ah ellen by=ez... (2) 
snijdt. We elimineeren dus #, y en z uit (1), (2), (3) en (4) 
en vinden daardoor de voorwaarde: 
(a? —b? —p? —q?)?=4(bp? — e?q?) . « . (5) 
Elimineer verder p en q uit (3), (4) en (5), dan vindt men 
voor de vergelijking van het gevraagde oppervlak: 
(ot tyt Heath)? =A(ba?Hb?yt-—e?z?). . . (6) 
Snijden wij (6) met het vlak by =cz, dan is de projectie 
van de doorsnede op het XZ-vlak : 


(x° tjz TEN En RD 
welke uiteenvalt in de beide kegelsneden : 
2 
wpa hear Jb? —=2bx 


2 2 
of ee ouesate onvol (8) 
„A 
ar tpsat het atb 2e 
2 2 
Tg Eee in ana be ntt (0) 


Blijkbaar: is (8) de gegeven cirkel en (9) een tweede 
cirkel. We kunnen het vlak by =ez dus een cyclisch vlak 
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noemen, het snijdt het oppervlak volgens twee cirkels. 
Wentelt het vlak om de Z-as, zoo dat de hoek met de Z-as 
constant blijft, dan zal de doorsnede met het oppervlak 
steeds uit twee congruente cirkels blijven bestaan. 


3) P, en P, zijn punten van een ellips, P, is hun midden. 
Op de rechte, die het vlak der ellips in P, loodrecht snijdt, 
zet men, naar weerskanten, een stuk PP gelijk PP, uit. 
Bepaal de m. pl. van P en toon aan, dat ze een dubbelrechte 
heeft. 

Oplossing 

Zij de vergelijking der ellips bx? Jay? =a?b?. 

Voor P,‚ geldt dan: 
bw Jaya 


bes Jay, t= abten AE RE Bn) 
Verder is voor P: 


en voor P,: 


Eken 


ke ‚ (4) 
ze, — 2)? + (yi — Ya) |. « « « « 5) 
We elimineeren x,, y,, x, yz uit deze 5 vergelijkingen: 
e= LHE, y= Yi Yo) 22 Ve) yi) 
e= HL, Wy Yr tYe, 42? = (jo) + (yi Ye) 
Bz SLD, Ya YY 22 ==) + (YY) 
Na substitutie van ©, en y‚, in (2) houden wij over: 


b'o,? Hay, =a bt 
zt =(@, — 0)? Fy, gy) es 
b2 (Qa — 0)? Ha (Ly —y)?=atb? (8) 


We elimineeren verder #, en y,: 
be (Ao? Ho? — Aj) Ha? (Ay? Hy? — 4,9) — a°b°. 
Wordt in verband met (6): 

bio (a — aw) Hayly—yi)=0. 


2 ( Wee. 
pa ar en 
Dit in (7): ij 
L2 NZ 
It dn V(aty* + ba) ° 8 (10) 
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a? 
DAC 
Ten slotte wordt (6): 
(a*y2 dbi?) (a? b°—a?y?—b??) = a? bez? (bent Ha?y?). (12) 
Snijden we dit oppervlak bijv. met # = 0, dan krijgen we: 
aty* (a°b? —a?y°)—=a?b?e? X a?y? 
y=0 dyna? bek vervat (13) 
De combinatie #=0 y° =0 bewijst, dat de Z-as dubbel- 
rechte is. Stereometrisch is dat ook duidelijk en het blijkt 
bovendien, dat alleen de gedeelten der Z-as tusschen de 
punten o,o,a en o,0,b resp. o, 0, —a en o,0,—b reëel zijn. 


Beschrijvende Meetkunde (9—12 uur). 


1) De as van een omwentelingshyperboloïde ligt in het ver- 
tikale vlak en staat loodrecht op het horizontale. Het middel- 
punt A van den keelcirkel ligt 8 c.M. boven het horizontale 
vlak, de straal van den keelcirkel is 3 c.M. De beschrijvende 
lijnen vormen een hoek van 60° met het horizontale vlak. Van 
het middelpunt van den grondeirkel uit wordt op de as de 
afstand BC —= 10 cM. naar rechts uitgemeten Een in het 
horizontale vlak vóór het vertikale gelegen cirkel (straal = 4 c.M.) 
raakt in C aan de as van projectie. Deze cirkel is het grond- 
vlak van een kegel, welks top T' in het vertikale vlak ligt ; 
hoogte van dezen kegel is 12 c.M.; de horizontale projectie van 
FT ligt 4 c.M. links van C. 

Construeer de projectiën der beschrijvende lijnen van de 
hyperboloïde, die evenwijdig loopen aan beschrijvende lijnen van 


den kegel. 4 
Stereometrische oplossing. 


Men verschuive den gegeven kegel T evenwijdig aan 
zich zelf, totdat zijn top T samenvalt met het middelpunt 
A van den keelcirkel. De verschoven kegel T zal nu met 
den asymptoten-kegel den top gemeenschappelijk hebben, 
nl. in het punt A. Beide kegels snijden het horizontale 
vlak volgens cirkels, welke 2 snijpunten S, en S, hebben. 
De kegels hebben de beschrijvende lijnen AS, en AS, 
gemeenschappelijk. Deze lijnen loopen evenwijdig aan de 
gevraagde lijnen. De lijnen op de hyperboloïde evenwijdig 
aan AS, en AS, zijn de gevraagde lijnen. 


168 


2) Axonometrische denjend LEONE 13505 
LAO Zi 1209, 

Hen omwentelingscilinder met verticale as is zoodanig geplaatst, 
dat het middelpunt M van zijn grondvlak op de positieve X-as 
is gelegen, en wel op een afstand van 4 e.M. van O, terwijl de 
straal van den grondeirkel ook =4c.M Concentrisch met dezen 
cirkel is een tweede cirkel, welks straal = 2c.M. en die eveneens 
het grondvlak van een omwentelingscilinder is. Op den buiten- 
cilinder ligt een schroeflijn, die, van O uitgaande, opklimt in 
het positieve deel van het assenkruis. De spoed dezer schroeflijn 
(hoogte van een omgang) is, axonometrisch gemeten —= 24 c.M. 
Hen regelvlak heeft tot richtvlak het vlak XOY ; de beschrijvende 
rechten raken aan den kerncilinder en snijden de schroefiijn. 

Construeer : | 

a) het punt A der schroeflijn, welks projectie op XOY 90° 
van O verwijderd is; | 

b) de beschrijvende rechte door A, die den kerncilinder in B 
raakt (van de beide mogelijke raakpunten B het raakpunt kiezen, 
welks projectie op XOY het dichtst bij XY is gelegen); 

c) het raakvlak aan het regelvlak in het punt C, waarvoor 
AC =(CB is. 

Opmerking. 

De oplossing van het laatste vraagstuk kan zonder figuur 
moeilijk besproken worden. Alleen zij opgemerkt, dat de 
constructie denkelijk niet geheel exact kan worden uitge- 
voerd. Want om de raaklijn t in A aan de schroetflijn te 
construeeren, kan men gebruik maken van den afstand 
van het horizontale doorgangspunt van é tot de horizontale 
projectie van het raakpunt A. Deze afstand is echter juist 
gelijk aan een vierde deel van den grondcirkel van den 
buitensten cirkel. Men kan deze lengte slechts benaderen. 


De bedoelde raaklijn t heeft men noodig in den loop der 
constructie. 


CORRESPONDENTIE, 


Met belangstelling nam ik kennis van de verbeteringen, 
in de oplossingen der vorige jaren door collega’s aan- 
gebracht. 


Utrecht. DR. Jou. A. VREESWIJK. 


an 
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| Verslag van een Mondeling Examen Ko 1918. 


Theoretische Mechanica. 


Allereerst werd behandeld het volgende onderwerp: 

In een bolvormige kom, staande op een horizontaal vlak, 
bevindt zich een willekeurige vlakke driehoek. Welken 
stand zal deze driehoek innemen? (Geen wrijving.) 

Hierbij werden ook de zes evenwichtsvoorwaarden be- 
sproken; welke soms gemist kunnen worden, enz. 

Hierna werd gesproken over krachten. O.a, werd een 
en ander gevraagd over samenstelling van een willekeurig 
stelsel krachten; welke bijzondere gevallen kunnen voor- 
komen, bepaling van de centrale as; enz. 

Vervolgens werd de Westontakel behandeld; nagegaan 
werd de verhouding van kracht tot last, van welke factoren 
deze afhangt, heeveel en welke vergelijkingen noodig zijn 
om de krachten te bepalen, die de last juist nog in even- 
wicht houden, enz. Tapwrijving werd hierbij in aanmer- 
king genomen. | 

Vervolgens werd gevraagd de versnelling te bepalen 
van ’t navolgende stelsel : 

Een lichaam rust op een hellend vlak. Aan dit lichaam 
is een koord verbonden, ’t welk evenwijdig aan het hellend 
vlak en daarna over een volkomen gladden cylinder loopt. 
Aan ’t andere eind van ’t koord bevestigt men een tweede 
lichaam. Ondersteld werd, dat de lichamen elkander niet 
in evenwicht houden. 

De candidaat begon met ieder lichaam afzonderlijk te 
beschouwen; welke krachten op elk lichaam werken, enz. 
Hierna werd gevraagd of de snelheid nog niet op een 
eenvoudiger manier te vinden is. 

Alsnu werd het vraagstuk opgelost door toepassing van 
het principe van arbeidsvermogen van beweging en van 
verrichten arbeid. 

Ten slotte werd behandeld de’oplossing van bovenstaand 
vraagstuk, indien het over het hellend vlak bewegende 
lichaam den vorm van een cirkeleylinder had. Hierbij 
werd o.a. gevraagd de afleiding van de formule }w? T, 
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terwijl traagheidsmomenten even afzonderlijk beschouwd 
werden. | 

Nog werd gevraagd de afleiding van traagheidsmomenten 
van eenige eenvoudige figuren. 


Kennis van werktuigen en Technologie. 


Gevraagd werd aan te geven, hoe uit erts ijzer verkre- 
gen wordt, en hoe dit ijzer op handelsmaten wordt gebracht. 

(Wit en grauw ruwijzer, massels, convertor-Bessemerpeer, 
Siemens-Martin oven.) 

Hoe wordt de door een convertor afgeleverde lading 
van + 15-20 ton verder vervoerd en bewerkt? 

Wat is het verschil tusschen giet-iĳjzer, vloei-ijzer en 
vloei-staal ? 

(Koolstofgehalte, Silicium, Mangaan, smeltbaarheid, 
vastheid.) 

Welk verband bestaat er tusschen de lengteverandering 
en de belasting van een staaf ? (Met een graphische voor- 
stelling aangegeven.) 

(Proportionaliteits-, elasticiteits- en vloeigrens. Contractie, 
trekvastheid.) ' 

Welke eischen worden aan monierijzer gesteld » 

(Koud- en broosbaarheid, zwavel- en phosphor-gehalte.) 

Wat is snelstaal en waarom wordt het voor metaal- 
bewerking gebruikt ? 

Hoe is de aandrijving van de tafel van een tafel- 
schaafbank ? 

Waarom is de terugloop sneller dan de vooruitgang en 
waarom niet b.v. 10 maal zoo snel? (Wrijving, weerstand, 
bewegende massa’s, } mv?) 

Hoe wordt de „omkeering” van beweging verkregen ? 
(Schetsen) 

Bestaat er verband tusschen riemsnelheid en toe te 
laten riemspanning ? 

Op welke manier kunnen aan een werktuig verschillende 
snelheden gegeven worden? (H. T., as loopt met constante 
snelheid.) (Tusschendrijfwerken, trappenschijven, riem- 
overzetmechanismen, vaste en losse schijven.) 

Waardoor wordt de maximum lengte van een stoomketel 
bepaald ? (Rooster, vuurgang, rookkanalen.) 


if adel a ia. 
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Hoe is de waterstand en de stoomspanning te bepalen ? 

Welk materiaal wordt voor ketels gebruikt ? 

Wat gebeurt er, als de waterstand te laag is, en geen 
loodnagel is aangebracht ? 


À. Een Wet 


Verslag van een Mondeling Examen Kn 1918. 


Mechanica. 1. Op een kubus werken 4 krachten, P,, 
P,, P; langs 3 elkander kruisende ribben, P, langs een 
lichaamsdiagonaal OA. Gevraagd de resultante en het 
resulteerend koppel te bepalen. 

Deze resultante en dit resulteerend koppel te stellen tot 
een kracht en een koppel, waarbij de kracht loodrecht 
op ’t vlak van het koppel staat. 

2. Behandeling der schroef. O.a. constructie schroeflijn. 
afleiding formule K X/= Wetg (a + p); DeEDIG UE van 
zelfremmen. 

Over een schijf met gewicht G hangt een koord met 
gewichten P en Q; P)Q- Gevraagd de versnelling van 
het stelsel, MEI r albe der schijf. 

Eveneens gevraagd de snelheid van P, als het / meter 
gedaald is. 

Toepassing der wet van het behoud van arbeidsvermogen. 


‚ Bespreking formule XA =4m(v? —v,?). 


Mechanische Technologie enz. 1. Bespreking van het schrif- 
telijk werk over de zuigerstoommachine. Op welke wijze 
de voering van den eylinder daarin bevestigd wordt. 
Voordeelen van een losse voering. Op welke wijze de har- 
dere metaalsoort voor de voering verkregen wordt. Ver- 
schil tusschen staal en ijzer. De electrische staalovens 
(Heroult). Transformeeren van wisselstroom. De wijze 
waarop het staal der gereedschapsbeitels van den timmer- 
man gelascht is. De’ machinale schaafbank. Bevestiging 
der beitels. Wijze van slijpen dier beitels. Op welke wijze 
de naar links draaiende as van een arbeidswerktuig in 
een naar rechts draaiende veranderd wordt. (Met behulp 
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van twee vaste en een losse schijf op de arbeidsas en 
twee riemen, waarvan één gekruist.) 
À. M. W. 


Verslag Mondeling Examen Kv 1918, 


Beschrijvende Meetkunde (1 uur). 


a) Orthogonale projectie. 

In een vlak evenwijdig aan het verticale projectievlak 
was gegeven een rechte en een cirkel. De cirkel werd 
gewenteld om de rechte als as. Gevraagd de horizontale 
projecties van de punten op de tore, waarvan de verticale 
projecties samenvallen met een punt in ’t verticale projec- 
tievlak. | | 

Bepaal in één dier punten het raakvlak. 

Bepaal ook een der punten van de horizontale projectie 
van de tore. Hierbij werd gevraagd naar de verschillende 
hulpoppervlakken, en wanneer deze gebruikt werden. 


b) Axonometrie. 

Gegeven waren twee punten op 0/Z en twee cirkels in 
XOY, waarvan de middelpunten lagen op OX en OY, en 
die respectievelijk OY en OX in O raakten. Deze cirkels 
werden beschouwd als richtkrommen van kegels, wier top- 
pen de gegeven punten op 0/Z waren. Waarin ontaardt de 
doorsnede? Bepaal een punt der doorsnede en construeer 
daarin ’t raakvlak, Bepaal de asymptotische lijnen. 


Integraalrekening (3 uur). 
b 


Wat verstaat men onder Í f(x) da Ì 


a 
Dit moest nauwkeurig nagegaan en bewezen worden. 
Hierna volgde de uitbreiding; als de integraal voor een 


bepaalde waarde oneindig groot werd. Nagaan wanneer 
b 


dan | f(e) dr een bepaalde integraal is. Oók dit bewijzen. 
a 
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Toepassing hiervan was PCT ZE #5) 
Daarna volgde oplossing DE deze integraal met behulp 
van verschillende substituties. 
Ten slotte oplossing met B-functies. 
Iets over Eulersche integralen. 


Differenttaalrekening (3 uur) 
Bepaal lim tg #8 2% voor #= EE 


Bewijs, dat als f(a) =F (a) =0, 
f(@) _ f’(a) 
be Fe) Erea 
Dit werd Pe met reeks van Taylor. 
Daarna mest ’t gegeven worden met middenwaarde- 
stelling. 


Sne de B COS en: à 
Dit ook toepassen op lim kn AOT Ae 
0 sin « 

Deze limiet werd ook zoo eenvoudig mogelijk bepaald, 
Werd gevraagd, waarom deze limieten niet ’t zelfde waren. 
Bewijs de algemeene middenwaardestelling. 

Bewijs ’t theorema jan Rolle. 


dz dz 
Als z=f(«&.y) en Zp, ad erkend 
en, 
òvdy — id Pl ko 
druk dan de differentiaalguotiënten 
dent Od OS are 9 a 8 


dy’ òz” dy?’ dydz Oee 
uit in p, q, #, s en t. 
Als z=f(«, y), welke zijn .dan de voorwaarden, dat z 
een maximum- of minimumwaarde wordt ? 
Dit alles te bewijzen. 


Analytische Meetkunde (1 uur). 


Gegeven een rechthoekig assenstelsel; twee lijnen door 
den oorsprong, een in XOZ en een in XOY. Geef de 
voorstelling der lijnen. Doòr die lijnen werden vlakken 
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loodrecht op elkander gebracht. Welke is de meetkundige 
plaats der snijĳlijnen? Vergelijking van ’t kegelvlak op- 
stellen en nagaan, welke merkwaardige lijnen er op liggen. 

Gegeven een rechthoekig assenstelsel. Een lijn in XOZ 
|| X-as en een in YOZ // Y-as. Een lijn van constante 
lengte gleed over beide lijnen. Vergelijking van ’t opper vlak, 
eerst in rechthoekige, daarna in Gaussische coördinaten. 

Dubbellijnen op ’t oppervlak. Ontwikkelbaar of niet. 
Hierna iets over parasietische stukken en torsale lijnen. 

Gegeven de vergelijking 

eey? +2? Hoy Jrz H 2yz HA —3=0. 

Welk oppervlak stelt dit voor? (Parab. cilinder.) 

Bepaal de vergelijking van ’t rnakvlak langs de top- 
beschrij vende. 

Gegeven: «=p, (E)z + pz (l) 

y=fi Oef, (6) (tis een veranderlijke). 
Bewijs, dat dit oppervlak ontwikkelbaar is, als 
| MONO 
wo wo? 
6 THEKEB: 


Correspondentie. 


Het opstel in dit tijdschrift (XVe Jaarg., bladz. 107) onder 
den titel: „Wiskunde-Onderwijs, Moet de Regel van Napier 
slechts beschouwd worden als een middel om het geheugen 
te hulp te komen?” geeft mij aanleiding tot de volgende 
opmerking. rn 

De schrijver van dit opstel zegt (bladz. 108, regel 9): 
„dit verband vonden wij in geen enkel leerboek.” Nu acht 
ik mij verplicht er op te wijzen, dat de vijfhoek van Napier, 
waarover hij handelt, volstrekt geen onbekende figuur is. 
Zij komt o.a. voor in Lobatto’s leerboek der rechtlijnige 
en bolvormige driehoeksmeting '), waarvan de derde en 


1) Over den vijfhoek van Napier wordt ook uitvoerig gehan- 
deld in het leerboek der spherische trigonometrie van Prof. G. J. 
Verdam (Leiden, Gebr, v. d. Hoek, 1866). 


nae 
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vierde druk, na den dood des schrijvers, door mij werden 
bewerkt en uitgegeven bij de firma Van Nooten te Schoon- 
hoven. In den laatsten druk (van 1877) wordt over dit 
onderwerp gehandeld in $ 14 en de daarbij behoorende 
vijfhoek geteekend in fig. 39, juist zooals de schrijver van 
bovengenoemd opstel dit doet. Uit dien vijfhoek worden 
alle formules voor den rechthoekigen boldriehoek afgeleid. 
Zoo bevat bovengenoemd opstel in dit opzicht geen nieuws. 
Komt deze figuur in geen der later verschenen leerboeken 
voor, dan valt dit slechts te betreuren, aangezien haar 
fraaie eigenschappen alleszins de aandacht verdienen en 
tot helder begrip der formules bijdragen. In zoover deed 
dan de schrijver van het opstel een goed werk, door hierop 
bij vernieuwing de aandacht te vestigen. 


Den Haag. P. VAN GEER. 


t Volgende naar aanleiding van de Correspondentie 
bladz. 142 van den XlIlen Jaargang. 

De beide stellingen, waarbij ingelascht moet worden, wier 
eerste term gelijk aan de eenheid is, is, zijn bijzondere. 
gevallen van de meer algemeene: 

Verdeelt men de termen van eene rekenkundige reeks, 
wier verschil gelijk is aan 2p en waarvan de som der 
eerste 7» termen gelijk is aan r°%, in groepen van r + np, 
waarin „ respectievelijk aanneemt de waarden 0, 1, 2, 3, 
enz., dan is de som van elke groep gelijk aan (r + np)? 

Kerkrade. H. K. BONEKAMP.. 


De Arbeidsbeurs voor den Indischen Dienst. 


Aan het Departement van Koloniën wil men met kracht 
gaan werken om Indië meer bekend te maken in ons 
land, en daardoor meer BeEROASL op te wekken daar een 
werkkring te zoeken. 

Als leider van het bureau „Arbeidsbeurs” is de heer 
L. E‚. Dam van Rombeek aangewezen, die gaarne nadere 
inlichtingen wil verschaffen omtrent vooruitzichten, exa- 
mens, studiebeurzen, enz. Red. 
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Nieuw verschenen werken, © 


(Door de Redactie ontvangen.) 


Dr. B. GONGGRIJP, Concentrische leergang der Meet- 
kunde, Nieuw leerboek der Stereometrie. 
Uitgever P. Noordhoff, Groningen. 1918. 


Eindexamen-Opgaven Wiskunde van verschillende gym- 
pasia in de jaren 1915, 1916 en 1917, verzameld door 
Dr. H. BREMEKAMP. f 1.30. 

Uitgever C. A. J. van Dishoeck, Bussum. 1918. 


Dr. JOH. A. VREESWIJK. Werktuigkunde ten gebruike 
bij het Midd. Onderwijs. 2e druk, 1918. f 2.50 + 10 °/,. 


DR. P. MOLENBROEK. Gronden der Werktuigkunde door 
H. G. VAN DE SANDE BAKHUIZEN, 9e druk, 1919, f 2,40 
+ 10 °/,. 

Uitgever W. E.J. Tjeenk Willink, Zwolle. 


S. DE GAST. Beknopt leerboek der wiskunde: 
I. Rekenkunde le stukje, 5e druk, 1918, f 1— 
IL. Algebra 1e: “De reel 
(Uitg. Joh. Ykema, 's Gravenhage. 


*) Van hollandsche schoolboeken wordt geen recensie gegeven. 
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Over de voorstelling der eenheidswortels door wortelvormen 


DOOR 
W. P. THIJSEN (Rotterdam). 
(Vervolg van bladz. C1). 


Ten einde het rekenen met de functies b nog verder te 
vergemakkelijken, kan men algemeener het product P van 
twee willekeurige functies beschouwen. Dan geldt wegens 


eigenschap (4), als B en C vormen voorstellen, die niet 
van 7, en 7, af bangen : 


P=y(rpe br, se) =Bt Cb (rr 08,5) «0 
Voor B vindt men: 
ET 2m—l 
eelt el on (0 


hetgeen 0 is, behalve voor A 1, daar dan de uitkomst 
wordt : 


B (n—1efTPi, erva Rb) 
Omdat verder P ook te schrijven is in de gedaante: 


P=e, Pe Abre) vre), 
vindt men voor C: 


Ge ve D) 
waarin k en l wederom voldoen aan: 
g° + gl=2(mod.n); ok en Z<n—l . …« (13) 


Is ee =1 (het geval Ante 1 wordt buiten beschou- 

wing gelaten), dan verkrijgt men: 
G == EA snert TLT 0e at leje Ne ele (14) 
(/ hl 2 

Gemakkelijk is aan te toonen, dat alle exponenten der 

termen verschillend zijn. Was nl. 
k—l==k! —V (mod. n—1), ' 

dan kon men stellen : 

Wiskundig Tijdschrift, 15e Jaargang. 12 
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k'=k sen /=lds, 
waarin O{<|s| {n—1 zou wezen. In (13) gesubstitueerd 
geeft dit na eenige herleiding : 


g == 1 (mod. »), 
wat evenwel met de aanname, dat g een primitieve wortel 
is, in tegenspraak komt. 
Omdat verder 2m verschillende machten van €, bestaan 


en in (14) 2m — 1 termen voorkomen, moet achter het 
somteeken in (14) een macht van ce, ontbreken. Deze blijkt 


en te zijn. Immers was 
k —l=m (mod. n — 1), 

dan volgde hieruit: 

gl (g” +1)=2(mod»), 
terwijl toch: 

9" +1=0 (modn) 
is, zoodat men ook hier tot een tegenstrijdigheid gevoerd 
wordt. 

Derhalve zal, als e, ben l is, de uitkomst bedragen: 


P=B-C=net 2, ed DI 


Daar nu v(r,r,‚— 1) een constante is, volgt hieruit, dat 


fa 
men steeds het product P kan beschouwen als overgaande 
in P (rp Ty & e), afgezien van een vermenigvuldiger, die 
ren r niet meer bevat. 

Het voorgaandekan ons dienen, om den modulus van d (rs e) 


te vinden. Daartoe heeft men deze slechts met de toegevoegd 


complexe waarde A Em Eng) te vermenigvuldigen. 
Uit (15) volgt dan, als e #1 is, 
br EO) R vett arte ea 


Meer moeite dan bij de bepaling van den modulus, ont- 
moet men bij het vraagstuk van het argument. 

Zooals uit (8) en ten overvloede uit (16) blijkt, konden 
wij b.v. in het voorafgaande niet eens’ het teeken van 
v(r,—1) bepalen. Het is trouwens bekend, dat Gauss zeer 
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lang naar het bewijs van den teekenregel heeft gezocht, 
of liever naar dien van: 
1 2 
DRS 
ket 
waartoe | (», — 1) kan herleid worden. 


Langs geheel anderen weg *J vindt men, iets algemeener : 


’ 


vp 1) (Lin AD 

Deze som heeft voor een vaste waarde van ” slechts 
twee waarden, naar gelang p even dan wel oneven is. 

Daar volgens (9) en (15) bv (r, ©) bij verheffing tot de macht m 

— afgezien van een factor, die uitsluitend s bevat — 


overgaat in v(r”,—1) en deze wegens (11) een geheel 
vaststaande waarde bezit, zoo verkrijgt men op deze wijze 
een m-voudige onbepaaldheid van argument. 

Deze vindt hierin haar oorzaak, dat in het vooraf gaande 
— behalve dan in (17) — nergens ervan gebruik werd ge- 
maakt, dat met r juist e°7?:” werd bedoeld. 

Kiest men willekeurig één dezer argumenten, zoodat 
men met (#5, ce) te doen heeft, dan zijn de argumenten 
der andere functies U in (5) gemakkelijk te bepalen. Men 
kan nl. b(r5,,e) tot de macht k verheffen, waardoor deze 
— wederom afgezien van een factor, die uitsluitend e be- 
vat — overgaat in (rok, ef ), hetgeen, door vermenig- 
vuldiging met een passende macht van «, tot U (1), k) is 
te herleiden. 

Laat men het argument van den bovenbeschouwden 


2 
mden machtswortel voor U (ro, €) met DT toenemen, dan zal 
het argument van den mden machtswortel voor b (1), ek) 


met ee toenemen. Uit (4) en (5) volgt dan, dat op deze 


wijze rs, _9 wordt verkregen. Zoo worden dus alle wor- 
tels gevonden, die een quadraatrest als exponent van r 


*) P. G. Lejeune-Dirichlet, Vorlesungen über Zahlentheorie 
(1871), p. 284. 
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bezitten. In verband met de — volgens (17) — tweevoudige 
onbepaaldheid bij v (r,, — U), geeft derhalve de voorstelling 
door wortelvormen, zooals die in (5) werd aangeduid, de 
2m complexe wortels alle te gelijk. 

Ten slotte nog de opmerking, dat de toegevoegd com- 
plexe waarde van b(#,e,) te schrijven is als: 


Eer On V(r, gm k—2)- 
Daarom zal 
p (r, ey.) ie V (r, rn 9) 
zuiver imaginair, dan wel reeël zijn, naar gelang het rang- 
getal k even, dan wel oneven is. 
Neemt men dit alles in overweging, dan kan men (5) 
ten slotte schrijven: 


1 
n—l 


A 


P) n—1 î 
[1 ie Vn Vn.r PBP Bop 


Fslspite Donia | Ve 


In de eerste som neemt k de even, in de tweede som de 
oneven waarden aan uit de reeks: 

0, A. Bonrnma tent Mien 

De termen der eerste som zijn alle zuiver imaginair, 
die der tweede reeel, terwijl de grootheden B en D op 
rationale wijze van e afhangen. 

Zoo vindt men voor n=1: 

=i(- 33130, D, =7(1—3i 3). 

Neemt men voor 9 B den wortel met het kleinste posi- 
tieve argument, dan heeft men #° of r, berekend, zooals 
blijkt door «@ op te lossen uit: 

2 =} LH 2sin (er — bate za) . (19) 

Men heeft dus de waarde, die boven voor & B werd ge- 
nomen, slechts met —4 + }i3 te vermenigvuldigen, om 
r te vinden. | 


sin 
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Plückersche Coördinaten 
DOOR 
J. M. HILLENIUS (Haarlem). 
(Vervolg van bladz. 134). 


Indien er getallen A, u, v te vinden zijn zóó, dat 
AP, + gP, + vP; =0, 
dan zijn de punten blijkbaar ook collineair gelegen. 
6°. Aangezien de richtingscoëfficiënten der lijnen (u,,v,) 


.. U u 
en (us,vs) zijn m, =—-—t en my =——, wordt de hoek 
' 1 U, 


welken zij met elkander vormen, gegeven door 
(m, — m,) sin 9 


EVT Emms Fm, + ma) cod 
EPE Nt 
De ( AD ‚sin 
UiyUs (Ws ze) 
en (7 Lp) cos 
of te EEN AT) 


| UiUg + ViVs — (UV, H-UjUz) COS Ó 
waaruit wij zien door substitutie u, =v, =0, dat de lijn 
in het oneindige met elke andere rechte lijn alle htt 
hoeken maakt. 
Voor 4—= 90° is tg V—= 21 Eb, 
U, Us JV, Vz 
De voorwaarde voor loodrechte stand is blijkbaar : 
ui ug HVV — (UU, + U,vz) COS 6 == 0. 
Voor 4=90°® wordt deze voorwaarde : 
uius dvv, =0. 
10. Aangezien de puntcoördinaten van het punt 
5 Au + Bv 4C=0 
(5 5) zijn en de vergelijking van de lijn (w,, v‚) in 
puntcoördinaten is 
uadovyd1=0, 
is de afstand van het punt tot ks lijn 
( Ui 5 v, + i) sin 2 


Ii EV (Witte? — u,v, COS 6) 
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of Ae (Au, + Bv, + C)sin 4: C 
VV (u? Hv, —2uv, COS6) 
Voor 6=90° is 
gw HBr, + O):0 
ES ets Dr 


(12) 


S 7. Volgens (1) is op de verbindingslijn van P,==0 en 
P‚,=0 gelegen het punt P,—-AP,=0. Onderstellen we, 
dat hierbij de constante term in P, en in P, is 1. Trekt 
men nu door het punt P, —AP,=0 een willekeurige lijn 
(u, Vo), dan is de verhouding der afstanden van dat punt 
tot P,=0 en P‚,=0 dezelfde als de verhouding der af- 
standen dezer punten tot de lijn (wo, vo) 

Deze verhouding is volgens (12): 

A, Us dbi vo + Ì a U, Vo) EE 
As Uo + be Vo +1 P, (wos 9) 
daar (wo,vo) voldoet aan P, —AP,=0. 

De verhouding der afstanden van het punt P, —AP,=0 
tot P,=a, udb;vd-1i=0en P,=za,u Hb 1l=0isA. 

Hieruit volgt: 

1°. dat aan P, — AP, ==0 harmonisch is toegevoegd ten 
opzichte van P,=0 en: P;, =0 het punt P, HAP 0: 

Dit geldt ook indien de constante termen in P, en in 
P, niet 1 zijn en onderling verschillen. Want stel P’, == 
c‚P, en P’,=c,P;, dan is P,’—APs/=c P, —Ac,Ps, dus 
de verhouding van de afstanden van:P,’ — A P‚„/== 0 tot P,=0 

À Co 
En Ee 


G 
PAP =e,P, + Ac,P,, dus de verhouding van de 
afstanden _ van P’, J-APs/==0 tot Pr==0 tense 


Cz 


_ 


‚ waaruit volgt, dat P‚’—AP‚,’=0enP,’ + AP,/=0 


harmonisch gelegen zijn ten opzichte van de punten P'—=0 en 
P,’=0, welke de constante termen in de eerste leden ook zijn. 

20, dat het punt halfweg de punten P,=a,u + bv + 1 
—=0 en P‚,=a,u tbv +1=0 tot vergelijking heeft: 
P, + P‚,=0; het punt in ’t oneindige van hun verbindings- 
lijn P,— P,=0. Herleidt men in de vergelijking van het 
punt halfweg de constante term weer tot 1, dan wordt de 
vergelijking blijkbaar 

5 (P, Ee P,) = (0. 
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In het algemeen blijkt, dat het zwaartepunt van „ even 
groote massa’s in de punten P,=0, P‚,=0....P„=0 is 


ALTE SS en OE desi 
het zwaartepunt van de massa’s m,, my... My respec- 
tievelijk in de punten P,=0, P‚,=0.... P, =0. 
XEmP 
En 


S 8. Indien men van de snijpunten van de zijden van een 
driehoek met een willekeurige transversaal de harmonisch toe- 
gevoegde punten neemt ten opzichte van de op die zijden gelegen 
hoekpunten, dan gaan de verbindingslijnen dezer laatste punten 
met de overstaande hoekpunten door één punt. 

Bewijs: Zijn de vergelijkingen der hoekpunten P,=0, 
P‚,=0, P;=0 en de coördinaten van de transversaal 
(uo, Vo), dan is de vergelijking van het snijpunt met de 
zijde, waarop liggen P,=0 en P, =0: 

A ke EERE, 
P,‚ (wo,v,) Ps (wo, vo) 
Het harmonisch toegevoegde punt hiervan t.o.v. P, =0 
P, Bed B 
P, (wo, Vo) P, (wo, Vo) 

Op de verbindingslijn van dit laatste punt met het over- 

staande hoekpunt ligt blijkbaar het punt 
ed df Eeen of SANDER 
Bl Dales dortor elio, Mo lie 

Dit punt blijkt evenzoo gelegen te zijn op de beide 
andere verbindingslijnen met de overstaande hoekpunten ; 
die 3 verbindingslijnen gaan dus allen door één punt met 
bovenstaande vergelijking. 

De transversaal noemt men de harmonicaal van dit punt. 

De stelling, verkregen uit deze door duale omzetting, 
leert, dat indien men een punt verbindt met de hoekpunten 
van een driehoek en deze verbindingslijnen snijdt met de zijden, 
de harmonisch toegevoegde punten dezer snijpunten ten opzichte 
van de hoekpunten collineair gelegen zijn. 

Zoo vindt men weder de harmonicaal uit het punt terug. 
Het bewijs wordt met de theorie der puntcoördinaten ge- 
leverd door duale omzetting van het bovenstaande bewijs. 


en Brik 


0. 
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$ 9, Bewijs van het omgekeerde van de stelling van 
Menelaus: 


Neemt men op de zijden van een driehoek drie punten, 
zóó, dat het product der verhoudingen van de afstanden 
tot de hoekpunten +1 is, dan zullen de vergelijkingen 
dezer punten zijn, indien de hoekpunten zijn P‚ = 0, P, =0 
en … P‚=0:P;=P; -APj=0i Pb kk 

P‚,=AuP, —P,=0. 

Daar AP; +P, +4 P;=0 zijn deze punten volgens $ 6 
(5°) collineair gelegen, waarmede de stelling bewezen is. 

Bewijs van het omgekeerde van de stelling van de Ceva: 


Neemt men op de zijden van een driehoek drie punten, 
zóó, dat het product der verhoudingen van de afstanden 


tot de hoekpunten —l1 is, dan zullen de vergelijkingen 

dezer punten zijn, indien de hoekpunten zijn P, =0, P, =0, 

id ib P‚,=P, —-AP;=0; P;=P;s—uP;, =0;. 
Pe=hgP, +P,=0. 

De verbindingslijnen dezer punten met de overstaande 
hoekpunten gaan blijkbaar allen door het punt: 

Au P, HP, —AP,=0 
zoodat de stelling bewezen is. 

Hoewel deze beide stellingen metrisch zijn, zijn ze toch 
voor duale omzetting vatbaar, mits men „afstand van twee 
punten” vervangt door: „sinus van den hoek tusschen twee 
lijnen”. 

De bewijzen worden met de theorie der punteoördinaten 


geleverd door duale omzetting van de bovenstaande 


bewijzen. 

[Somtijds zijn metrische stellingen duaal om te zetten 
door „afstand van twee punten” te vervangen door : „sinus” 
of „tangens” van den hoek tusschen twee lijnen.) 


S 10. De isotrope punten (zie het artikel „Zsotrope punten’) *) 
hebben tot richtingscoëfficiënten — cos6 + isin, zoodat 
hun vergelijkingen zijn 

ut (—ecosstdsind)v=0 
of gecombineerd : 


*) Wiskundig Tijdschrift 7e Jaargang. Aflevering 2 en 8. 
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u: dv? —2uveoss=0, 
dus bij loodrecht assenstelsel ‘ 
u? dv? =0. 
De lijn (w,,v,) is een isotrope lijn indien 
u, 


== — COS 4 +4 sin d, 
Vi | 


bij loodrecht stelsel indien — Le ai 
Í 


S 11. Indien men twee vergelijkingen heeft, respectie- 
velijk van den pen en men graad: 


fn 0) =0, fn (uw, v)=0, 


dan stellen de gemeenschappelijke wortels dezer beide 
vergelijkingen blijkbaar de mn gemeenschappelijke raak- 
lijnen voor aan de krommen, door de beide vergelijkingen 
voorgesteld. Is m == 1, dan stelt de 2e vergelijking een punt 
voor en vindt men x raaklijnen uit dat punt aan de eerste 
kromme getrokken. Hieruit blijkt, dat indien een kromme 
door een vergelijking van den nen graad in lijncoördinaten 
wordt voorgesteld, men uit elk punt » raaklijnen aan de 
kromme kan trekken. Men noemt haar daarom een kromme 
van de ne klasse, evenals een kromme, welke door elke 
lijn in ” punten wordt gesneden, van de ne orde is. (Wij 
zullen het woord orde gebruiken, om verwarring te voor- 
komen met den graad van de vergelijking). 

Dubbelraaklijnen aan een kromme en bwigraaklijnen gelden 
dubbel, evenals dubbelpunt n en keerpunten dubbel tellen. 
Evenals geïsoleerde punten (punten, waarin 2 toegevoegde 
onbestaanbare raaklijnen kunnen worden getrokken), be- 
staan er geïsoleerde raaklijnen (raaklijnen met 2 toegevoegd 
onbestaanbare raakpunten) welke tot de dubbelraaklijnen 
behooren. 

Men lette voorts op paren toegevoegd onbestaanbare raak- 
lijnen en eventueel op de lijn in het oneindige als raaklijn 
(Parabool). | 

Indien de constante term in een vergelijking nul is, dan 
voldoet w=0, v=0, d. w. z. de oneindig verre lijn raakt 
aan de kromme (Parabolische takken). 
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Uit het bovenstaande is gebleken, dat punten (in het 
eindige en in het oneindige) beschouwd kunnen worden 
als krommen van de eerste klasse. 

Indien het eerste lid van een vergelijking ontbindbaar is 
in » eerstegraads factoren. dan ontaardt de kromme in n 
punten. Een homogene vergelijking van den nen graad, stelt 
n (bestaanbare of ONS en oneindig verre punten voor. 
Zoo stelt, volgens S 10, u? 4+v? =0, de beide oneindig ver 
gelegen isotrope punten voor. 

Wij zullen in een volgende paragraaf de krommen van 
de tweede klasse bespreken, welke zullen blijken te zijn de 
kegelsneden, (Wordt vervolgd). 


Een eigenschap der binomiaalcoêfficiënten 


DOOR 
H. K. BONEKAMP (Kerkrade). 


Indien ©, %, ci th 0e Cs Tee ee 
ten zijn in de ontwikkeling van (1 +2), n is een geheel en 
positief getal, en a, d;, ds, A3, « « « -, Aj de opeenvolgende 
termen eener rekenkundige reeks ten hoogste van de (n — 1de 
orde, dan is 

Ao Co + aze Pda Id 
arc das cs “Hast 
Gemakkelijk is in te zien, dat het product 
n(n —1)(n—2)(n—3) ....(n—-pPp) . « « (4) 
om n?+1 tot uitkomst te verkrijgen, moet vermeerderd 
worden met 
pn(n—l)(n —2)(n—8).... mp + 
+ (p— Dn? (n—1)(n—2)(n —3).. «2 — (p= 2E 
T(wp—2)ant (n —1)(n—2)(n —3)...in- (pH (B) 


© es 6 & se © e.a 950 Mee ht een © Ee On Ee 


HP L(n —1) + n? 
of met 
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BED MD) rin (p= De 
LAsn(n= Dn?) (pH 
rt Bn (0) 


Ap ina) An, 
BEATLES An pn Ansons pen A) constante getallen zijn, on- 
afhankelijk van », wier waarden wij niet behoeven te 
kennen, doch die langs eenvoudigen weg te berekenen 
zijn. 

Voor elke waarde van n is de som 

() F (B)= (0) + (y= nd. 

Voor n=l, herleidt (a) +(y) zich tot Äps waaruit dus 

volgt, dat 
IN Dt: 
„ Voor n=?2, herleidt («) + (y) zich tot 
2Ay_1+2A,=20t1 

of Api J- Aj B 
dus — Ap—1=2? —1 enz. 

Vermenigvuldigen we nu de opeenvolgende coëfficiënten 


=d — Nn ls —N == . ee 
ER BONE Eon lers CH ateten. Sine ie C, respectievelijk met 


nn —l)(n2)(n —3) (NR =P), Te ee. + (80) 
kledi ehee alt l)e Dre mee His Je PLS (03) 
(n — 2) enn : (nn 2) nn —2)—3| (np), (Ì,) 


EED maar n— p sj 1 Bon en EER ver- 
schillend van nul, dan is de som der producten 
do, co Hò, Ei + ds Da EOS OP DN en 
daar elk dier producten deelbaar is door 
n(n—1)(n—2)(n—38) ....(n—p) 
te herleiden tot 
n(n— Da (rn 3) (a Die CP 


4E Len (n—p) sk Cz — (n—p) Een zel Cr lie p) 
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Daar bekend is, dat 
enn len — (1—p) E55 SP) dE 
DA nj de (n—p) f cs (fp) ze 


is dus ook 
do Co 14, Cz miet Ne ee. En 
der dsc Bo 
rel Ss nTieen we nu de ET coëfficiënten 
Con Cr 9704 Ee verre e TOSDECH EVE 
n(n—l)(n —2)(n—3)....in—(p—l)|, « « « « « (€) 
(nl) n— DM (12) n—1) 3. nl p 1, (€) 


(n- k rh 8 hie 0 d ET B). np ln (‚) 
Seb nu maar ”— p + 2 Ee kunnen Herko 
verschillend van nul, dan is op gelijke manier als boven 
aan te toonen 


Te ERGE Se N 
Cr seg can heren _… (ID 
Zoo voortgaande en de linksche en rechtsche leden der 


gelijkheden I, II, ,.... respectievelijk met 1, A‚, Az .- 
vermenigvuldigd samentellend, vindt men 


nl Tt En Por" Fin SA ES 
(nn DEEL ens he dt no 


— N ri 
of daar CREE Cn 
PE ein DP El (na Elen 


n n 


Ca e en ee (n—3)2+! Cn EE 
(RD ce 


n 


De grootste waarde, welke men aan p kan toekennen, 
opdat er nog eene gelijkheid van de gedaante (I) of a) 
kan optreden is 

p=n—3, 
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Deze gelijkheid is: | 
n(n—l)(n—2)... BX2Xe == 
= (nl) (n—2)(n —3)....AXIXC, 


Met behulp van ’t voorgaande is dus aangetoond, dat 
„, 


Beorn ln 0) e_ 7 nds eir edn 
(Nn — MIC Tr eN rr rd 
of dat 
AA EE ME En 


or ee bee. z 


waarin # geheel, positief en kleiner dan „ is. 
Hiermede is dus tevens aangetoond, dat 


(1 c 


—N Tl it 
Ao Co. J Az Ca + a, C4 +... = 


—n —n — Nn 

ai C, T 43 C3 + 45 C5 en ; 
omdat de algemeene term eener rekenkundige reeks van 
de pde orde voorgesteld kan worden door 


Act ArztAsa? dt. tA af 


Fen technisch bruikbare constructie van den zevenhoek 


DOOR 
P. H. BURGERS (Oosterbeek). 


Bij een studie over astrologische symboliek moest ik den 
zevenhoek beschouwen in verband met den vijfhoek. Bij 
deze beschouwing was de vijfhoek, wiskundig zuiver te 
construeeren met de „sectio divina”, het symbool van 
volmaaktheid, terwijl de zevenhoek het symbool is van de 
werkelijkheid, technisch om zoo te zeggen, „goed’’, maar 
slechts naar het beeld van die volmaaktheid. 

Deze beschouwing leverde mij nu ook een constructie 
vandien zevenhoek, naar het beeld van die van den vijf- 
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hoek, een constructie die „voor de werkelijkheid van pas- 
ser en liniaal,” voldoende is, en die zich dus aanpast bij 
deze symboolbedoelingen. De constructie voegt zich als 
„gnomon“ in die van den vijfhoek, en ook dat heeft voor 
beeldende wiskunde beteekenis. Daar zij bovendien tech- 
nisch zoo goed bruikbaar is, en slechts een fout geeft van 
minder dan 2°, meende ik haar ook elders te moeten 
gubliceeren. 

Bij de constructie van den tienhoek, zet men de halve 
straal loodrecht uit op het snijpunt van straal en cirkel- 
omtrek, en vindt men aldus in den driehoek 1, 2, 5 „de 
verdeeling in uiterste en middelste evenredige” of wel de 
„sectio divina”. Trekt men nu in dien driehoek 1, 2, 5 
de loodlijn op de hypotenusa dan is die loodlijn, bij bena- 
dering, de zijde van den viertienhoek. 

Voor belangstellenden in de studie der symbolen, welke 
hiermede gepaard gaat, verwijs ik naar het Novembernum- 
mer van Urania, officieel orgaan van het Genootschap van 
Astronomie en moderne Astrologie, terwijl ik ook nog 
eenige separaatafdrukken van dat artikel beschikbaar kan 
stellen. 


Constructies voor den zevenhoek vindt men in den 
Jen jaarg. bl. 39, en in den 10Oen jaarg. bl. 165. (RED.) 


XIX. Wiskunde Onderwijs. 


Oordeel van een Oud-leerling. 


Het volgende is een vertaling van een brief, die door 
den duitschen jurist W. Beitzen te Hedemünden a. d. W. 
werd geschreven aan de Verein zur Förderung des 
mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterrichts, 
naar aanleiding van een prijsvraag, en door de redactie 
van het Zeitschrift für mathematischen und naturwissen- 
schaftlichen Unterricht aller Schulgattungen, in dat tijd- 
schrift werd geplaatst, in Heft 4 van 1917, bladz. 175. 

Altijd heb ik veel van de wiskunde gehouden ; hetis een 


4 


191 


vak, dat wegens zijn exactheid veel meer dan alle andere 
vakken geschikt is, het verstand te scherpen en aanleiding 
te geven tot het maken van logische gevolgtrekkingen. 
Aan mijn ontwikkeling door de wiskunde dank ik hoofd- 
zakelijk, dat de studie der rechten, waaraan ik mij later 
gewijd heb, in theorie en praktijk betrekkelijk gemakkelijk 
is gevallen. Helaas wordt de wiskunde op de humanistische 
gymnasia sterk verwaarloosd. In mijn klasse bevonden 
zich in verloop van jaren onder 25 tot 40 leerlingen slechts 
4 of 6, die eenig begrip hadden van wiskunde. De rest 
van de klasse had tot het laatst toe niet een juiste voor- 
stelling van het doel en het wezen der wiskunde. Wat die 
leerlingen bij proefwerk als zoogenaamde kennis toonden, 
was grootendeels uit het hoofd geleerd; van tijd tot tijd 
had de een of ander wel eens de bedoeling van een af- 
zonderlijke berekening begrepen, Dit hielp hem echter 
niet veel, omdat de grondslagen ontbraken, die noodzake- 
lijk zijn voor een goede wiskundige ontwikkeling. Deze 
toestanden zijn, zooals ik vernam, op veel andere huma- 
nistische gymnasia ongeveer dezelfde. 

Het begrip, dat ik had voor wiskunde, kan gedeeltelijk 
geworteld zijn in mijn aanleg, doch is verreweg voor het 
grootste gedeelte ontwikkeld door mijn huiselijke studie. 

In de 3 of 4 uren, die wekelijks aan de wiskunde besteed 
werden, kon ik, in weerwil van de meeste inspanning, de 
voordracht van den leeraar niet altijd volgen, en dit was 
evenzoo het geval met de medeleerlingen, met wie ik er 
over sprak. 

Wanneer de leeraar op het bord een stelling of een 
algebraïsche formule afleidde, scheen mij deze op dat 
oogenblik zeer duidelijk. Zette ik mij echter ’'s middags 
van denzelfden dag aan het werk om ze voor mijzelven 
te maken, dan ging het niet: ik moest bijna bij elke ver- 
gelijking in het leerboek of schoolschrift nazien, of zij 
goed was, en hoe men er. verder mede moest handelen. 

De oorzaken van het buitengewoon geringe begrip, dat 
het grootste deel der leerlingen van de wiskunde heeft 
zijn de volgende: 

De taalleeraren van de humanistische richting, die zelve 
weinig of niets begrijpen van de wiskunde, laten zich 
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tegenover de scholieren minachtend uit en versterken bij 
hen den afkeer van die wetenschap. De leerlingen zelve, 
die wegens gebrek aan vlijt of oplettendheid de wiskunde 
niet begrijpen, beschouwen dat vak als zoo buitengewoon 
moeielijk, dat een normaal mensch het nooit of slechts met 
de grootst mogelijke inspanning kan begrijpen, en geven 
zich dus in het geheel geen moeite er voor. De leerlingen, 
die vlijtig en oplettend zijn, en desniettemin niets noemens- 
waard van de wiskunde terecht brengen, laten zich ge- 
deeltelijk door de schijnbare mislukking van hun pogingen, 
gedeeltelijk door gepraat van hun medeleerlingen over- 
tuigen, dat zij van dat vak toch niets kunnen maken. Zij 
leggen het bijltje er bij neder ofschoon juist in de wiskunde 
de grondstelling, dat volharding het doel doet bereiken, in 
het bijzonder in het oog moet worden gehouden. Tenge- 
volge van deze verschijnselen verliest ten slotte de leeraar, 
wien slechts een beperkte tijd ter beschikking staat, het 
geduld, en gaat verder om het programma op tijd af te 
werken. Daarbij let hij dan hoofdzakelijk op de weinigen, 
die begrip en belangstelling toonen, terwijl hij zich om de 
anderen niet zeer veel bekommert. Ik heb een leeraar ge- 
had, die een buitengewoon geduld toonde, en zich alle 
mogelijke moeite gaf zijn leerlingen iets bij te brengen, 
maar wien ten slotte niets anders overbleef dan den be- 
schreven weg te volgen. Desniettemin heeft hij in volgende 
jaren steeds weder beproefd, de zwakke leerlingen op de 
hoogte te brengen; hij slaagde echter zelden. Ik heb hem 
dikwijls inwendig gelijk moeten geven, als hij zijn lot be- 
klaagde, en de taak van wiskundeleeraar als eene der 
ondankbaarste op de wereld kenschetste. | 
„Welke middelen toegepast moeten worden om bij de 
leerlingen goede vorderingen in de wiskunde te verkrij- 
gen, volgt uit het voorgaande van zelf: Het aantal uren 
voor wiskunde moet vergroot worden, zoodat de leeraar 
den tijd verkrijgt, zich meer bezig te houden met elken 
leerling afzonderlijk, en er gelegenheid is, het behandelde 
meermalen te herhalen. Voortdurende herhaling is in het 
bijzonder in de eerste jaren, waarin slechts de meest ele- 
mentaire onderwerpen behandeld worden, dringend noodig, 
zoodat de grondslagen stevig gelegd kunnen worden, die 
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noodig zijn voor het begrijpen van het later volgende. De 
legende moet verdwijnen, dat de wiskunde moeielijk of in 
het geheel niet begrepen kan worden. De wiskunde leeraar 
zet dit misschien zijn leerlingen grondig en uitvoerig uiteen ; 
deze goede invloed van den wiskundeleeraar op zijn leer- 
lingen mag echter niet worden ondergraven; zeer zeker 
niet door andere leeraren. 

Ik heb als student een leerling van de hoogste klasse 
eener hoogerburgerschool les gegeven in wiskunde, en ben 
daarbij te werk gegaan naar de ontwikkelde grondbegin- 
selen. De bedoelde leerling had, toen de lessen begonnen, 
geen flauw besef van de wiskunde, en beschouwde deze 
als iets geheel onbegrijpelijks, dat slechts door begaafden 
kon worden begrepen. Ik ben bij die lessen geheel van 
voren af aan begonnen, en heb in betrekkelijk korten tijd 
den leerling een voldoende kennis bijgebracht. Bij het 
eindigen der lessen zeide hij zelve, dat hij nooit gedacht 
had, dat de wiskunde zoo eenvoudig was, als zij hem nu 
bleek te zijn. 


XX. Nederlandsche boeken over Differentiaal= en 
Integraalrekening. 


In 1907 verscheen „Graphische voorstellingen en de be- 
ginselen der differentiaal- en integraalrekening” door F.J. 
Vaes (Uitgever P. Visser, Azn., Haarlem). Daarin was op- 
genomen, wat de schrijver eenige jaren te voren in ver- 
schillende klassen had behandeld betreffende graphische 
voorstellingen, en een wijze van bespreking van de diffe- 
rentiaal- en integraalrekening, die hem gebleken was te 
kunnen worden begrepen door leerlingen van de 4e klasse 
eener H.B.S. Bovendien waren een aantal toepassingen 
opgenomen op werktuigkunde en natuurkunde; verder ten 
behoeve van scheikundigen en physiologen de uitwerking 
van een aantal integralen, die in de theoretische scheikunde 
optreden; en ten behoeve van technici, eenige kromme 
lijnen. De 

In 1917 was een nieuwe druk noodig, en het boek werd 
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toen gesplitst in twee deelen: le. „Graphische voorstellingen”, 
2e. Beginselen der differentiaal- en integraalrekening. 

Het le deel werd uitgebreid met een inleidend hoofd- 
stuk, terwijl eenige nieuwe hoofdstukken werden toege- 
voegd. 

Vooreerst werd een inleiding gegeven met eenige een- 
voudige graphische voorstellingen: de wijze waarop 
graphische voorstellingen ontstaan; het optreden van 
empirische kromme lijnen ; het in teekening brengen van 
algebraïsche vergelijkingen met twee onbekenden, dus de 
ontwikkelingsgang van at statistische voorstellingen tot 
vergelijkingen uit de analytische meetkunde. Daarna 
volgt wat ook in den eersten druk voorkwam, hier en daar 
uitgebreid met vraagstukken, en met een enkel hoofdstuk 
(uitrekken en indrukken van figuren, goniometrische func- 
ties). Geheel nieuw is wat daarna volgt: de drieterm van 
den tweeden graad, vormen van anderen graad, onbepaalde _ 
vergelijkingen, rekenkundige reeks, ellips, hyperbool, 
parabool. De gemengde opgaven aan het eind van het 
boek zijn met een aantal vermeerderd. 

Het 2e deel werd eveneens uitgebreid : het gedeelte over 
integraal-rekening werd veel uitvoeriger behandeld, en 
daardoor voor den leerling gemakkelijker gemaakt; het 

begrip limiet werd uitvoeriger besproken; enz. 

__Het boek behandelt o.a. : limieten, onbepaalde waarden, 
de afleiding van de differentiaalqguotiënten van verschillende 
eenvoudige algebraïsche en goniometrische functies, en 
het differentiëeren van een functie in eenvoudige gevallen. 

Het begrip differentiaalquotiënt is als volgt verkregen : 
Er is een weg geteekend met verschillende hellingen ; 
daaronder is een teekening gemaakt, waarin de steilte van 
die hellingen is aangeduid. Daarna is een weg geteekend, 
waarvan de helling voortdurend verandert; daaronder is 
weder een voorstelling gegeven van den veranderlijken 
hellingshoek. De daarbij gevolgde handelwijze kan op alle 
kromme lijnen worden toegepast; men stuit dan echter op 
bezwaren bij het teekenen, en wordt er daardoor toe ge- 
leid bij de teekening nog een berekening te maken, die 
aanleiding geeft tot het ontstaan van het differentiaalguotiënt. 

De integraal is opgevat vooreerst als omkeering van een 
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differentiaal, maar ook als voorstelling van een oppervlak. 
Als toepassingen worden een aantal oppervlakken van 
figuren en inhouden van lichamen berekend, en verder 
behandeld: arbeid, druk van een vloeistof, perspunt, 
potentiaal, electrische spanning, traagheidsmomenten. Een 
afzonderlijk hoofdstuk is gewijd aan logarithmen en het 
getal e, met toepassingen op samengestelden intrest, licht- 
intensiteit, afkoeling, luchtdruk, wrijving, arbeid bij uit- 
zetting, inductiestroom, reactie-snelheid, electriciteit. 

Daarop volgt het differentiëeren van een product en van 
een quotiënt met toepassing op: lensformule, uitstroomen 
van een vloeistof, de adiabaat, raaklijnen aan kromme lijnen, 
oppervlak van een ellips, en een parabool, inhoud van 
omwentelingslichamen, oppervlak van een draaiende vloei- 
stof, nog eens ‘onbepaalde vormen, maximum- en minimum- 
waarden. 

Met het oog op eenige bijzondere integralen, die in de 
„ waarschijnlijkheidsrekening voorkomen wordt dan de par- 
tiëele integratie besproken. Gedempte slingering, vorm van 
gelijken weerstand tegen uitrekking, dubbele integralen, 
en voor technici: het teekenen van cycloïden. 

De integralen ten behoeve van scheikundigen zijn weg- 
gelaten, omdat gebleken ís, dat van die zijde geen belang- 
stelling was. Er is nu echter gevraagd, door een practisch 
scheikundige om ze in een eventuëel volgenden druk 
weder op te nemen. 


In 1909 verschenen drie boeken: le. Wiskundige hoofd- 
stukken, 2e. Differentiaalrekening voor den technicus, 3e. 
Integraalrekening voor den technicus, door W. J. Heyde- 
man. Van le. kwam een tweede druk in 1914. (Uitgever 
ZE. Kluwer, Deventer). 

Het eerste boek bevat OE uit de hoogere 
algebra en de analytische meetkunde, die noodig zijn om 
het tweede en derde boek te kunnen volgen, nl. de bino- 
miaalformule, logarithmen, e, aard der getallen (de Moivre), 
functies van allerlei aard, limieten, kromme lijnen (middel- 
lijnen en symmetrieas, top, raaklijn, buigpunt, keerpunt, 
dubbelpunt, takken, asymptoot, maximum en minimum, 
amplitude, phase, golflengte, asymptotisch punt), terwijl 
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van de kromme lijnen behandeld worden: de parabool, 
kubieke parabool, semi-kubieke parabool, exponentiëele 
kromme, kettinglijn, sinussoïde, gedempte sinussoïde, tan- 
genslijn, hyperbolische spiraal, spiraal van Archimedes, 
lemniscate, cirkel, ellips, hyperbool, en de eycloïden. 
Verder worden ruimtecoördinaten besproken en worden 
behandeld: het platte vlak, de ellipsoïde, elliptische kegel, 
wig van Wallis, cilinder, omwentelingsparaboloïde, schroef- 
vlak en schroeflijn, conoïde, conische schroeflijn, loxodrome. 

Verder worden besproken: rekenkundige, harmonische, 
en meetkundige reeksen ; convergentiekenmerken ; algebra- 
ische vergelijkingen, benadering der wortels ; en ten slotte: 
partiëele breuken. 

Blijkbaar waren het 2e en 3e boek te uitgebreid voor 
het doel, want in 1918 verscheen een Beknopte uitgave, 
waarin „de Differentiaal- en integraalrekening voor den 
technicus” in één deeltje zijn samengevat (Uitgever Kluwer). 
Daarbij rekent de schrijver er op, dat men zijn „Wiskun- 
dige hoofdstukken” kent. Hij leidt het begrip differentiaal- 
quotiënt af door onmiddellijk een kromme lijn te teekenen 
met een raaklijn, die als grensstand van een snijlijn be- 
schouwd wordt, en geeft na een paar rekenvoorbeelden 
dadelijk de regels voor differentieeren van een logarithme 
en een macht. Daarbij wordt gewerkt met differentialen. 
Eveneens wordt dadelijk het differentiëeren van een pro- 
duct en van een quotiënt besproken; ook dat van een 
exponentiëele functie, sinus, cosinus, tangens, cotangens, 
boogsinus, enz. 

Toepassingen: raaklijnconstructie bij een cycloïde, ket- 
tinglijn (die in Wiskundige hoofdstukken zijn besproken). 

Daarna Volgt differentiëeren van impliciete functies; 
tangens, subtangens, normaal, subnormaal; afgeleiden van 
hoogere orde ; kromming ; buigpunten, keerpunten ; maxima 
en minima, alles met vraagstukken. 

Ook de reeksen van Maclaurin en Taylor; onbepaalde 
uitdrukkingen; functies van twee onafhankelijk verander- 
lijken ; omhullende. 

Het integreeren wordt opgevat als omgekeerde bewer- 
king van het differentiëeren; als toepassing wordt een op- 
pervlak berekend; zulk een oppervlak is noodig om tot 
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het begrip „bepaalde integraal” te komen. Na de gewone 
regels voor integreeren, die gevonden worden door verge- 
lijking met de uitkomsten van het differentiëeren, geeft de 
schrijver „practische regels” voor het vervormen van de 
functie onder het integraalteeken. Uitvoerig behandelt hij 
de integraal van een breuk, waarvan de teller van de 
onbekende athangt, en de noemer van de tweede macht 
van de onbekende. 

Als toepassing worden eenige oppervlakken van figuren 
lengten van lijnen en inhouden van lichamen berekend, 
en eenige traagheidsmomenten. 


In 1919 verscheen „Inleiding tot de hoogere wiskunde, 
behandelende grafische voorstellingen en de beginselen 
der differentiaal- en integraalrekening” door H. A, Derksen 
(Uitgever W. J. Thieme & Cie, Zutphen). De schrijver 
heeft dus vereenigd, wat de hiervoor genoemde schrijvers 
ingevolge ervaring, of om hun boek niet te dik te maken, 
hadden gescheiden, nl. de grafische voorstellingen van de 
differentiaal- en integraalrekening. 

De schrijver begint het begrip functie te verklaren, en 
behandelt dan de rechte lijn, het oplossen van twee ver- 
gelijkingen met twee onbekenden, den cirkel (ook de 
machtlijn), meetkundige plaatsen, de parabool, de algemeene 
vorm van den tweeden graad, maxima en minima van den 
tweeden graad, het grafisch bepalen van de wortels van 
een functie van den derden graad, maxima en minima 
daarvan, de algemeene vergelijking van den vierden graad, 
de hyperbool, oplossing van stelsels van hoogeren graad 
met twee onbekenden, scheefhoekige coördinaten, pool- 
coördinaten, kegelsneden. 

De differentiaalrekening begint met te spreken over 
oneindig kleinen van verschillende orde, en limieten; 
differentialen en differentiaalquotiënten worden besproken 


bij een parabool. De afgeleide van «” wordt bepaald voor 
geheele en gebroken waarden van m, terwijl zonder be- 
wijs wordt aangenomen, dat de regel ook doorgaat voor 
onmeetbare waarden van m. De schrij ver behandelt dadelijk 
het differentiëeren van een product en van een quotiënt, 


198 


het differentiëeren van functies van functies, van expo- 
nentiëele en logarithmische functies, van goniometrische 
en ecyclometrische functies. Ook bespreekt hij hoogere 
differentiaalquotiënten, buigpunten, concaaf en convex, 
differentiaal van impliciete functies. Daarna nog iets over 
maxima en minima, en verder meetkundige toepassingen 
(raaklijn en normaal, kromme lijnen in poolcoördinaten, 
asymptoten en buigpunten daarbij.) 

Het integreeren wordt ook weder opgevat als tegenge- 
stelde van differentiëeren ; de eenvoudigste gevallen worden 
genoemd ; de bepaalde integraal wordt opgevat als opper- 
vlak. Toepassingen: oppervlak van een ellips, van een 
figuur door drie parabolen begrensd; oppervlakken in 
poolcoördinaten (lemniscaat), lengte van bogen, inhouden 
van omwentelingslichamen, oppervlak daarvan. 


Men ziet bij de drie schrijvers drie verschillende opvat- 
tingen, zoowel van het aan de differentiaalrekening voor- 
afgaande als voor die rekening zelve. Bij H. een zeer 
uitgebreide voorbereiding, meer dan voor de differentiaal- 
en integraalrekening alleen noodig is; bij D. en bij V. een 
meer beperkte voorbereiding. D. let meer op eigenschap- 
pen uit de analytische meetkunde, V. meer op het gra- 
phisch voorstellen, H meer op kennis van kromme lijnen 
en oppervlakken. Het werk van D. is bedoeld als een 
begin van den cursus aan Universiteit en Technische 
Hoogeschool, de boeken van H. gaan veel verder, en wil- 
len aan personen, die niet in de gelegenheid zijn, zulke 
cursussen te volgen, een overzicht geven, dat voldoende 
is voor de praktijk. De boeken van V. waren van den 
aanvang af bestemd om te worden doorgewerkt op hoogere 
burgerschool en gymnasium tusschen of naast de andere 
wiskunde. F. J, VAES. 
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lets over kegelsneden in verband met het elementair 
meetkunde-onderwijs 
DOOR 
D. J. KRUIJTBOSCH (den Haag). 


Het verdient aanbeveling enkele eigenschappen der 
kegelsneden te behandelen bij ’t onderwijs in de meetkunde 
aan onze middelbare scholen, omdat deze krommen bij ’t 
onderwijs in natuurkunde, werktuigkunde en het teekenen 
telkens ter sprake komen. Men geve echter niet te veel 
eigenschappen, en leide deze;zooveel mogelijk zuiver meet- 
kundig af. Als voorbeelden van meetkundige plaatsen 
bij de behandeling van dit voor jeugdige leerlingen zoo 
lastige onderwerp, wekken zij belangstelling, verruimen 
het inzicht, en laten geen plaats meer voor de naar mijn 
ondervinding zoo dikwijls gebleken overtuiging der leer- 
lingen, dat een meetkundige plaats in het platte vlak 
steeds een rechte lijn of cirkel moet zijn. Mijn ervaring 
heeft me geleerd, dat leerlingen gaarne deze krommen 
construeerden, en de tijd hieraan besteed is beter gebruikt 
dan aan ’t oplossen van die vraagstukken, waarvoor alleen 
kennis van formules, maar geen meetkundig inzicht wordt 
vereischt. 

Het ligt niet in mijn bedoeling een volledige methode 
voor de elementaire behandeling der kegelsneden te ont- 
werpen. De voornaamste eigenschappen van ellips en 


hyperbool, en de vergelijkingen (5 sE 4 EE 1) dezer krom- 


men worden eenvoudiger met behulp van de eerste be- 
paling (som of verschil der afstanden tot twee gegeven 
punten is standvastig) dan met behulp van de tweede 
bepaling (verhouding der afstanden tot een gegeven punt 
en een gegeven lijn is standvastig) afgeleid. Het nadeel 
van deze methode is echter, dat er hoegenaamd geen ver- 
band schijnt te bestaan tusschen de ellips en hyperbool 
eenerzijds, en de parabool anderzijds, omdat deze laatste 
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slechts met behulp van brandpunt en richtlijn te defini- 
eeren is. 

‚ Het lijkt me daarom een stap in de goede richting om 
bij de eerste kennismaking met deze drie belangrijke 
krommen voor alle drie een eensluidende bepaling te geven 
en wel deze: een kromme, die de meetkundige plaats is 
van alle punten, wier afstanden tot een gegeven punt 
(brandpunt) en een gegeven rechte (richtlijn) een stand- 
vastige verhouding hebben. Deze verhouding kan kleiner 
of grooter dan 1 zijn (ellips en hyperbool), terwijl men in 
’t overgangsgeval, als deze verhouding —=1, de parabool 
verkrijgt. Vervolgens kunnen dan op eenvoudige wijze voor 
ellips en hyperbool de brandpuntseigenschappen afgeleid 
worden, terwijl dan tevens zal blijken dat de parabool 
geen tweede brandpunt of tweede richtlijn bezit. 

Deze methode, welke ik nergens aantrof, zal ík verder 
toelichten. 

Stel F is het brandpunt en AB de richtlijn der kromme 
(fig. 1), terwijl FA ! AB is getrokken. Men vindt op FA 
twee punten der kromme door FA ín- en uitwendig door 
Cen D te verdeelen in twee stukken, wier verhouding 
gelijk is aan de gegeven standvastige verhouding. Is 
deze verhouding e« (numerieke excentriciteit) { 1, dan 
liggen C en D aan dezelfde zijde der richtlijn, ise > 1, dan 


liggen C en D aan verschillende zijden der richtlijn. Met 
behulp der gegeven bepaling wordt direct ingezien, dat in 
beide gevallen alle overige punten der kromme liggen 
rechts van C en links van D, zoodat in ’t tweede geval de 


kromme zal bestaan uit twee van elkaar gescheiden 
takken. 
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Bepalen we ons nu, duidelijkheidshalve, tot het eerste 
geval. Nadat enkele punten der kromme *) zijn bepaald, is 
er plaats voor het vermoeden, dat beide deelen der kromme, 
die respectievelijk door C en D gaan, symmetrisch zijn ten 
opzichte van de middenloodlijn van CD, en dat het tweede 
deel eveneens een eigen brandpunt G en een eigen richt- 
lijn HK bezit, welke we vinden door DG =CF te nemen 
en DH = CA en vervolgens HK loodrecht op ACD te trekken. 
Natuurlijk wordt dan eveneens GH door D en C in- en 
uitwendig in de gegeven verhouding verdeeld. 

Bewijzen we nu, dat de verhouding der afstanden MG en 
ML van een willekeurig punt M der kromme tot G en HK 
eveneens e bedraagt. Daartoe trekken we EF en LG, ver- 
lengen deze lijnen, trekken daarna door C en D twee 
loodlijnen op AH, die EF, LG en hunne verlengden resp. 
in N,S, R en P ontmoeten. Dan is: 

NES OBE DES RE ot 
NE SRA DA ERD 


en omdat TESS moet derhalve M liggen op een cirkel 


met NR als middellijn (cirkel van Apollonius). Nu blijkt 
onmiddellijk, dat PS eveneens een middellijn van dezen 
cirkel is, zoodat dus 

NLG de na se Eee G Orr oe 

Minas Plien OH 

Hieruit volgt onmiddellijk: MF + MG =e (ME + ML) = 
=— € X EL = constant (hoofdeigenschap der ellips). 

Op overeenkomstige wijze wordt de hoofdeigenschap 
der hyperbool afgeleid. 

Beschouwen we ’t overgangsgeval (e =1) dan is CF = 
CA, en ligt het vierde harmonische punt D in't oneindige, 
de kromme heeft aldus geen tweede brandpunt en geen 
tweede richtlijn, en bestaat uit één tak (parabool). Deze 
beschouwingen geven nog aanleiding tot een eenvoudige 
constructie van ellips- en hyperboolpunten, als brand- 
punten en richtlijnen gegeven zijn. Ook deze constructie 
heb ik nergens aangetroffen. 


ì) Van oneindige punten kan hier geen sprake zijn, omdat de 
maximumwaarde van den afstand van een punt tot de richtlijn 
gelijk DA is, 
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Van de AA EMF en LMG is bekend: 
MF_ MG _, 
ME ML 952 
terwijl FEM = /GLM =p, waaruit direct volgt: / EFM + 
+ /ZLGM==180°, en daaruit volgt weer na korte herlei- 
ding: Z FMG = 2. 
Dit geeft aanleiding tot de volgende constructie: 
Trek door de brandpunten F en G een willekeurige cirkel 
(fig. 2), en verbind het midden T van den ondersten boog 


Fig. 2. 


FG met F, verleng deze lijn, totdat ze de richtlijn AB in 
V ontmoet, dan zal de lijn door V//AH getrokken, den 
cirkel in twee punten X en Z van de bovenste ellipsboog 
snijden. | 

Voor de hyperbool geldt ongeveer dezelfde beschouwing. 
We geven ten overvloede nog de constructie voor de 
punten dezer kromme (fig. 3). Hiervoor kan dezelfde be- 


Fig. 3. 


schrijving dienst doen, behalve dat de lijn TF zelf, en niet 


De a 
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haar verlengde de richtlijn AB in V snijdt, terwijl T het 
midden van de bovenste boog FG voorstelt. 

Natuurlijk kan bij de eerste constructie p een bepaalde 
grens niet overschrijden, deze maximum waarde wordt 
gevonden uit de betrekking tg op mn (e —= lineaire excen- 
triciteit en b== halve korte as); het is me echter niet gelukt 
deze quaestie zuiver meetkundig op te lossen. Ontegen- 
zeggelijk is de methode van DANDELIN om in den kegel 
zelf de „sneden” aan te brengen en met behulp van raak- 
bollen de brandpunt-en richtlijn-eigenschappen af te leiden, 
de fraaiste; ze is echter ongeschikt voor hen, die nog niet 
of slechts weinig gevorderd zijn in de stereometrie. 


NASCHRIFT. In de vierde klasse der H.B.S. hoort de 
leerling spreken over hyperbolen bij uitzetting van gassen, 
over parabolen bij kogelbanen, over ellipsen bij teekeningen 
betreffend cosmografie. Juist omdat de drie vakken gewoonlijk 
verdeeld zijn over twee of drie verschillende leeraren, 
wordt zelden gesproken over het verband tusschen, en de 
wijze van ontstaan van de kromme lijnen, hetzij volgens 
de bekende definities, hetzij als kegelsneden. Het onderwerp 
door den heer K. besproken, is daarom wel een nadere 
studie waard. . Red. 


Over binnen- en buitenbissectrices 
DOOR 


J. N. VISSCHERS ('s-Hertogenbosch). 


Zij CD =a in den vlakken A ABC de binnenbissectrice 
van ZC. Neem CG =x, CE=CF=a en trek DE. Nu 
heeft men: 

4 A BCD = A ACD — A ADE 
A DCG = A ACF — A ADE. 
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Maar / DCG =ZACF =/ADE=/B-—A, dus als wij 
AD =m en BD =n stellen, #? = ab — mn (fig. 1). 


C 


Fig. 1. 
Is CD de buitenbissectrice, dan komt E op het verlengde 
van AC. Wij hebben dan: 
A BCD = A ADE — A ACD 
‚ A DCG = A ADE — A ACF. 
Maar ZADE=/ACF=/B-—ZA en 4 DCG =180° — 
(LB —4Z A), dus: 
T° = mn — ab. 
Men kan de formule voor « in dit laatste geval echter 
ook vinden door CD te beschouwen als binnenbissectrice 
van ZD in A ADE (fig. 2). 


A 6 Bink JD 
Fig. 2. 
Is ABC een boldriehoek, CD == de binnenbissectrice 
van ZC, die AB in D snijdt, AD =m, BD = n,-dan heeft 
men in driehoek ADC. 


cos m==cosbcosrsinbsinwcos;C . Ed) 
en in driehoek BDC: 
COSn = cosacosxvd-sinasinvecosiC. . . (2) 


Vermenigvuldig (1) met sina en (2) met sinb, trek 
daarna (2) af van (1), dan komt: 
cos m sin a — cos n sin b - 
sin (a — b) 


COS  = 


(5) 
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Door toepassing van het theorema van Stewart op drie- 
hoek ABC vinden wij: 
sin m COS a + sin n cos b 


Bil hRAEN Zen a) 


Met behulp van de evenredigheid : 


COS L = 


sin m:sin=—=sinb: sina 
is (4) te herleiden tot: 


Slade 


COS F4 bi == . . Ld . . 
cos m sin a + cos n sin b 5) 


Door vermenigvuldiging vau (3) en (5) vinden wij: 
sin (a + 6) _ sin (n + m) 
sin (a —b) © sin (n — m) 


tgattgb. tent tg m 
tga—tgb tgn tgm 


COS? x= 


(6) 
of GOS? x= 


(1) 


Is CD de buitenbissectrice, dan komt men langs dezen 
weg tot: 


5 …_ Sin (a— b) sin (n + m) 
Sel TP An (a 4 b) X sin (n — m) (6) 
of GORE tgnttgm, tga ttgb (9) 


tgn —tgm  tga—tgb 


Door deze formules zijn binnen- en buitenbissectrice 
bij een boldriehoek dus uitgedrukt in de zijden om den 
hoek en de stukken op de overstaande zijde. In Mathesis 
4e serie, deel 4, bladz. 59—63, heb ik aangetoond, dat men 
__voor de binnenbissectrice heeft: 


EL =j4(a4b) naar gelang a+ b <=>) 180° is. 
Het teeken voor de binnenbissectrice is dus bepaald. 


Gelijk bekend, zijn er twee buitenbissectrices bij één hoek, 
die elkaars supplement zijn. 
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lets over Kepler 
DOOR 
J. VERSLUIJS (Locarno, Zwitserland). 


Wallenstein, die een groot lief hebber van sterrekunde 
en sterrewichelarij was, kreeg in 1627 van zijn keizer het 
landschap Kasan, als delging eener schuld. Ook werd hem 
de sterrekundige Kepler toegevoegd, met de verbindtenis, 
aan dezen 12000 gulden te betalen, welke Kepler van den 
keizer te vorderen had. De brief van Wallenstein, waarin 
hij den bestuurder van Sagan beveelt, „den bekwamen en. 
zeer ervaren man” een goede woning te bezorgen en met 
behoorlijke betaling op te nemen, bestaat nog. Zijn geld 
heeft Kepler nooit gekregen, en in de gunst van Wallen- 
stein is hij verdrongen door den sterrewichelaar Seni, 
zoodat hij armoedig in Sagan geleefd heeft, tot hij op een 
reis naar den Rijksdag in Regensburg, waar hij hoopte, 
het hem toekomende geld te krijgen, in 1630 overleed. Een 
klein huis in de Hospitaalstraat te Sagan draagt het op- 
schrift: „Op den toren, die tot 1848 op de plaats van dit 
huis stond, onderzocht Kepler in de jaren 1628—1630 de 
wetten des hemels.” | 

‘Ontleend aan: „Aus den Chroniken Schlesischer Städte. 
Von Valeska Gräfin Bethusy-Huc. Kattowits, 1911. 


Waar zit de fout? 


Op bladzijde 78 kwam de volgende mededeeling voor: 

Ieder punt binnen een cirkel is middelpunt. 

Bewijs: Zij de cirkel gegeven door de vergelijking 
xv? Jy? =r?, waarbij de X-as door het punt P (e.o) gekozen 
is. We nemen nu een willekeurig punt Q («, 4) op den cirkel. 
Stelt men PQ =wu, dan is: 

ure — ee? Hyt=(r—e Art at zer rr 
of: u (etri Ar) a ae a 
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Nu bepalen we den grootsten en kleinsten afstand van 


P tot den cirkel door ie aan 0 gelijk te stellen. 


Daar evenwel: 
du e 45 
de verte) al: 
volgt hieruit: e = 0, zoodat dus P met M samenvalt. Q. E. D. 


In bovenstaande redeneering schuilt m.i. de volgende 
fout. Het punt P is als vast punt aangenomen, waarvan de 
coördinaat a, in het algemeen van nul verschilt. Het gaat 
dus niet aan, in (2) e als veranderlijk te beschouwen en op 
te lossen. De coördinaat x is de veranderlijke. 

In de theorie der maxima en minima leert men, dat deze 


gevonden worden door Ee ==) of = ,te stellen. Zoo geeft 


eek! 
Deal 
Het schijnbaar vreemde hierin, wordt weggenomen, als 
men bedenkt, dat de cirkel zich niet bepaalt tot het zicht- 
bare gedeelte ervan, maar dat bij iedere waarde van z, 
een, zij het dan ook imaginaire, waarde van y behoort 


(2) dus woo of u —0, derhalve #= of #— 


Gaan we uit van # =—oo en doorloopen we nu met x 
alle waarden van — oo tot + 0, 
Voor #—=— oo heeft wv een oneindige waarde. Dit zegt 


dus niet anders, dan dat de afstand der beide isotrope 
cirkelpunten tot P, reëel en oneindig is. 
Tusschen #=— oo en #=-—r, is het punt Q imaginair, 
doch heeft een reëele afstand tot P, zooals uit (1) blijkt. 
De waarde van u, blijft reëel en daalt geleidelijk. 
Tusschen &=—r en #=+tr, is het punt Q reëel en 
u blijft geleidelijk dalen. 


e? Hr? 


Tusschen #=J-r en &= De is Q imaginair en daalt 
Eet J e° Jr? 
u weer geleidelijk, totdat w=0 wordt voor #@ == epe 


Voor nog grootere waarden van x, worden, zoowel Q, als 
u, imaginair. 
Delft. C. L. DOORMAN, 
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Boekbespreking, 


D. H. Tu. VOLLENHOVEN. De Wijsbegeerte der Wiskunde 
van theistisch standpunt, 1918. *) 

Het werk is gesplitst in 5 deelen; deel l is construeerend, 
deel IL historisch, deel III refereerend, deel IV critisch, 
deel V thetisch. 

Het EERSTE deel (pag. 6—19) bevat één paragraaph 
($ 1) onder het opschrift: „Aprioristische constructie der 
mogelijke oplossingen van de voornaamste problemen.” 
Wijl heel het boek gespeend is aan den geest der specu- 
latieve school van HEGEL en BOLLAND, zal men zich teleur- 
gesteld zien indien men in de „aprioristische constructie” 
een antiek of modern geknutsel van getallenmystiek hoopt 
te ontdekken. Met „constructie” is hier slechts bedoeld: 
afleiding uit bepaalde axioma's der kenleer en metaphysica. 
Zoo wordt onderzocht, welke antwoorden eenerzijds het 
monisme in zijn twee schakeeringen, materialisme en psy- 
chomonisme, en anderzijds het dualisme (het stelsel, dat 
het qualitatief verschil van geest en stof erkent) op de 
grondvragen van de theorie der wiskunde krachtens inner- 
lijke consequentie moet geven. De bedoeling van dit eerste 
deel is dus slechts ’t opsporen van den wijsgeerigen 
ondergrond te vergemakkelijken, die vaak onbewust aan- 
wezig is bij het poneeren van menige stelling in de theorie 
der wiskunde. 


Het TWEEDE deel (pag. 20-138) gaat in de geschiede- 
nis tot op KANT de ontwikkeling na van de drie hoofd- 
richtingen. Het bevat 3 paragraphen (SS 2—4): 8 2 behan- 
delt het empirisme (de consequentie van het materialisme 
in de kenleer, die aan de theorie der wiskunde ten grond- 
slag ligt); $ 8 het formalisme, de consequentie van het’ 
psychomonisme; $ 4 het intuitionisme, de consequentie van 
het dualisme. Dit tweede deel gaat niet verder dan + 1830, 
omdat uit dien tijd en daarna de nieuwe vondsten der 


*) Op verzoek der redactie geeft de schrijver zelve een overzicht 
van zijn dissertatie. : 
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mathesis stammen, die in het derde deel afzonderlijk 
worden behandeld. 


Het DERDE deel (pag. 139 —199) refereert achtereenvolgens 
in 5 paragraphen ($ 5—9) de niet-euclidische geometrieën 
in haar ontwikkeling en beteekenis ($ 5); de relatie-logica, 
die opkwam uit de poging de logische conversie der 
oordeelen, die men bij ARISTOTELES aantreft, tot een arith- 
metische formuleering van deze om te werken, voor 
relaties hare groote beteekenis ziet erkend, maar in haar 
vorm als ondergeschikt aan de logische norm wordt be- 
vonden, waarna wordt aangetoond, hoe haar generaliseering 
niet op wetenschap berust, maar louter op ’t monistisch 
wijsgeerig dogma: er bestaan slechts relaties, geen dingen 
(relativisme) (8 6). Voorts passeert de „Gegenstandstheorie” 
van MEINONG de revue ($ 7), die, wijl antipsychologistisch 
van tendenz, met instemming wordt begroet als gedeeltelijke 
bondgenoote in den strijd tegen het monisme. In $ 8, ge- 
titeld „De herleving der leer van de actueele oneindigheid”, 
wordt CANTOR's theorie van de tweede getalklasse bestre- 
den: de mogelijkheid tot in 't eindelooze door te tellen of 
nieuwe Gegenstände te poneeren wordt hier verward met 
het voltooid gesteld zijn van een oneindig getal: w wordt 
van symbool een getal, wat echter strijdt met de genetische 
getal-definitie die CANTOR zelf geeft, en die hij dus niet 
mag verwisselen met een andere niet-genetische maar 
omvang-aangevende-definitie. Dit wijst op een dooreen war- 
ren van mogelijkheid en werkelijkheid, op rationaliseering 
van het gegevene, op Spinozisme. „De arithmetiseering 
der geometrie” wordt in $ 9 deels gewaardeerd, deels, 
voorzoover het monisme hier de feiten weer ziet in het 
licht van een verkeerde theorie, bestreden met een critiek 
op DEDEKIND's snede-begrip, dat leidt aan innerlijke con- 
tradictie (t snedepunt a is volgens DEDEKIND ’t grootste 
lid der reeks getallen <a, en ’t kleinste lid der reeks ge- 
tallen >a) | 


Het critisch, VIERDE hoofdstuk (IV, pag. 200— 403) is 
gesplitst in drie onderdeelen, die telkens de critiek leveren 
op een der drie hoofdrichtingen. 

Wiskundig Tijdschrift, 15e Jaargang. 14 
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Het eerste onderdeel (IV A, pag. 200—210) geeft in $ 10 
slechts kort de karakteristiek van ’t nieuwere empirisme 
in de wiskunde. Mor, Pascm wordt hier een als 
opvolger van MILL c.s. _ 

Het tweede onderdeel (IV B, pag. 211—358), aan het for- 
malisme gewijd, bevat drie paragraphen (SS 11—13). 

De eerste ($ 11) is een historische uiteenzetting aangaande 
het monistisch idealisme in de wiskunde na KANT en sluit 
met een. karakteristiek. De laatste twee zijn twee 
monographieën : 

De eerste ($ 12) is die van G. MANNOURY, die, hoewel 
niet de belangrijkste in ’t algemeen en daarom slechts 
kort behandeld, vooral werd gekozen als van belang voor 
’t Nederlandsche publiek en als type van 't consequent nomi- 
nalisme, dat eindigt in NIETZSCHE'S lust- en onlust-leer. 

De tweede monographie ($ 13) handelt over B. A. W. 
RUSSELL, van wien alle werken en artikelen tusschen 1896 
en 1916 verschenen, worden besproken en wel in histo- 
rische volgorde, welke ’t voordeel biedt de ontwikkeling, 
beter de verwording van zijn aanvankelijk dualistische 
stellingen tot monistische duidelijk in ’t licht te kunnen 
stellen. 

Het derde onderdeel (IV C, pag. 339 - 482) is onderverdeeld 
evenals het tweede (SS 14—16). 

In $ 14 vindt men de geschiedenis en karakteristiek 
van het na-Kantiaansche intuitionisme. BOLZANO is type 
van de eerste groep der aanhangers van deze richting : 
ze verwerpen de Kantiaansche leer der aanschouwings- 
vormen o.a. terwille van de nieuwere ontdekkingen. 
Lotze c.s. verwerpen de nieuwe vondsten der wiskunde 
terwille van de oud-Kantiaansche opvatting, die ruimte en 
euclidische ruimte vereenzelvigde. Bij LoTzE vindt men 
echter als belangrijkste aanwinst de erkenning van de 
realiteit der successie (eerst nà 1879) wat èn de arithme- 
_tiseering der geometrie èn de breuk met de monistische 
wijsbegeerte van den godsdienst ten goede komt. Intuitie 
wordt dan onderscheiden in concrete, practische, analytische 
en metaphysische intuitie. Object van de eerste is een be- 
paalde gewaarwording, ze is ‘t onmiddellijk „weet’ hebben 
van wat beleefd wordt. De tweede ziet op ’t vanzelf-spre- 
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kende in ’t leven en heeft, dit tegenover het pragmatisme, 
slechts waarde om problemen te ontdekken en te stellen, 
niet om ze op te lossen, zooals BERGSON vaak schijnt te 
meenen. De analytische intuitie grijpt onmiddellijk de ge- 
lijkheid of ’t verschil van twee concreet-intuitieve gegevens. 
De metaphysische intuitie is ’t onmiddellijk inzicht van 
identiteit bij verschil van ruimtelijke en tijdelijke localisatie. 
De analytische intuitie behoort als de betrekkende werk- 
zaamheid van den geest de concrete met de metaphysische 
te verbinden. 

De monographie over H POINCARÉ ($ 15)is grootendeels 
waardeerend ; object van critiek is hier, dat hij, hoe- 
wel de analytische intuitie erkennend in de arithmetiek, 
toch voor de geometrie te veel steun zoekt bij de prac- 
tische. 

De critiek in de monographie over L. E. J. BROUWER 
($ 16) is tweeledig: hij verzuimt naar een rechtsgrond der 
analytische intuitie te vragen, betwijfelt zelfs of die bestaat 
en „verklaart“ haar zoo uit de practische; anderzijds is 
de metaphysische intuitie hier monistisch geconstrueerd, 
wat in de kenleer bij de uiteenzetting van het zelfbewust- 
zijn tot contradicties voert. 


HOOFDSTUK V. Het monisme loochent de eigensoor- 
tigheid der mathematische kennis en brengt haar onder 
hetzij bij de natuurwetenschap, hetzij bij de logica. Het 
dualisme acht de tegenstelling ratioempirie te scherp om 
de een tot de ander te herleiden en moet dus de noodza- 
kelijke eenheid zoeken in een gemeenschappelijken wortel : 
de synthese apriori. Deze intuitie als grondslag der wiskunde 
moet nu in verband gebracht worden met de intuitie als 
grondslag der metaphysica 

We beginnen bij het zelfbewustzijn, ’t onmiddellijk ge- 
gevene der concrete intuitie. Daarbij moeten we onder- 
scheiden tusschen de daad en den inhoud van b.v. een 
concrete voorstelling : de voorstelling blauw is als psychische 
daad niet blauw. Maar in die inhouden moet weer onder- 
scheiden tusschen objecten en objectieven, dingen en 
relaties. ’t Aantal subjecten moet kleiner zijn dan ‘t aantal 
relaties en grooter dan één. Deze stelling is zuiver logisch 
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te bewijzen zoodra men de logische normen erkent. Maar 
deze niet te erkennen is zelfcontradictoir. Dus sluit ’% 
monisme steeds een contradictie in, zoowel in z’n relati- 
vistischen als substantialistischen vorm. De erkenning van 
de eerste logische norm (principium identitatis) vraagt haar 
toepassing en deze is slechts mogelijk door de analytische 
intuitie, Laatstgenoemde vormt dus den verbindingsschakel 
tusschen concrete en metaphysische intuïtie, maar tevens 
is ze de grondslag der arithmetiek van eerste orde, het 
onbewust onderscheidend tellen. Nadat zoo ’t verband 
tusschen wiskunde en metaphysica critisch is gelegd, wor- 
den volgens de fundeeringsmethode de onderstellingen der 
arithmetiek van tweede orde, der geometrie, der kinema- 
tica en der mechanica opgesomd. | 

De grondgedachte is dus: Op het voetspoor van AUGUS- 
TINUS, CARTESIUS en KANT is uit te gaan van het zelf- 
bewustzijn, dat verder moet geanalyseerd dan bij den 
eerste, critischer standpunt vraagt ten opzichte van de 
extramentaliteit der ruimte dan bij den tweede, en onder- 
scheiding vergt tusschen de verschillende ruimten en tus- 
schen tijd als aanschouwings- en successie als bestaansvorm 
in onderscheiding met KANT en LOTZE. 


La mécanique appliquée, théorique, numérique et graphique 
à Uusage des Constructeurs-mécaniciens, bureauxr d'études, 
ingénieurs, élèves des écoles techniques, dessinateurs, etc. par 
E. DoRGEOT. 

Paris, H. Dunod et E. Pinat, 1918, frs. 22.—. 

Dit omvangrijke werk (bijna 600 bladzijden) kan gebruikt 
worden als studieboek en als handboek op bureaux om 
iets na te zoeken. Het behandelt de toegepaste werktuig- 
kunde, en van de theoretische zooveel als noodig is voor 
de praktijk, zonder hoogere wiskunde. 

Het begint met de eenparige beweging, en behandelt 
die onmiddellijk met behulp van graphische voorstellingen. 
Aan het eind van het hoofdstuk worden de formules nog 
even bij elkander geplaatst, en worden — op de eene helft 
der bladzijden — vraagstukken opgegeven, waarnaast de - 
oplossing — op de andere helft der bladzijden — wordt 
vermeld. Deze handelwijze wordt het geheele boek door 
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volgehouden : ruim gebruik van graphische voorstellingen ; 
theoretische beschouwingen ; samenvatting der formules; 
vraagstukken ter toepassing met oplossing. 

Zoo volgen: cirkelbeweging, veranderlijke beweging, 
samenstelling van bewegingen, arbeid, ook van een ver- 
anderlijke kracht — graphisch —, waarbij het bepalen van 
een oppervlak volgens Techebitchef besproken wordt; 
samenstellen van krachten — ook in de ruimte — ; zwaarte- 
punten; evenwicht; hefboom; eenvoudige werktuigen; 
traagheidsmomenten (niet graphostatisch); centrifugaal- 
kracht ; kegelslinger ; vlieg wiel. 

Daarna: stangenveelhoek: lengte van een opgehangen 
draad, druk op pijlers, met rekenvoorbeelden; botsing ; 
wrijving ; practische vraagstukken betreffende wig, schroef, 
riemen, takels, tapwrijving, remmen, tandraderen, weer- 
stand van voertuigen. 

Als tweede gedeelte volgt dan de vastheidsleer : trek 
en druk ; opgave van in Frankrijk aan ijzer en staal gestelde 
eischen ; kolommen, alles met vraagstukken. Graphostatica: 
vakwerken; buiging; driemomentenstelling ; buiging van 
tanden van tandraderen; knik; wringing: veeren ; bere- 
kening van onderdeelen van machines: assen en tappen 
(graphostatisch); klinkverbindingen ; platen; kettingen en 
kabels; riemen; drijfstang en kruk. 

Voor schoolboek is het werk te uitgebreid; in biblio- 
theken van vakscholen en op teekenkamers zal het echter 
zeker op zijn plaats zijn. 


Elementen en atomen eens en thans. Schetsen uit de ont- 
wikkelingsgeschiedenis der elementenleer en atomistiek , door 
Dr. F. M. JAEGER, hoogleeraar te Groningen. 

Groningen, den Haag, J. B. Wolters’ U. M., 1918. f 8.75. 

Wie belangstelt in de ontwikkeling van de denkbeelden 
omtrent de samenstelling der materie. moet niet nalaten 
dit boek ter hand te nemen. Het geeft een geschiedkundig 
overzicht van de opvattingen in verloop der eeuwen: 
Het elementenbegrip bij de Oostersche volken der oudheid ; 
elementen en atomen bij de Grieken vóór Aristoteles; 
het ontstaan, de vorm en de verbreiding der alchimistische 
idee, zijn titels van enkele hoofdstukken. Een aantal photo’s 
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van personen, en toestellen zijn opgenomen, evenals gra- 
phische voorstellingen betreffende de elementen. 


Cours de géométrie pure et appliquée de U’ Ecole Polytechnique 
par MAURICE D'OCAGNE. 

Tome II, Paris, Gauthier-Villars, 1918, 18 frs. 

Het geheele werk omvat den cursus door den bekenden 
schrijver gegeven aan de Polytechnische school te Parijs. 
De heer d'O stelt zich daarbij ten doel de lust tot studie 
van de meetkunde bij zijn leerlingen aan te wakkeren, en 
hen de eigenschappen te leeren kennen, die zij later zullen 
noodig hebben bij hun technische studies. 

Het eerste deel omvatte: meetkundige transformaties, 
perspectief, infinitesimaal-meetkunde, meetkunde van de 
rechte lijn, cinematische meetkunde. 

Het tweede deel behandelt: 

le. Toegepaste cinematica. Theorie der mechanismen: 
overbrenging van ronddraaiende beweging, tandraderen, 
epicycloïdale beweging ; nokken, exentrieken. Stangenvier- 
hoeken, vlakke en in de ruimte. $ 

Hierop volgt een hoofdstuk, dat in ons land niet zeer 
bekend zal wezen, nl. graphische cinematica. De fransche 
ingenieur Marbec, en de engelschman R. H. Smith gaven 
de grondslagen er van; d'O. heeft ze verder ontwikkeld; 
zij gelijkt eenigzins op de graphostatica. 

2e. Stereotomie — feitelijk beschrijvende, meetkunde, 
toegepást op lichamen uit de praktijk, zooals gewelfsteenen. 

se. Graphostatica. 

4e. Graphisch rekenen. Hieraan wordt in ons land nog 
steeds te weinig aandacht gegeven. De graphische oplossing 
van vergelijkingen en het graphisch integreeren behooren 
tot het graphisch rekenen. 

5e. Grapho-mechan. rekenen: integrometers, integraphen. 

6e Nomographie. Deze belangrijke tak van wetenschap, 
die door den heer d'O. is gegrondvest en ontwikkeld, en 
waarvoor referent reeds bij verschillende gelegenheden 
tevergeefs getracht heeft belangstelling op te wekken, is 
hier in zijn hoofdzaken behandeld; voor voorbeelden en 


toepassingen zie men het grootere werk: Traité de 
Nomographie. 
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{e. Aanhangsel: le. Het mechanisch teekenen van alge- 
braïsche kromme lijnen van hoogeren graad. 
_ 2e. Graphostatica van ruimtestelsels. 

3e. Grapho-mechanische integratie van de vergelijking 
van Riccati met een planimeter van Hachette. 

4e. Toepassing van de monographie op de graphische 
integratie, . 


Leerboek der theovetische rekenkunde door DR. FRED. SCHUH, 
Hoogleeraar te Delft Eerste deel. 

Groningen, P. Noordhoff, 1919. f 850. 

In hoofdzaak is dit boek bedoeld voor personen, die een 
acte wiskunde willen behalen; er zijn echter ook verschil- 
lende gedeelten — met een * gemerkt, — die niet onmid- 
dellijk voor een acte-examen noodig zijn, en alleen ter wille 
van de wetenschap zelve zijn opgenomen. 

Het eerste hoofdstuk handelt over natuurlijke getallen 
en de daarmede uitvoerbare bewerkingen; de paragraaf 
deelbaarheid leidt dan tot het bespreken van priemgetallen 
(ondeelbare getallen); de laatste paragraaf bespreekt be- 
spreekt oneindige hoeveelheden en cardinaalgetallen. 

Het tweede hoofdstuk behandelt het getal nul, en de 
rekenregels daarvoor; permutaties en combinaties, bino- 
mium van Newton; eigenschappen betreffende de deelers 
van een getal; talstelsels en het rekenen daarin. 

Het derde hoofdstuk bespreekt negatieve geheele getallen; 
het vierde toepassing van deze op deelbaarheidsproblemen : 
onbepaalde vergelijkingen, kenmerken van deelbaarheid. 


Algemeen Rekenwerk, bewerkt en uitgegeven door JEAN 
BERGMANN. 

Amsterdam. Vijftiende druk. f 20 + 10 °/, crisistoeslag. 

Dit is een groote tafel van vermenigvuldiging voor ge- 
tallen van drie cijfers met getallen van twee cijfers door 
direct opslaan, en van grootere getallen door splitsing der 
getallen in deelen. Uit den aard der zaak kan men ook 
deelen door een getal van drie cijfers. De tafel is bedoeld 
als hulpmiddel voor handel en fabrieken: berekeningen 
van winst en verlies, en van loonen zijn er onmiddellijk 
mede uit te voeren. Het boek is van langwerpig formaat, 
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en heeft aan den zijkant een nummering, waardoor men 
onmiddellijk de bladzijde kan opslaan, waar een der te 
gebruiken getallen te vinden is. De getallen zijn van 1 tot 
999 met één opklimmend, en van 1000 tot 9995 met vijf 
opklimmend. Aan den voet der bladzijden vindt men de 
waarde van +, }, + enz. der achtereenvolgende getallen. 

Achterin is een rentetafel opgenomen voor 2 °/,, 21], °/, 
tot 74°/, per dag berekend voor één gulden kapitaal. 

De titel is blijkbaar uit het duitsch vertaald; het boek 
is in Duitschland gedrukt, en daar zijn vermoedelijk ook 
de veertien vorige drukken geplaatst. 


Divisionstafel, berechnet von HEINR. RAUSCHELBACH. 
Göttingen, Vandenhoeek und Ruprecht, 1918, 8,35 M. 

De behoefte aan een tafel met behulp waarvan mechanische 
berekeningen snel en nauwkeurig kunnen worden verricht, 
deed den heer R. assistent aan de Kon. Sterrewacht te 
Göttingen besluiten zelf een tafel samen te stellen. Het is 
geen vermenigvuldig-tafel, zooals die van Crelle en van 
Zimmermann, maar een deelingstafel, enthaltend drei-oder 
vierziffrige Quotiënten aller ein bis dreiziffrigen Dividenden 
und aller zweiziffrigen Divisoren. Aan het hoofd eener 
bladzijde vindt men een getal bijv. 16, en daaronder de 
guotiënten van 160, 161, 162 . . . . 169 met de getallen 1—99. 
Bestaat het deeltal uit vier cijfers, dan is een kleine be- 
rekening noodig, waarvoor hulptafeltjes zijn aangebracht, 
zooals ze ook in logarithmentafels voorkomen. 


EmiLE BeELOT. L'origine des formes de la terre et des 
planètes 1918 12 fr. 

Paris, Gauthier-Villars et Cie. 

De geologen beschouwen de aarde, zooals ze thans is, en 
gaan dan terug tot vroegere toestanden. Zij hebben echter 
nimmer het tijdvak besproken, waarin de overgang plaats 
had van waterdamp in de atmosfeer tot water op de aarde. 
De inhoud van alle zeeën is eenmaal uitsluitend aanwezig 
geweest in de atmosfeer, en na een zeer snelle afkoeling 
van het aardoppervlak sloeg de damp in geweldige hoe- 
veelheden als water neer, en moet toen den vorm hebben 


bepaald van de aarde zooals ze — in groote trekken — 
thans nog is. 
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Dit tijdperk, door den schrijver het palaethermale ge- 
noemd, wordt door hem verdeeld in drie perioden: le. de 
nevelperiode waarbij geen vaste stoffen aanwezig waren, 
die duurde tot de temperatuur daalde tot 3000° ; 

2e. de vuurperiode, waarin verschillende stoffen vast 
werden ; 

de. de waterperiode. 

Tijdens de tweede periode vormden zich bij 1100° slakken ; 
de schrijver onderstelt, dat in de atmosfeer heftige werve- 
lingen optraden, die de vast wordende deelen deden be- 
wegen. Tusschen 800° en 700° zouden verschillende zouten 
zijn neergeslagen; bij 500° zouden grootere oppervlakken 
vast- worden, maar nog niet het geheele oppervlak. Bij 
364° sloeg het water neer in groote hoeveelheden. Bij 70° 
konden de eerste levende wezens (algen) bestaan. 

De schrijver ontwikkelt zijn denkbeelden omtrent den 
vorm, dien de aarde moest aannemen, en voert dan — op 
zeer bescheiden schaal — de wiskuude in de geologie in ; 
bespreekt het vormen van bergen, het vulkanisme en het 
magnetisme. 

Zijn beschouwingen zijn geheel nieuw, en afwijkend van 
de thans geldende. Zij roepen bijna uitsluitend de mechanica, 
en de natuurkunde te hulp. 


CAPITAINE BUGAT-PUJOL. Statique graphique. 

Paris. H. Dunod et E. Pinat. 1918. 

Dit werk is opgedragen aan Carlo Bourlet, den bekenden 
franschen wiskundige, en is voorzien van een voorwoord 
door P. Appell, den schrijver van de bekende werken over 
mechanica. Het is bestemd voor (aanstaande) technici; en 
geeft daarom beknopt wat deze noodig hebben. Vooreerst 
wordt iets gezegd omtrent krachten en vectoren, samen- 
stellen van evenwijdige krachten, zwaartepunten, koppels, 
momenten en reacties van steunpunten; daarna iets over 
inwendige krachten, samenstellen van koppels (door hun 
assen), de parabool (met het oog op momentenvlakken), 
buiging en wringing, afschuiving met toepassing op assen 
(van een automobiel en van een kraan). Op vakwerken 
worden de methoden van Cremona, Ritter, en Culmann 
toegepast. Met het oog op bruggen wordt de werking be- 
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handeld van een bewegelijk stelsel lasten, terwijl een af- 
zonderlijk hoofdstuk gewijd is aan bogen (hangbrug, boog 
met scharnieren. In een aanhangsel wordt de aarddruk 
besproken. 

Telkens nadat een gedeelte theorie behandeld is, geeft 
de schrijver een uitgewerkt vraagstuk meteen gedetailleerde _ 
groote figuur: het bepalen van de resultante van een aantal 
krachten ; 

de constructie van een paraboolboog en van het zwaar- 
tepunt er van; 

buiging en afschuiving van een belasten balk; 

' 5 5 k „ in schuine richting be- 
| lasten balk ; 
„ van een automobielas ; 
„ en wringing van eeri dergelijke as met twee 
krukken ; 

spanningen in een dakspant; 

. „ de steunstaven van een zonnescherm ; 
t „ een Polonceaukap met winddruk; 
»„ _»„» Vvakwerkbrug. 

Bij al deze teekeningen wordt steeds een uitvoerige 
beschrijving gegeven. Er wordt weinig gerekend; het 
teekenen is hoofdzaak. 

Het boek is zeer ruim en duidelijk gedrukt; de fraai 
uitgevoerde platen zijn los in een atlas samengelegd. 


À. OPPERMANN. Premiers elements d'une théorie du qua- 
drilatère complet. 

Paris, Gauthier-Villars et Cie, 1919. 

In 75 bladzijden met verscheiden figuren en een uitslaande 
plaat bespreekt de schrijver den volledigen vierhoek; het 
boek is een uitgebreidere uitgaaf van een vroeger onder- 
zoek. De schrijver verdeelt de vierhoeken in zes klassen, 
met eenige bijzondere gevallen; bij deze indeeling wordt 
gelet op de hoeken. Uitgaande van een paar bekende 
eigenschappen, geeft de schrijver een aantal andere, nieuwe 
ot weinig bekende. Hij vestigt de aandacht op de inge- 
schreven parabool. Van een 20-tal verhandelingen betreffende 
volledige vierhoeken geeft hij in beknopten vorm den inhoud. 
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DR. FRED. SCHUH en DR. J. G. RUTGERS. Compendium 
der hoogere wiskunde. Derde deel. Differentiaalrekening, 
Analytische meetkunde van de ruimte, Integraalrekening. 

Groningen, P. Noordhoff, 1919. f 7.50. 

De schrijvers willen vijf deelen samenstellen; dit derde 
deel is het eerst afgewerkt, omdat aan den inhoud daarvan 
met het oog op de examens aan de Technische Hoogeschool 
te Delft het meest behoefte was Behalve voor studenten 
aan de T. H.S. is het werk ook bestemd voor hen, die 
voor een der wiskunde-acten studeeren. Voor elk der beide 
categorieën geeft het iets te veel. 

Het boek is niet een verzameling van formules en definities, 
maar geeft ook bewijzen in beknopten vorm, om hen, die 
de wiskunde hebben bestudeerd het herinneren van een 
of andere te vergemakkelijken. Met behulp van een zeer 
uitvoerig register kan men een of ander onderwerp on- 
middellijk vinden. 


A. A. VAN DER VOOREN. Met ontwerpen en controleeren 
van gewapend-betonconstructies met behulp van grafieken. 

Deventer, 4. Kluwer, 1918. 

Op dit voor de techniek bestemde hulpmiddel w ordt hier 
de aandacht gevestigd wegens de rekenplaten. De wiskun- 
dige kan den technicus belangrijke diensten bewijzen door 
het ontwerpen van dergelijke rekenplaten, die voor de 
techniek tijdsbesparing beteekenen. Langzamerhand begint 
de techniek in te zien, dat zulke teekeningen voor haar 
van belang zijn. De heer v.d. V. geeft op een zijner platen 
het ontwerp van een betonconstructie, waarvan de ver- 
schillende onderdeelen nagerekend worden met behulp 
van de andere platen. *) 


F. J. VAES. Handleiding voor het gebruik van de Rekenliniaal. 

Tweede, vermeerderde druk met 60 vraagstukken. 1919. 
f 0.90. 

Rotterdam, Boyman's Boekhandel. 

Iet boekje bespreekt de bewerkingen, die het meest 
toegepast worden bij het gebruik van de rekenliniaal, 


*) Over Rekenplaten is gesproken in W.T, V,184; VIII, 58; 
IX,211; X,64, 228. 
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nl. vermenigvuldigen, deelen, tweedemachtsverheffen en 

worteltrekken, maar ook andere, die tot tijdsbesparing 
2 

leiden, bijv. ab?, alb, ze 3 he Ve à EA enz. 

In den nieuwen druk is rekening gehouden met de ver- 
anderingen, die op sommige rekenlinialen zijn aangebracht, 
en zijn tevens een aantal opgaven bijgevoegd ter oefening 
(met de antwoorden). 


Graphic Methods for presenting facts by WiLLARD C. 
BRINTON. 

New York, The Engineering magazine company 1919. 

Dit fraaie werk geeft een vrijwel volledig overzicht van 
wat er gedaan is op het gebied van graphische voorstel- 
lingen van statistischen aard. Wiskunde wordt er niet in 
gebruikt; evenmin treft men er technische termen in aan, 
zoodat het boek ter hand kan worden genomen door 
iedereen. De schrijver stelt zich voor, dat iemand, die een 
graphische voorstelling wil doen maken, in het boek een 
voorbeeld zoekt, overeenkomend met zijn bedoeling, en dat 
voorbeeld aan zijn teekenaar voorlegt. Deze vindt in den 
tekst mededeelingen omtrent wenschelijke afmetingen van 
de teekening, de wijze van verdeeling, dikte van lijnen, 
het plaatsen van bijschriften, en andere gegevens, waar- 
door hij niet behoeft te zoeken naar de beste wijze van 
afwerken. De schrijver oefent kritiek uit; hij deelt mede, - 
waarom een of andere graphische voorstelling minder 
duidelijk is, of minder goed is afgewerkt, en geeft dan 
meestal onmiddellijk een verbeterde teekening. Onder elke 
der 255 teekeningen is behalve de mededeeling wat zij 
voorstelt, ook nog een gedeelte van den tekst herhaald of 
een opmerking bijgevoegd, zoodat iemand, die slechts de 
onderschriften leest, toch een indruk krijgt van wat het 
boek behandelt. 

De eerste figuren zijn voorstellingen van een hoeveelheid, 
verdeeld in haar onderdeelen, bijv. de 14 deelen waaruit 
de prijs van een tramrit bestaat, de verdeeling van een 
inkomen. de verdeeling van een bevolking. Daarbij voegt 
de schrijver kaarten, aangevende de wijze waarop grond- 
stoffen en onderdeelen van werktuigen een fabriek door- 
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loopen, aangevende de organisatie van een industrieele 
onderneming, de wijze waarop een brief een administratie 
doorloopt. De schrijver wijst er op, dat voorstellingen, 
waarbij men oppervlakken moet vergelijken, minder wen- 
schelijk zijn (zulke teekeningen vindt men meermalen in 
boeken over aardrijkskunde en in geïllustreerde tijdschrif- 
ten). Het aanteekenen van het al of niet verdienen van 
premie door een aantal werklieden, tijdkaarten voor het 
afwezig zijn van personeel, voor het werk van lichters, 
van sleepbooten, voor de voortbrenging van een aantal 
staten van Amerika in verschillende jaren, van invoer en 
uitvoer, van prijzen, van vloedhoogten, van snelheden in 
een rivier, van waterverbruik door een stad, van aantallen 
sterfgevallen, van tonnenmaat, van uitgaven en inkomsten, 
van temperaturen, van electriciteitsverbruik, van het aan- 
tal ongelukken in een fabriek, zijn eenige in het boek 
opgenomen onderwerpen. 

Een afzonderlijk hoofdstuk bespreekt graphische voor- 
stellingen, die totaal-aantallen geven; dus niet bijv. afge- 
werkte aantallen voorwerpen van dag tot dag, maar telkens 
het totaal-aantal ; ook hierbij is een groote verscheidenheid. 

Evenzoo zijn de frequentiekrommen afzonderlijk behan- 
deld; deze treden herhaaldelijk op bij voorstellingen be- 
treffend bevolking, lengten, gewichten, enz. Daarbij komen 
vanzelf voorstellingen, die twee grootheden onderling 
vergelijken. | 

Het gebruik van landkaarten, waarop verschillende aan- 
teekeningen kunnen gemaakt worden, is uitvoerig be- 
sproken. De beste wijze van opplakken van zulke kaarten, 
en de verschillende vormen van spelden of punaises, die 
dienen moeten om aanwijzingen te doen, zijn uitvoerig 
behandeld. 

Ook worden de voordeelen van kaartstelsels in het licht 
„gesteld, en worden verschillende wenken gegeven, die bij 
een groote administratie van nut kunnen zijn, De Hollerith- 
toestel is afgebeeld, welke dient om kaarten te rangschik- 
ken, die op verschillende plaatsen doorboord zijn ; — elke 
opening heeft een bepaalde beteekenis. (Zulk een toestel, 
dat 12000 kaarten per uur kan sorteeren, is in gebruik bij 
het Centraal Bureau van Statistiek in den Haag); afbeel- 
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dingen zijn gegeven van graphische voorstellingen met 
drie afmetingen. 

Ten slotte geeft de schrijver nog verschillende waar- 
schuwingen aan hen, die niet gewoon zijn graphische 
voorstellingen te maken, toont eenige figuren, waarbij 
optisch bedrog voorkomt, en geeft vijf en twintig regels, 
die bij het teekenen van graphische voorstellingen moeten 
worden in acht genomen. 


Cours de Mécanique professé à l'Ecole Polytechnique par 
LEON LECORNU. Tome III. 

Paris, Gauthier-Villars et Cie, 1918. 

Men voelt in het buitenland, dat de tijden veranderd zijn, 
en de schrijver van het omvangrijke werk heeft daarom 
in dit derde deel onderwerpen opgenomen, die hij niet in 
zijn cursus behandeld had, maar die in een werk over 
mechanica niet mogen ontbreken, nl. toepassingen op de 
techniek. Het moeilijkst was voor hem de overgang van 
de theoretische op de toegepaste mechanica. Zijn boek be- 
gint met de beginselen der graphostatica, enkele cremona's, 
en eenige berekeningen betreffende een kolom van gelijken 
weerstand, een hollen cilinder, een reservoir en een vlieg- 
wiel. Het volgende hoofdstuk behandelt de hoofdzaken der 
theoretische vastheidsleer betreffend trek, druk en buiging, 
met toepassingen op een balk, een gesloten ring, veeren 
van verschillenden vorm, een vlakke ronde plaat; daarna 
knik. Bij de onbepaalde stelsels worden de theorema's van 
Castigliano en Maxwell vooropgesteld ; evenals het even- 
wicht van een aardmassa wordt alles geheel analytisch 
behandeld. | 

De dyamica begint met crushers (het hulpmiddel voor het 
meten van den druk bij ontploffingen), longitudinale en 
transversale trillingen van een staaf, schok in de lengte- 
richting van een staaf en loodrecht er op. 

De hydraulica en pneumatica nemen een belangrijke 
plaats in; zij zijn overwegend theoretisch behandeld, eenige 
toestellen om de snelheid van waterstroomen te meten 
worden genoemd. 

Eveneens theoretisch besproken wordt de thermodyna- 
mica; in het bijzonder worden dampen behandeld, de uit- 
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strooming van elastische vloeistoffen, brandbare mengsels, 
en de voortplanting van een golf. 

Verder is het boek gewijd aan de theorie van machines; 
vliegwiel (ook elastisch vliegwiel, en de werking bij vlieg- 
tuigen), regulateur, rem, spanningen in koppelingen van 
een trein, reactie van assen van riemschijven, het nood- 
zakelijke glijden van een riem over een schijf, overbrenging 
van beweging door een snaar, dynamometers, traagheids- 
werking van een zuiger en van een drijfstang, equilibreeren 
van een machine, gelijkvormigheid. 

Daarna de hydraulische ram, waterraderen, waterturbi- 
nes; stoommachine, stoomturbine, stoomketel, condensor, 
injecteur, gas- en petroleummotoren, Dieselmotor, alle van 
uit een theoretisch oogpunt. 

Ten slotte: het evenwicht van een vliegtuig, stabiliteit, 
automatische stabilisatie, schroef. 


Nieuwe hulpmiddelen voor Onderwijs. 


De „STATISTOGRAAF”. 


Een beweegbare graphische voorstelling. 


Denk een blad papier in gereedheid gebracht voor het 
teekenen van een of andere graphische voorstelling. Denk 
daarover een raam gelegd met een aantal metalen draden, 
waarover loopertjes kunnen bewegen, dan is de statisto- 
graaf ontstaan, die voor voorstellingen van allerlei aard 
bruikbaar is, in het bijzonder voor veranderlijke voorstel- 
lingen. De ontwerper, de heer Morichard te Amsterdam, 
had voornamelijk het oog op graphische voorstellingen, die 
bij de administratie van fabrieken of bedrijven noodig, zoo 
niet noodzakelijk zijn, bijvoorbeeld van een hoeveelheid 
aanwezige artikelen, een hoeveelheid artikelen, die in 
bewerking zijn, loonen, onkosten, uitgaven en inkomsten. 
De bedrijfsleider behoeft niet te wachten tot een teekenaar 
de getallen op het papier heeft overgebracht, maar kan 
onmiddellijk op elk oogenblik den juisten stand van zaken 
voor zich zien. 
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Door een druk op de loopertjes ontstaan indrukken in het 
papier; men kan deze door een potloodlijn vereenigen tot 
een graphische voorstelling voor een bepaald oogenblik. 

Zoo kan een reederij op eenvoudige wijze aanteekening 
houden van de plaatsen waar haar schepen zich bevinden 
en tevens aanwijzingen geven omtrent laden en lossen 
van hoeveelheden geladen waren. 

Doch ook op ander gebied kan de toestel van nut zijn. 
Bij het doen van proeven kan men de waargenomen waar- 
den in eens op het raam aanteekenen, en daardoor grove 
waarnemingsfouten ontdekken, of geleid worden tot het 
maken van opmerkingen, die tot wijziging of aanvulling 
van de proefneming kunnen leiden. Als zoodanig zou het 
kunnen gebruikt worden bij het onderwijs in de natuur- 
kunde, terwijl de leeraar in wiskunde, die graphische 
voorstellingen behandelt, groote tijdsbesparing zou ver- 
krijgen, vooral wanneer hij voorstellingen van statistischen 
aard wil doen teekenen. 


Uit Buitenlandsche Tijdschriften. 


362. Een decimaal muntstelsel in Engeland. 


De oorlog heeft aan de Engelschen zeer veel geleerd 
en is in vele opzichten als versneller opgetreden. Zoo 
blijkt uit het rapport van het „the British Decimal Ass”, 
dat op een conferentie van de vereenigde bankiers en 
kamers van koophandel eenstemmigheid is verkregen over 
een in te voeren decimaal muntstelsel. De regeering en 
het lagerhuis hebben hierin ook wel een woordje mee te 
praten, maar de Engelschen zijn practisch genoeg om een 
op die wijze vastgesteld stelsel algemeen te accepteeren. 

Het pond sterling zal onveranderd blijven, vooral ook 
met het oog op zijn internationale beteekenis en bekend- 
heid; de zilveren crown, halfcrown en threepence zullen 
verdwijnen, benevens de penny en de onderdeelen er van. 

Het duizendste deel van het pond sterling zal „mil" ge- 
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noemd worden. De munten worden dan (de waarde van 
het pond gelijkgesteld aan f 12): 

sovereign =.1 pound = 1000 mils, 

half sovereign —= 0.5 pound — 500 mils, 

double florin = 0.2 pound — 200 mils, 

florin = Ò.1 pound = 100 mils, 

half florin (of shilling) = 0.05 pound — 50 mils, 

quarter florin (of sixpence) —= 0 025 pound — 25 mils. 

Verder komen er nikkelen stukken van 10 mils en van 
5 mils, ten slotte bronzen van 4, 3, 2 en 1 mil. 

Een voordeel van dit systeem ligt, behalve in het grooter 
gemak bij het rekenen, in het feit, dat de goedkoopste 
artikelen niet telkens onevenredig verkoogd behoeven te 
worden. B.v. een artikel van een halfpenny wordt nu bij 
verhooging van prijs direct op een penny gebracht, terwijl 
bij het nieuwe stelsel de noodige verhooging slechts half 
zooveel behoeft te bedragen en bij iets duurdere artikelen 
nog veel minder. Ook kunnen de banken alle munten in 
rekening brengen en niet, zooals nu, alles beneden een 
penny verwaarloozen. De veranderingen betreffen feitelijk 
alleen de munten beneden de sixpence. Voor den inter- 
nationalen handel op Engeland is de overgang tot het 
decimale stelsel van groot gemak. 


865. Van Juni 1917 tot Maart 1918 zijn door ERNEST ESCLAN- 
GAN en FOEX te Grave waarnemingen gedaan omtrent de 
voorplantingssuaelheid van het geluid bij verschillende tem- 
peraturen en verschillende windrichting en windsterkte. 
Daartoe waren op afstanden van 1400 M en 14000 M van 
een batterij en in één lijn met deze twee toestellen ge- 
plaatst, die de aankomst van het geluid electrisch regis- 
treerden Hun afstand was bekend met een fout van enkele 
deeimeters, de tijd kon tot op 55; seconde worden bepaald. 
De windrichting werd bepaald met behulp van ballons. 
De 30 reeksen proefnemingen werden verdeeld in twee 
groepen van 15. De eerste omvat de waarnemingen bij 
sterken, onregelmatigen wind tot snelheden van 18 M per 
seconde. Daarbij vertoonde de snelheid van het geluid af- 
wijkingen tot 3 M p. s, met een gemiddelde van iets meer 
dan 1 M p.s. De tweede groep, bij winden, die den indruk 

Wiskundig Tijdschrift, 15e Jaargang. 15 
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gaven regelmatig te zijn, met snelheden van 0 tot 10 (ge 
middeld 6 M p. s) en met willekeurige richtingen, gaf een 
grootste afwijking voor de snelheid van het geluid 0.8 M 
p. Ss, met een gemiddelde (van 100 waarnemingen) 0.2 M 
p. s. Gevonden werd voor de geluidsnelheid bij 15° in droge 
lucht 3399 M p.s., terwijl Regnault in kalme lucht had 
gevonden 339.7 M p. s. 

De kanonnen, die het geluid voortbrachten, waren van 
verschillend kaliber tusschen 14 en 52 eM., hun grootte 
schijnt geen invloed te hebben. 

Comptes-Rendus 20 Jan. 1919, blz. 165. 


Wanneer een begrensd deel van een boloppervlak wentelt 
om een willkeurige as AB, dan doorloopt het een inhoud, 
die als volgt bepaald kan worden. Breng door de as AB 
en het middelpunt O van den bol een vlak ; zet daarop 
een lijn OD, loodrecht, en beschrijf uit D, een bol met 
straal R,‚. De kegel, die O tot top en den omtrek van het 
begrensde deel tot richtlijn heeft, snijdt van den bol R, 
twee deelen c, en c, af. Als R de straal is van den oor- 
spronkelijken bol, e de afstand van O tot AB, OD, =e,, 
dan is de doorloopen inhoud 

y_Zktelos— 0) 


2R, p, 
In het bijzondere geval, dat 2p, =2R, =R, wordto, =0 
en dus MEDED 


Deze uitdrukking gelijkt op den regel van Guldin. 
Comptes-Rendus, 3 Juni 1918, bladz. 896, A. BuHL. 


In „Expériences de M. Carriére sur le mouvement aérien 
de balles sphériques légères tournant autour d'un axe per- 
pendiculaire au plan de la trajectoire” (C. R t. 165, 1917 
p 694) gaf Paul Appell aan, hoe men den luchtweerstand 
kan voorstellen. In de C. R. t. 166, 1918, 22 geeft hij een 
uitbreiding voor het geval dat de bol plotseling een rotatie 
verkrijgt, terwijl het zwaartepunt een lijn van-dubbele 
kromming doorloopt. De weerstand van de lucht is met 
een kracht R! =mgop(V) tegengesteld aan de richting der 
snelheid V van het zwaartepunt G, en wordt verkregen 
door den vector GR' uit de richting tegengesteld aan V 
over een hoek « te draaien om de oogenblikkelijke draai- 
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ingsas Gw, in tegengestelde richting aan de oogenblikkelijke 
rotatie; die hoek «a is functie die toeneemt met de absolute 
waarde w der oogenblikkelijke draaiing, hij is nul als w — 0. 

Als er dus geen draaiing is, of de draaiingsas raaklijn 
is aan de baan, dan is de weerstand tegengesteld aan de 
snelheid. 

Lord Raleigh behandelde het vraagstuk van een cylinder 
waarop een luchtstroom werkt in de richting der as in Mes- 
senger of Mathematics, New Series n°, 73,1817 „On the irre- 
gular flight of atennis-ball; Greenhill besprak in dat ts-t. 9, 
1880 bl. 113 het geval, dat een cylinder zonder gewicht in 
stilstaande lucht beweegt, terwijl het zwaartepunt een cirkel 
beschrijft, en dat een cil. met gewicht in stilstaande lucht 
beweegt, terwijl het zwaartepunt een trochoïde doorloopt. 


Vraag en Antwoord. 


Antwoord op vraag 188, blz. 127. In W.Jordan, Handbuch 
der Vermessungskunde, Dritter Band, pag. 217 (5e druk) 
staat o. m. het volgende: | 

Zij P een punt van de aardellipsoïde met het raakvlak 
AA’ en een snijvlak BB’ evenwijdig AA’. Het vlak BB’ 
geeft als doorsnede een ellips, met de hoofdassen PM == 2m, 
PN=?2n. Een voerstraal s stelt de snijlijn van een wille- 
keurig normaal vlak in P met een azimuth « voor. Is z de 
afstand tusschen de vlakken AA’ en BB’ (z zeer klein 
te onderstellen) verder M,R en N de kromtestralen in de 
drie richtingen PM, PN en s, dan is bij benadering : 

EERE ARE | 
MER ON 
Men vraagt het bewijs: 

H. 55E 


Bewijs: Deze stelling geldt bij benadering niet slechts 
voor een ellipsoïde, doch zooals wij zullen aantoonen, voor 
ieder oppervlak z=f(w,y) in ieder gewoon punt, wanneer 
f(e,y) een functie is, die in de omgeving van dat punt 
eindige eerste, tweede en derde differentiaalquotiënten 
naar @ en y bezit, 


af 
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Leggen wij de oorsprong in het punt P, (@, y‚), en nemen 
wij het raakvlak in P als XOY vlak, zoodat de normaal 
in P de Z-as wordt. In de omgeving van P wordt dan het 
oppervlak voorgesteld door de ontwikkeling van Maclaurin : 


z=f (@0, Yo) JL Po @ — Lo) + Yo Y — Yo) + 
+ Fro (2 — 00)? +286 (we — 0) (y — Yo) + bo W— yo)? 


+arle — 0)? [ae +3 (2 — 0) Y — Yo) eten Ji 
r zl 
+3 (a — wo) (y — Yo)? 5e lo —Yo) [5e] 
2=dg 
Vs 


waarin @9,yy een punt is in het gebied binnen het recht- 
hoekje met de overstaande hoekpunten (& ,y‚) en (x,y). 

Door de bijzondere keuze van ons assenstelsel is: 

Po=0; 4 =O; 20 =f (A0 Yo) =O; Po =O; 40 =0. 

Nemen wij @ en y zeer klein, zoodat wij met groote be- 
nadering de 3e en hoogere machten van # en y kunnen 
verwaarloozen,' dan gaat de formule voor z over in de 
eenvoudige gedaante: 

22= ro ©? + 280 wy +toy*, 

d. w.z. wanneer wij op zeer kleine afstand z van het raak- 
vlak in P een vlak evenwijdig aan dit raakvlak aanbren- 
gen, dan snijdt dit het oppervlak, dat aan de bovengestelde 
eischen voldoet, in een kromme, die met verwaarloozing 
van kleine grootheden van de derde en hoogere orde, een 
centrale tweedegraadskromme is, welks middelpunt lood- 
recht boven de oorsprong is gelegen. 

Een willekeurig vlak door de normaal van de oorsprong 
gaat dus ook door het middelpunt van deze kegelsnede. 
Beschouwen wij één van deze vlakken, dat de kegelsnede 
snijdt in de punten P, en P,, die dus gelegen zijn op de 
middellijn P,P, op een afstand s van ’t middelpunt. 

Dit vlak snijdt het oppervlak in een kromme lijn, gaande 
door P,, P, P,, waarvan de kromtestraal in P, als zijnde 
de limietwaarde van de straal van de cirkel gaande door P 
en twee daar oneindig dicht bij gelegen punten, met de- 
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zelfde graad van benadering, als reeds boven is gebruikt, 
gelijk is aan de straal van de cirkel gaande door P,, P, P. 
Noem deze straal = R, dan is volgens een bekende eigen- 
schap der vlakke meetkunde: 


s° =(2R — 2e. 
f NEE Are de s?z 
Dus: BAR ee RARs E Bore enn 


Wanneer wij nu de kleine grootheden der 4e en hoogere 
orde verwaarloozen (z is van de 2e orde), dan volgt dus: 
DE 


== IR q- 6. d. 
Op volkomen dezelfde wijze volgt natuurlijk : 
m? n° 
' == IM ; == IN 
ROTTERDAM. | S.C. VAN VEEN, 


Antwoord op de vraag van den heer Cikot in correspondentie 
bladzijde 128. 

Het lijkt ons vrijwel zeker, dat wij in het vraagstuk van 
Hadamard te doen hebben met een kleine, doch zinstorende, 
drukfout; lezen wij nl. in plaats van: „les aires des faces 
ABC, ABD etc.’: „les aires des faces ACD, BCD etc”, dan 
komt alles, ook in de verdere gevolgen, in orde. 

Het vraagstuk luidt dan: 

Te construeeren een viervlak ABCD, waarvan gegeven 
is de ribbe AB in ligging en grootte, de grootte der op- 
pervlakken der AA ACD, BCD, en twee rechten, even wij- 
dig aan AB, waarop de punten C en D moeten liggen. 
(Opmerking. Uit het verschil d der vierkanten van de ge- 
geven oppervlakken kunnen wij een punt van de ribbe 
CD bepalen). Hoe moet CD gelegen zijn, opdat bij een 
éénmaal gekozen waarde van d de driehoeken ACD en 
BCD zoo groot mogelijk zijn ? 

De oplossing van dit vraagstuk kan als volgt worden 
gegeven: 

Brengen wij een vlak V door de beide lijnen PQ en RS, 
die // AB zijn en projecteeren wij hierop AB in A/B. De 
afstand van A tot V =afstand van B tot V zij h. Stel CD 
snijdt A’B’ in E onder een hoek wp. Noem de afstand van 


PQ en RS b, dan is CD — En: Noem AME=r, EB'=s. 
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Dan is de hoogte van A A/CD =r sin, dus de hoogte van 
A ACD =v(r? sin? p + h?). 
Het vierkant van het oppervlak van A ACD bedraagt dus: 
bh? 
z Loret + ame): 


Op precies dezelfde wijze vinden wij voor het vierkant 
van het oppervlak van A BCD: 
b? h? ] 


î biet ane 

Voor.het verschil der oppervlakken vinden wij dus: 
d=tb?(r? —s?). 

Nu is r +s=a= de gegeven ribbe AB. 

4d 

ab?’ 

Hieruit vonden wij dus r en s, waarmede dus het Elen 
E van CD met A/B’ is bepaald. 

Noem de afstanden van PQ en RS tot AB’ resp. e en f. 
Laten wij uit C en D resp. de loodlijnen g en h neer op 
AE, dan is: g:h=CHED =enf 

Verder is de gegeven oppervlakte van A ACD 

O0, =$ AE(g + h). 
Daar AE bekend is, volgt hieruit g + h, waaruit de waarde 


van g en A met behulp der bovengegeven evenredigheid 
volgt. 


… Dus Ps = 


Wij vinden: rit. 
AB it + [St ie) | 
dus: 
20. 


7 Vit [44 8] ôt el Sl: 


Wij kunnen nu een omwentelingscylinder beschrijven 
met AE als as en g tot straal. 

Deze zal in het algemeen PQ, snijden in 2 punten C en C/. 
Trek CE, die RS’ in D’, en CE, die in D’ snijdt, dan zijn 
ABCD en ABCD’ twee viervlakken, die aan de vraag 
voldoen. 


Uit het bovenstaande blijkt, dat de oplossing niet steeds 


zede cedi 
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mogelijk is, Opdat de oplossing mogelijk zij, moet de cylinder 
PQ kunnen snijden, zoodat de kleinste afstand tusschen 
PQ en AE (=e) kleiner, dan of ten hoogste gelijk moet 
zijn aan g. 
Wij vinden dus: 
20, 


0=i INES odin NE 
é Vrt [5+ + 5: Ne 


of 0 VR + 15+ el | 

De vorm achter het ongelijkheidsteeken stelt voor de 
oppervlakte van A AGH, waarin GH door E gaat en 1! 
op PQ, staat. 

In het geval van gelijkheid vinden wij dan inderdaad 
2 samenvallende snijpunten in G, en GH kruist dan AB 
loodrecht. 

Het tweede gedeelte der vraag is onmiddelijk te beant- 
woorden. Wanneer d steeds hetzelfde blijft, blijft het verschil 
der vierkanten der oppervlakken der AA ACD en BCD 
dus hetzelfde. 

Als de driehoeken zoo groot mogelijk zijn, is de som van 


hun vierkanten ook zoo groot mogelijk. 


Wij vonden reeds vroeger voor de som dezer vierkanten : 
bh? 
4D (rt Hs) HGe 2 sin? o 


Het eenige veranderlijke element is hier v. De driehoe- 


d 2h2 
ken ACD en BCD zijn dus zoo groot mogelijk, als SI 
zoo groot mogelijk is, dus als sinp zoo klein mogelijk is. 
Dit is het geval, als p=0 is, dus wanneer CD // AB loopt; 
wat ook zonder meer duidelijk is. 

Wij kunnen nu ook op zeer eenvoudige wijze aantoonen, 
dat van alle viervlakken, waarvan de zijvlakken bepaalde 
grootten hebben, het orthocentrische maximum van inhoud is. 

Stel dat wij nl, op de één of andere wijze het viervlak 
ABCD hebben gevonden, waarvan de zijvlakken gegeven 
grootten hebben, en welks inhoud een maximum is, en 
waarvan een der ribben, b.v. AB haar overstaande CD 
niet loodrecht kruist, en dat verder de standhoek tegenover 
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AB (dus van de vlakken ACD en BCD) # 90° is. Is deze 
standhoek toevallig 90°, dan is er nog steeds een ribbe 
van ABCD te vinden, die haar overstaande niet loodrecht 
kruist, en waarbij de standhoek tegenover die ribbe #90° is. 
Want het is gemakkelijk te zien, dat in de bovengenoemde 
veronderstellingen (CD niet | AB, Z (ACD). (BCD) = 90°), 
dat AC slechts dan BD | kruist, als / ACD = 90° of 
LBG NE 
In het le geval zou AD slechts dan BC | kunnen krui- 
sen als / BCD —= 90° is, wat uitgesloten is, daar veronder- 


steld is, dat CD AB niet loodrecht kruist. In dit geval is 
dus / BCD #90’. Wij hebben dus juist wat wij wenschen. 

In het 2e geval blijkt op dezelfde manier, dat dan AD 
slechts | BC kan wezen, als / ADC = 90° is, wat ook in 
strijd is met de veronderstelling, dat AB CD niet loodrecht 
kruist. | 

In dit geval is dus / ADC #90°; en AD kruist BC niet 
loodrecht. 

Hiermede is dus bewezen, dat er in een viervlak, waar- 
van bekend is, dat 1 ribbe haar overstaande niet | kruist, 
steeds een ribbe te vinden is, die haar overstaande niet 
| kruist, en wier overstaand standvlak # 90° is. 

Wij veronderstellen dus, dat CD haar overstaande ribbe 
AB niet loodrecht kruist, en dat de standhoek op AB # 90°. 
In de bovengegeven constructie snijdt dus de cylinder met 
AE tot as en g tot straal de lijn PQ in 2 niet samenvallende 
punten. 

Stel oppervlak A ABC==t, noem de loodlijn uit D op 
ab neergelaten u, terwijl de standhoek op AB == zij, dan 
is de inhoud van het viervlak =4tu sin £, Daar YP #90° 
is kunnen wij PF een zeer kleine verandering laten onder- 
gaan naar 90°, (dus voor stompe hoeken een afname, voor 
scherpe een toename). Dan wordt sin grooter, dus de 
inhoud van het viervlak neemt toe (want t en u blijven 
onveranderd, daar wij de vlakken ABC en ABD om AB 
doen draaien). 

Wanneer deze verandering klein genoeg is, zullen de 
twee snijpunten van de cylinder met PQ natuurlijk wel 
allerlei veranderingen ondergaan, maar toch twee snijpun- 
ten blijven, (hoogstens kunnen de snijpunten samenvallen. 
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In ieder geval hebben wij dan een viervlak verkregen, 
waarvan de oppervlakken der zijvlakken in verband met 
de boven behandelde constructie evengroot zijn als die van 
het vroegere viervlak, terwijl de inhoud grooter is als die 
van het vroegere viervlak, wat in strijd is met de gemaakte 
veronderstelling, dat ABCD het viervlak van max. inhoud 
bij de gegeven oppervlakten der zijvlakken is. 

Ons uitgangspunt, dat AB CD niet loodrecht kruist, was 
dus onjuist. Dus AB kruist CD loodrecht. Ditzelfde kan 
men zoo voor ieder paar overstaande ribben bewijzen, 
waaruit volgt, dat van alle viervlakken, waarvan de zij- 
vlakken bepaalde grootten hebben, het orthocentrische 
maximum van inhoud is. Q. E. D. 

De stelling: 

„Als van een viervlak twee stel overstaande ribben ge- 
geven zijn, bereikt zijn inhoud een maximum, als de 
hoeken op de niet gegeven ribben recht zijn” 

kan zeer gemakkelijk door een bewijs uit het ongerijmde 
als volgt worden bewezen. 

Ten eerste is het gemakkelijk in te zien, dat een viervlak 
met de twee stel overstaande ribben niet alle mogelijke 
inhouden kan verkrijgen, maar dat hiervoor steeds een 
bedrag is aan te geven, waarboven de inhoud nooit kan 
komen; de inhoud kan b.v. nooit grooter zijn dan het pro- 
duct van 2 der ribben vermenigvuldigd met de kleinste 
der beide overblijvende, en dit alles gedeeld door 6, want, 
als de gegeven ribben AB, BC, CD en DA zijn, dan wordt 
de grootst mogelijke inhoud van A ABC bereikt, als AB | 
_ BC staat. De oppervlakte van A ABC bedraagt dan 4 AB. BC. 
De hoogte van het viervlak met ABC tot grondvlak is 
natuurlijk kleiner dan eenige opstaande ribbe, dus ook 
kleiner dan de kleinste der ribben CD en DA, stel CD. 
De inhoud is dus in elk geval kleiner dan 4$AB.BC.CD. 
‚ De inhoud kan dus een maximum bereiken. Stel dat wij 
op de één of andere manier het viervlak ABCD van de 
maximum-inhoud gevonden hebben, en stel daarbij, dat de 
standhoek op ten minste één der niet gegeven ribben AC 
en BD #90° is. Stel dit is ’t geval bij de standhoek op AC. 
Dan kunnen wij de vlakken ABC en ACD om AC zooveel 
draaien, tot de standhoek 90° bedraagt; wij hebben dan 
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een viervlak gekregen met dezelfde gegeven overstaande 
ribben, maar met een grootere inhoud, wat in strijd is met 
de veronderstelling. Ons uitgangspunt was dus weer niet 
juist. De standhoek op AC moet dus == 90° bedragen. Op 
dezelfde manier bewijst men dat de standhoek op BD = 90° 
moet bedragen. Dus een viervlak, waarvan twee stel over- 
staande ribben gegeven zijn, bereikt zijn maximum inhoud, 
wanneer de standhoeken op de niet gegeven ribben recht 
zijn. Q. E. D. 
ROTTERDAM. S.C. VAN VEEN. 


Correspondentie, 


Naar aanleiding van de opmerkingen van den Heer C. 
Á. Cikot (bl. 128). 


IT. In Hadamard's vraagstuk stel ik voor de zijvlakken 
„ABC, ABD” te vervangen door „ACD, BCD.” De verbe- 
terde opgave luidt dan: „Construire un tetraèdre ABCD, 
connaissant larête AB en grandeur et position, les aires 
des faces ACD, BCD et deux droites parallêles à AB, sur 
lesquelles doivent se trouver les points C, D.” 
Er is nu niets te weinig en niets overtolligs gegeven. 
Denken wij ons A en B op het vlak der beide aan AB 
evenwijdige lijnen geprojecteerd,en noemen wij de projecties 
E en F. Denken wij ons verder door CD een vlak lood- 
recht op dit vlak gebracht. 
De projecties van A ACD en A BCD op dit laatste vlak 
zijn aan elkaar gelijk. Stellen wij deze projecties = a, dan 
hebben wij 
A ACD? =a? + A ECD?, 
A BCD? =a? + A FCD?, 

en dus, als wij A ACD? — A BCD? =d stellen, 
A ECD? — A FCD? =d 

Noemen wij G het snijpunt van CD en EF, en stellen 
wij den afstand der beide gegeven evenwijdige lijnen door 
l voor, dan kunnen wij voor deze laatste betrekking 


schrijven 
[2 (EG* —GF*)=4d 


255 
waaruit volgt 
4d 4d 4d 


EG GPS EGG EEF “7. AB 
(mits een der stukken EG, GF als negatief wordt in reke- 
ning gebracht, als G op het verlengde van EF mocht liggen.) 

Hieruit blijkt, dat een punt van CD, nl. het punt G, be- 
paald is, als in plaats van de inhouden der zijvlakken 
ACD en BCD alleen de grootheid d gegeven is. 

De constructie geschiedt nu aldus. 

Eerst wordt het verschil EG — GF, en daaruit het punt 
G bepaald. 

Hierdoor is de inhoud van A ECD = 4. EG, en dus ook 
a=VAACD: —A ECD? bepaald. 

De grootheid a is klaarblijkelijk gelijk aan het halve 
produkt van CD met den afstand van AB tot het vlak 
ECD, zoodat nu ook de lengte van CD bepaald is. 

Wij hebben ten slotte slechts door G een lijn te trekken 
waarvan door de beide gegeven evenwijdige lijnen een 
stuk CD van gegeven lengte wordt afgesneden. 

II. Is de grootheid d en dus het punt G gegeven, zoo 
bestaat er geen stand van CD waarvoor A ACD en A BCD 
zoo groot mogelijk worden. Wel is er een stand van CD 
waarvoor beide driehoeken zoo klein mogelijk zijn. Dit 
is het geval, als CD en AB elkaar loodrecht kruisen. 

HI. Wij kunnen nu, gebruik makende van,de hierboven 
gegeven constructie, bewijzen, dat, als van een viervlak 
ABCD twee overstaande ribben, AB en CD, elkaar niet 
loodrecht kruisen, er steeds een ander viervlak gecon- 
strueerd kan worden waarvan de zijvlakken even groot 
zijn en dat grooter inhoud heeft. 

Wij gaan daartoe uit van de inhoudsformule voor het 


viervlak 
2 AABC. A ABD. sin & 


EE Der AB — 
waarin «a de standhoek aan de ribbe AB is. Uit deze 
formule blijkt, dat, als de inhouden der zijvlakken ABC en 
ABD en de standhoek « gegeven zijn, de inhoud van het 
viervlak omgekeerd evenredig is aan de lengte der ribbe AB. 


Wij nemen nu A'!B! = AB (n) 1), brengen door A'B! 
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twee vlakken die den standhoek a insluiten, en trekken 
in deze vlakken de lijnen // A'B! waarop de punten C! 
en D! moeten liggen, opdat A A'B'C! = A ABC en 
AA!'B!D' =A ABD zij. De afstand van elk dezer lijnen 
tot. A!B! is „”-maal zoo groot als de overeenkomstige af- 
stand in het gegeven viervlak. 

Wij kunnen nu de beschreven constructie besparen om 
de lijn C!D! zoo te plaatsen, dat, ook A A!C!D!'= A ACD 
en A BIC!D! = A BCD wordt. 

Daarbij blijkt, dat E/F’ door G’ in dezelfde verhouding 
verdeeld wordt als EF door G (N.B. de letters hebben 
dezelfde beteekenis als bij I, de overeenkomstige punten 
enz. in het nieuwe viervlak geef ik met accenten aan); 
dat /=nl; dat A E/CD'= A ECD, A ECD’ A ECD, en 
ook a =a is gebleven; dat de afstand van A/B’ tot het 
vlak E/C’D’ n-maal zoo groot is als de overeenkomstige af- 
stand in het gegeven viervlak, an dat ten slotte 


CID LcD 
n 
iS. 
De constructie is nu alleen dan uitvoerbaar, als C/D’ niet 


kleiner dan l gevonden wordt. De grootste bruikbare 
waarde van n wordt dus gevonden uit 


CD = nl. 
n 


Met deze waarde van » wordt het grootste viervlak ver- 
kregen dat op deze wijze verkregen kan worden. Bij dit 
grootste viervlak kruisen de ribben A/B’ en CD’ elkaar 
loodrecht. 

Uit het bewezene volgt, dat een viervlak waarvan de 
zijvlakken bepaalde grootten hebben alleen dan het grootste 
kan zijn, als alle paren overstaande ribben elkaar loodrecht 
kruisen, d. í. als het orthoecentrisch is. 


N. Van een viervlak zijn twee stel overstaande ribben, 
nl. AB, BCO, CD en DA gegeven Wij stellen ons de vraag, 
wanneer de inhoud van het viervlak zoo groot mogelijk is. 

De inhoud wordt voorgesteld door 

ge 2 AABC.AACD.sina 
Bey Azen , 


waarin nu « de standhoek aan de ribbe AC is. 
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Uit deze formule blijkt, dat, als wij vijf der ribben, de 
vier bovengenoemde en AC, en dus ook A ABC en A ACD, 
constant houden, de inhoud zoo groot mogelijk is, als « 
recht is. Als « niet recht is, blijkt het steeds mogelijk den 
inhoud te vergrooten zonder de vier gegeven ribben te 
veranderen. 

Een zelfde conclusie kan ook getrokken worden omtrent 
den standhoek aan de ribbe BD. 

Het viervlak kan dus alleen dan zoo groot mogelijk zijn, 
als de standhoeken aan de niet gegeven ribben beide 
recht zijn. 

Amsterdam. W. A. WIJTHOFF. 


Een paar kleinigheden. 


De heer Wertenbroek behandelt in den 14en jaargang, 
3e afl. van dit tijdschrift een nieuwe bewijsmethode voor 
verschillende eigenschappen, enz. uit de vlakke meetkunde. 
Voor het bewijs van de stelling van Stewart vergelijkt hij 


Fig. 4. Ero 2 Fig. 3. 


met elkaar de machten van de punten D en B (fig. 1) t.o v. 

den cirkel met C als middelpunt en AC als straal. Indien 

CD de bissectrice van hoek C is, kan met behulp van den 

bedoelden cirkel tevens aangetoond worden, dat AC: BC 

—=ÂD:BD. Immers A BCF > A BDE, en dus: 
BC:CF=BD: DE. 

Daar CF =CA en DE=—=AD, is hiermee de eigenschap 
bewezen. 

II. Een paar eigenschappen uit de vlakke meetkunde 
laten zich als volgt „in beeld” brengen (Zie W. T. 13e 
jaargang). | 

a) Stelling van Stewart (fig. 2) 
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Maken we CM =CD, DE = MB en CG == CB, en gebruiken 
we als eenheid van oppervlak den gelijkbeenigen driehoek 
met opstaande zijden —=1l en tophoek —=/ ACM, dan is 
oppervlak MCD =m?, en oppervlak AEMD = pg, daar de 
hoek tusschen DE en AB gelijk is aan / BCE =/ ACM. 

Nu valt nog te bewijzen, dat oppervlak 


AEMC E14 2D. 
Trekken we MF // BC, dan is de oppervlakte van 


2 
EMCF — EC X MF —a Xx A= 4 


Trekken we nu nog EG // MC, dan is oppervlak 
AEF = AF X EG = Ul XAF. 


2 
Dit moet gelijk zijn aan da dus moet AF een lengte 


hebben, groot Ee Cirkelen we ED =p om tot EH, dan is 


A EHG A AMO, en dus: 
EH: EG = AM: AC, 


His He 


b) In den koordenvierhoek ABCD (fig. 3) is 
_— (ab + cd) (ac + bd) be 
ad be en 
ER _ abe ret et et 
Zij de oppervlakte- en de eelnreelen driehoek met 
opstaande zijden =1 en tophoek =/ BAD, dan is 
oppervlak ABCD = ad + bc. 
Maken we Z ABP, =CBD en Z ADP, =ZCDB, dan zijn 
ZCP,D en ZCP,B=/BAD, dus oppervlak ABCD = 
— AP, X BP, +CP, X BP, + AP, X DP, + CP, ie DE: 


Daar AP‚=CP,=%, AP, =CP,= bd, pe, = a Ö en DP: 


eN is hiermede de gelijkheid bewezen. 
Tjimahi, O-l., Baros 20. M. H. v. Wijk. 
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Examen-Opgaven in 1916 en ’{7, 


TOELATINGSEXAMEN TOT DE K. M. A. IN 1916. 


Mechanica (@ + 3 +1 uur). 
(Vervolg van Jaarg. XLI). 


1. Uit een ballon, die zich in horizontale richting, met 
eene snelheid van 10 M. p. s. beweegt, laat men een 
voorwerp vrij vallen. Indien de richting van de snelheid 
in het trefpunt, met de verticaal een hoek maakt, waar- 
van de tg=- is, vraagt men de hoogte te berekenen, 
waarop de ballon zich bewoog. 

Welke aanvangssnelheid, moet men een tweede voorwerp 
geven, dat 3 sec. later verticaal omlaag wordt geworpen 
om het, hetzelfde punt in het horizontale vlak te doen 
treffen? g=10 M. p. s. 

2. Een stoffelijk punt (gewicht Ll KG) wordt onder een 
hoek van 45° met een horizontaal vlak en met eene aan- 
vangssnelheid van 10/2 M p. s. opgeworpen. In het 
hoogste punt van zijn baan botst het tegen een ander stof- 
felijk punt (gewicht 4 KG), dat aan een koord zonder ge- 
wicht is opgehangen. De botsing is volkomen veerkrachtig. 
Waar bereikt het le stoffelijke punt weder den grond ? 
(g=10M. p. 5.) 

3. Een horizontale cirkelvormige schijf is draaibaar om 
eene verticale as, die door het middelpunt M gaat. 

Een stoffelijk punt P, (gewicht 12 Gram) is door een 
koord van 50 cM verbonden met het punt A der as 
„(AM =30ecM) en door een koord van 40 cM met het punt M. 

Men brengt de schijf in draaiende beweging, waarbij P 
mededraait. 

Op het oogenblik, dat de spanning in het koord PM 200 
Gr. bedraagt, breekt dit. 

Hoe groot is op dat oogenblik de lineaire snelheid van 
’t punt P; hoe groot is de hoeksnelheid in radialen ? 

Indien de snelheid van dat oogenblik af constant blijft, 

Examen-Opgaven W. T. 15e Jrg. 4 
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hoe groot is dan de hoek, dien het koord AP met de as 
AM zal maken ? 
g=9%80eM per secunde. 


Natuurkunde (55 + 55 + 55 min.) 


1. De as van een astronomischen kijker wordt gericht 
op het middelpunt van de maan. Het objectief bestaat uit 
een positieve lens van 100 cM. hoofdbrandpuntsafstand en 
een negatieve lens, zoodat de brandpuntsafstand van dit 
samengesteld objectief 150 cM bedraagt. Het beeld van de 
maan, door dit objectief gevormd wordt bekeken door een 
normaal oog in den ruststand onmiddellijk achter het ocu- 
lair geplaatst (het beeld door oculair gevormd komt weer 
in het oneindige). 

Men vraagt: 

le. van hoeveel dioptrieen is de negatieve lens van het 

objectief ? 

2e. teeken den gang van een lichtbundel, afkomstig van 

het bovenste punt der maan, en bepaal de vergroo- 
ting van den kijker. 

3e. hoever zal men het oculair moeten in of uitschuiven 

opdat een bijziend oog achter het oculair, met ver- 
tepunt van 50 cM,‚ het beeld van de maan in den 
ruststand zal kunnen waarnemen ? 


2. Beantwoord een der volgende vragen naar keuze: 

1. Hygrometrie. Wat verstaat men hieronder ? Beschrijf 
minstens één methode om de vochtigheidstoestand te be- 
palen. Hoe berekent men het gewicht van een vochtige 
luchtmassa van temperatuur é° en totale spanning H cM, 
als de max. spanning van waterdamp bij t° F is en Ge 
vochtigheidstoestand à,S.G. droge lucht 0.0013. 

IT. Principe van Watt. Verklaar dit principe. Behandel 
enkele toepassingen van dit principe in de warmteleer. 

3. Beantwoord één der volgende vragen naar keuze: 

1. Wat verstaat men onder electrostatische inductie ? 
Hoe laadt men door inductie een electroscoop negatief ? 
Hoe kan men met deze negatieve electroscoop onderzoeken 
of een ander geladen lichaam positief of negatief electrisch is ? 

IT. Wetten van Kirchhof. Hoe kan men deze aantoonen ? 
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Behandel enkele toepassingen zooals de Shunt, de brug 
van Wheatstone. 


RANGSCHIKKINGSEXAMEN K.M. A. 1916. 


Rekenen (5 + 4 uur). 


1. Drie getallen hebben 2 aan 2 denzelfden G. G. D. 
Indien de som dier getallen —=588 en hun K. G. V. 12573 
X den G. G. D. is, welke zijn dan die getallen ? 

2. Of +023 is geschreven in het 9-tallig stelsel. Hoe 

AOT groot is de waarde van dezen vorm, uit- 
440 gedrukt in het 10-talligstelsel ? 


Stelkunde met Gonio- en Trigonometrie (} +} uur). 


1. Men vraagt de som te bepalen der getallen, die men 
tusschen de twee opeenvolgende termen 6 en 48 eener 
rekenkundige reeks zóódanig kan interpoleeren, dat ze 
met deze beide getallen opnieuw een rekenkundige reeks 
vormen, wanneer nog bekend is, dat de som van die inge- 
laschte getallen zich verhoudt tot de som der beide kleinste 
ingelaschte getallen, als 45: 11. 

2. Van A ABC zijn gegeven: een hoek B, de tegenover- 
liggende zijde b, en het verschil der kwadraten van de 
beide andere zijden: a? —c? =p? 

Geef logarithmische formules ter berekening der onbe- 
kende elementen. (Bedoeld is dus, dat deze formules geen 
andere waarden zullen bevatten, dan B, b en p.) 


Meetkunde 3 +4 3 uur). 


1. Om een cirkel (straal =1’6) is een gelijkbeenig tra- 
pezium beschreven, waarvan de evenwijdige zijden zich 
verhouden als 2:3 Bereken den inhoud van dit trapezium 
en den straal van den cirkel, die om het trapezium kan 
worden beschreven. 

_ 2, Op een horizontaal vlak staat een rechtcirkelvormige 
kegel (straal grondvlak =6, hoogte = 18 cM), en ligt een 
bol (straal=5 cM.) Beide lichamen moeten gesneden 
worden door een ander horizontaal vlak, zoodanig dat de 
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doorsneden met beide lichamen even groot zijn. 

Toon aan dat er twee vlakken V en W bestaan, die aan 
deze voorwaarde voldoen; en bereken daarna het ronde 
oppervlak van het gedeelte des bols, tusschen deze vlak- 
ken V en W gelegen. 


TECHNISCHE HOOGESCHOOL. 


PROPAEDEUTISCHE EXAMENS vóór de Zomervacantie 1916. 


Analyse en Stelkunde, le deel. (C.I. — W.I. — SL. — EL) 


1. Onderzoek voor welke waarden van & de functie: 
es — Jt + 3x? 
een minimum bereikt. 

2. Bepaal de grootte van het oppervlak begrensd door 
een der twee gelijke lussen van de kromme, waarvan de 
vergelijking in poolcoördinaten is: 

20° =a? (—1 +2eos op). 

3. Bepaal de limiet waartoe nadert 
on (tg p)sin p 
indien p nadert tot nul. 

4. Los op de differentiaalvergelijking : 

LORE en VES 
7 
Analyse en Ste'kunde, 2e deel. (C.T. — W.I. — SI. —E.I) 
1. Los op de differentiaalvergelijking: 


2. Bepaal bet volume van het omwentelingsoppervlak, 
dat ontstaat door wenteling om de x-as van de lemniscaat: 
@? Hy?) = Za? (w° —y*). 

3. Bewijs dat: 
(a Xb) X(p Xq)=(b.p)(a Xq)—(b.q) (a X p) — 
—(a.p)(b X q) +(a.q) (b X p) 
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en differentieer het tweede lid naar t in de onderstelling, dat 
p en q functies van é zijn, en a en b constante vectoren. 


Analytische meetkunde. (CI. — W.L. — SI. — EI) 


1. Uit een willekeurig punt P van een hyperbool trekt 
men een lijn evenwijdig aan een der asymptoten ; Q zij het 
snijpunt dezer lijn met een der richtlijnen van de hyperbool 
en F het brandpunt, dat bij deze richtlijn behoort. 

Te bewijzen: PQ =k.PF. Gevraagd k. 

2. Gevraagd wordt de meetkundige plaats van de middel- 
punten der bollen, die gaan door twee vaste punten A en B, 
en raken aan een lijn, die de verbindingslijn der punten 
A en B onder een hoek van 45° kruist ; de gemeenschappe- 
lijke loodlijn dier kruisende lijnen gaat door A,en is gelijk aan 
AB. 

3. Een oppervlak O is gegeven door de vergelijking 
on J 22 + Arz— 2yzt2z2—-1=0, en een punt P door de 
coördinaten — 1, 0, 1. Men vraagt: 

a. den aard van O; 

b. het vlak door P, dat O snijdt volgens een kromme, 
waarvan P middelpunt is; 

c. te bewijzen, dat O door het vlak #tyJ1=0 
gesneden wordt volgens een hyperbool, en te bepalen de 
vergelijkingen van de asymptoten dier hyperbool; 

d. de vergelijking der paraboloïde, die O volgens deze 
hyperbool aanraakt. 


Beschrijvende meetkunde. 


1. Centrale projectie. 

Gegeven een lijn a loodrecht op T (het tafereel) op een 
afstand van 26 eM van C (het centrum van projectie), en 
een lijn b loodrecht op het projecteerende vlak van a, op een 
afstand van 22 cM van de loodlijn CH op T (aan de zijde 
van a) en op een afstand van 4 cM van T (aan de andere 
zijde van T als C); CH =12 cM. 

Op a ligt een punt P op een afstand van 2 cM van T 
aan de zijde van C, en een punt Q, op een afstand van 
8 cM aan de andere zijde. Op 4 ligt een punt R op een 
afstand van 2 cM van het projecteerende vlak der lijn a 
en een punt S op een afstand van 10 eM aan de andere zijde. 
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Gevraagd de centrale projectie van den bol door de punten 
P, Q, Rens. 

Men neme het papier in de breedte en den distantie- 
cirkel links. 

2. Scheeve paralle/projectie. 

Een lichaam is samengesteld uit drie deelen. 

Het middenstuk is een regelmatig zeszijdig prisma; de 
opstaande ribben zijn vertikaal en twee opstaande zijvlakken 
zijn evenwijdig aan het tafereel. 

Het onderstuk is een deel van een kubus; de hoekpunten 
van het grondvlak van het prisma zijn middens van ribben 
van den kubus. 

Het bovenstuk is cen halve bol, straal 10 cM,‚ waarvan 
de grenscirkel samenvalt met den omgeschreven cirkel van 
het bovenvlak van het prisma. 

De hoogte van het prisma is gelijk aan de ribbe van 
den kubus. Het lichaam steunt met het laagste hoekpunt 
op het horizontale vlak. 

Gevraagd wordt de scheeve projectie van het lichaam, 
wanneer nog wordt aangenomen, dat door de verlengde 
opstaande zijvlakken van het prisma stukken van den 
halven bol zijn afgesneden. 


De projectiehoek rechthoekig en de verkorting == 
te nemen. 


Dol 


8. Pechthoekige projectie. 

Van de punten A, B, C en D zijn de coördinaten (in 
eM uitgedrukt): 

A: 16,8,0; B: 16,0,16; C: 28,—24,0; D: 28,0,8. 

AB en CD stellen de richtlijnen voor van een hyper- 
bolische paraboloïde, waarvan XOY richtvlak is. 

Van een omwentelingskegel valt de as samen met die 
der paraboloïde; zijn top ligt 15 cM verder van XOZ 
verwijderd dan de top der paraboloïde (beide toppen liggen 
aan dezelfde zijde van XOZ); de beschrijvende lijnen van 
den kegel maken hoeken van 30° met de omwentelingsas. 

Gevraagd worden in eerste en tweede projectie (op XOY 
en X0Z): 

a. de punten P der doorsnijding van paraboloïde en 
kegel, die 12 cM boven XOY liggen; 


ji 


b. de raaklijn aan deze kromme in het punt P, dat 
vóór X0Z ligt; 

c. een van de asymptoten der kromme. 

Het papier in de lengte en A” in het midden van het 
papier te nemen. 

N.B. Indien men den top der paraboloïde niet kan 
vinden, neme men als as van den kegel de lijn « = 14, z=8 
en als top het punt y=16 dier lijn. 


Analyse. (B. 1.) 


1. Van den kleinsten omwentelingskegel, die om een 
bol kan worden beschreven, is de inhoud tweemaal die 
van den bol en is de hoogte het dubbele der middellijn 
van den bol. Bewijs dit. 

2. De spits van een torentje is eene omwentelingsfiguur, 
die van onderen door een plat vlak wordt afgesloten. De 
meridiaan-doorsnede bestaat uit twee cirkelbogen van ge- 
lijken straal a, die rakend in elkander overgaan. De bene- 
denste is een boog van 120%, waarvan het middelpunt in 
de omwentelingsas ligt, en waarvan de koorde evenwijdig 
aan die as is. De andere cirkelboog raakt de omwente- 
lingsas in het hoogste punt. 

Bereken den inhoud en het ronde oppervlak van die 
torenspits. 


Analyse. (T. — M.L) 


1. In een opstel van T. PAur, getiteld: Die Berechnung 
der Löslichkeit dee neutralen Calciumtartrats (Ca C,‚ Hs, OO; + 
4H,O) in wsserigen Weinsäüurelösungen und des Süuregrades 
dieser Lösungen (Zeitschrift für Elektrochemie, dl. 21, 1915, 
bladz. 553), treft men de functie 


aan. Voor welke waarde van « wordt deze een maximum 
of een minimum? 

De letters a en b stellen positieve getallen voor. 

2. In eene verhandeling van P. HENRI, getiteld: Ueber 
die wechselseitige Umwandlung der Laktone und der Oxystiuren 
(Zeitschrift für physikalische Chemie, dl. 10, 1892, bladz. 96), 
komt voor de integraal: 
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da ae 
er AT ACE LR 

Men vraagt deze te berekenen. 

3. In een artikel van E. BRUNNER over de oplossings- 
snelheid van arsenicum (Zeitschrift für physikalische Che- 
mie, dl. 51, 1905, bladz. 494) komt eene differentiaalverge- 
lijking van den vorm 


dl? 
e= m0 
voor. Men vraagt deze te integreeren als verder gegeven 


d 3 
is, dat, voor #=0, y=?2a en 20 is. 


Analytische meetkunde (B.I. — T. — M.L.) 


1. Het punt #=7, y=l is middelpunt van een cirkel 
met straal 4 en het punt #@—=3, y—=4 van een cirkel met 
straal 2. Bepaal de meetkundige plaats der raakpunten 
van de raaklijnen, uit 0 getrokken aan alle cirkels, die 
door de snijpunten der gegeven cirkels gaan. Bepaal van 
de gevonden meetkundige plaats de richting der oneindige 
punten. 

2, Gegeven de vergelijking: | 

52e? — T2aey + 78y* + 40 — 220y + 100 =0 

Bepaal den aard der kromme, die door deze vergelijking 
wordt voorgesteld ; herleid de vergelijking door transformatie 
van het assenstelsel tot hare eenvoudigste gedaante, en 
geef in een schetsfiguur den stand der kromme ten opzichte 
van de gebruikte assenstelsels aan. 

3. Gegeven de punten A (0, —1,4), B (O0, 6, 4) en C (2, 0, 0) 
Gevraagd op de X-as een punt D te bepalen, zoodat AC 
loodrecht staat op BD, en te bewijzen dat dan ook BC 
loodrecht staat op AD. Vervolgens te bepalen den afstand 


der lijnen AC en BD, en den inhoud van den tetraëder 
ABCD. 


Natuurkunde. Algemeene cursus, le deel. 


1. Een 1 meter lange staaf met rechthoekige doorsnede 
van 8 mM hoogte en 25 mM breedte ligt horizontaal op 
twee steunpunten, die 70 eM van elkaar verwijderd zijn, 
zoodat de einden van de staaf aan beide zijden 15 cM 
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uitsteken. Aan deze beide einden worden gewichten van 
5 KG gehangen. 

Men vraagt te berekenen de verplaatsing van het midden 

van de staaf en den kromtestraal der zadelbuiging. 
E = [1000 KG/mM?, m == 3.2. 

2. In een reservoir bevindt zich 10 dM? lucht van 10° 
C en 1 atm. druk. Door toevoer van warmte en vergrooting 
van het volume wordt verkregen, dat het gas een omkeer- 
bare toestandsverandering ondergaat, waarbij de toename 
van den druk en van het volume evenredig aan elkaar 
geschieden, totdat de druk 2 atm en het volume 14 dM* 
geworden zijn. 

Men vraagt te berekenen: 

a) den uitwendigen arbeid, die in het geheel door het 
gas wordt verricht; 

b) de temperatuur in den eindtoestand ; 

c) de verandering van de inwendige energie van het gas ; 

d) de toegevoerde warmte. 

Gegeven zijn: 

Soortelijke warmte van lucht bij konstant volume = 0.172. 
„Gewicht van 1 M*? lucht bij 0° C. en l atm—=1,293 KG. 


1 
Mechanisch warmte-aequivalent = 427 KG kg-cal. 
l atm gelijk te stellen aan 1 KG per cM?. 


Uitzettingscoëfficient van lucht = 


Natuurkunde. Algemeene cursus, 2e deel. 


1. Te berekenen de som van de snelheden der beide 
ionensoorten van een oplossing van NaCl, waarin een poten- 
tiaalverval van 2 volt per centimeter aanwezig is, als ge- 
geven zijn: 

de concentratie = 5 gram NaCl per liter oplossing, 

het soortelijk geleidingsvermogen = 0,00796 ohm! cM!, 

de dissociatiegraad — 0,85, 

het electrochemisch aequivalent van waterstof — 0,01045 
mg/amp sec, 

de atoomgewichten van Na 23,05, van C! 35,45, van H 1,008. 

2. Twee evenwijdige draden, geplaatst in een magnetisch 
veld, dat loodrecht op hun vlak gericht is, zijn aan de eene 
zijde met elkaar verbonden en vormen met een lossen draad, 
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die zich daarover zonder wrijving kan bewegen (brugdraad) 
een gesloten stroomkring. De brugdraad verplaatst zich met 
een konstante snelheid, terwijl er een kracht K op wordt 
uitgeoefend in de richting van de beweging. 

Afstand der draden =/, 

Sterkte van het veld = H. 

Weerstand van den geheelen stroomkring, konstant te 
rekenen, =r. 

Massa van den brugdraad = m. 

Gevraagd wordt: 

a) te berekenen de snelheid van den draad en de stroom- 
sterkte daarin, als gegeven zijn : 

K =50 dynes, r = 0,1 ohm, {== 100 cM,‚ H = 100 gauss ; 

b) aan te toonen, dat de in de draden per seconde ont- 
wikkelde warmte gelijk is aan den arbeid van de kracht 
K in dien tijd, en dezen arbeid te berekenen ; 

ce) door een formule aan te geven volgens welke wet 
de snelheid zou afnemen, als de kracht K op een zeker 
oogenblik ophield te werken. 


Natuurkunde. Technische warmteleer. 


1. Een stoommachine, waarin door het water een (omkeer- 
bare kringloop van RANKINE met onvolledige expansie 
wordt volbracht, heeft een ketelspanning van 10,0 kg/cm? 
en een condensorspanning van 0,08 kg/em?®. De expansie 
wordt onderbroken, als de spanning 0,50 kg/em? bedraagt, — 
waarna volgt een drukvermindering bij constant volume 
tot op de condensorspanning. 

Men vraagt: a) het pv- en het Ty-diagram van den 
kringloop ; b) de verhouding daarbij tusschen den gewonnen 
arbeid en de toegevoerde warmte; c) het aantal calorieën, 
dat per pk. en per uur aan het water moet worden toe- 
gevoerd. 


Spanning | T*mpera-| Volume Entropie van 1 kg Vloeistof-| Verdam- 
kele? es De warmte |_Pings- 
(absoluut)|damp(m3)| water damp warmte 


nee ve DE EE 


0,08 | 3143 |18408 | 01411 | 1,9631 | 414 | 57217 
0,50 | 353,9 | 32940 | 0,2604 | 18159 | 812 | 5505 
10,0 | 451,9 | 0,1993 | 0,5099 | 1,5822 | 181,5 | 4846 
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Het mechanisch warmte-equivalent E == 427 kgm/kg-cal, 
het soortelijk gewicht van water = 1 te stellen. 

N.B. Voor de berekening van den arbeid den kringloop 
te verdeelen in twee kringloopen door middel van de 
isoterm bij 0,50 kg/cm? 

2. a) Bewijs, dat voor een enkelvoudige homogene stof 
de volgende betrekking geldt: 


dU — T dn —p dV + dm, 


waarin U de inwendige energie, n de entropie, V het volume, 
m de massa van de geheele hoeveelheid der stof voorstellen 
en { de thermodynamische potentiaal bij constanten druk 
van de eenheid van de massa der stof. 

b) Leid de thermodynamische evenwichtsvoorwaarden 
af voor een verzadigd complex van twee fasen van een 
enkelvoudige stof. 


Natuurkunde. Bijzondere onderwerpen. 


1. Een kilogram (G) van geelkoper en een standaard- 
kilogram (P) van platina worden met elkaar vergeleken. 
Bij de eerste weging staat P op de linker en G + 99,81 mg 
op de rechter schaal van de balans, de instelling is dan 
12,05. Plaatst men P op de rechter en G + 99,81 mg op 
de linker schaal, dan is de instelling 8,70. Het cijfer O van 
de schaalverdeeling ligt rechts, de schaalwaarde van de 
balans bij deze belasting is 1,25 mg. 

Welke waarde volgt hieruit voor het verschil dezer ge- 
wichten in het luchtledige, als de temperatuur bij de 
weging is 17° C., de vochtigheidstoestand der lucht 0,6, het 
maximum van spanning van waterdamp bij 17° C. 14,5 mM, 
de barometerstand, afgelezen opeen kwikbarometer met geel- 
koperen schaal bij 17° C. 773,27 mM, het s.g. van geelkoper 
bij 17° C. 8,4, van platina 21,5, van lucht bij 0° C, en 
160 mM 0,001293, de uitzettingscoëfficient van kwik 0.000181, 
van lucht !/,,;, de lineaire uitzettingscoëfficient van geel- 
koper 0,000019 ? 

2. In het kort aan te geven, hoe men kan verkrijgen en 
hoe men kan herkennen en onderzoeken: 1°, lineair, 
20, elliptisch, 3°. cirkulair gepolariseerd licht. 


12 
Theoretische mechanica (technologen). 


1. Een zeshoek wordt gevormd door 6 gelijke stangen, 
die door scharnieren verbonden zijn. Drie niet op elkaar 
volgende hoekpunten A, C en E zijn door een koord zonder 
eind vereenigd. De andere hoekpunten, B, D en F zijn 
eveneens door een koord zonder eind vereenigd, maar hier- 
van gaan alle parten bovendien door een klein ringetje 0. 

Als ABCDEF een regelmatige zeshoek met middelpunt 
O is, en het eerste koord eene spanning S heeft, hoe groot 
is dan de spanning in het tweede koord, en hoe groot is 
die in de stangen ? 

Er is geen wrijving en de koorden zijn volmaakt buigzaam. 

2, Te ‘beginnen bij het hoogste punt, glijdt over een 
cirkel, die in een vertikaal vlak staat, een stoffelijk punt 
naar beneden. 

Waar, in welke richting, en met welke snelheid zal dit 
punt den cirkel verlaten ? 

9. In een gasvormigen bol met straal 10 neemt de dicht- 
heid omgekeerd evenredig met den afstand tot het middel- 
punt O toe. Op de eenheid van afstand tot O is die dicht- 
heid ook gelijk aan de eenheid. 

Op dezen zelfden afstand van O wordt een stoffelijk 
punt P, dat de eenheid van massa heeft, geplaatst en 
losgelaten. Als men nu verder weet dat de constante der 
aantrekkingskracht tusschen dit punt en het gas gelijk is 


aan 5 en dat de weerstand, die het punt P bij beweging 


in de gasmassa ondervindt, gelijk is aan het omgekeerde 
van den wortel uit den afstand OP, vraagt men: 

1°. waarheen het punt P zich zal bewegen; 

29. waar en wanneer het tot rust komt; 

3°. hoe lang de beweging duurt. 


CANDIDAATSEXAMEN JUNI 1916. 


Theoretische mechanica. 


1. Twee concentrische cirkels stellen de verticale pro- 
jectie voor van een as (straal =a,) en een daaraan be- 
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vestigde schijf (straal = a,). Om as en schijf zijn in 
tegengestelden zin gewichtlooze koorden gewonden, aan 
welker vrije uiteinden gewichten m,g en m,g bevestigd zijn. 
Aangenomen kan worden, dat het gewicht m,g daalt; het 
geheele polaire traagheidsmoment van as en schijf kan = mk? 
gesteld worden. Hoe groot zijn de versnellingen der 
gewichten ? 


2. Een homogene plaat, die den vorm heeft van een 
halven cirkel, (straal = a, massa —=m) kan om de rechte 
grenslijn, als horizontale as, wentelen. Deze plaat wordt, 
terwijl zij in standvastig evenwicht is, loodrecht op haar 
vlak in het slingerpunt getroffen door een stoot S, die haar 
een hoeksnelheid mededeelt, voldoende om haar 60° te doen 
uitwijken. Bepaal de grootte van dien stoot. 

Dikte der plaat niet in rekening te brengen. 


Vraag 3a op te lossen door de candidaten C. 1. 
Candidaten W.L, S. 1. en KE. 1. hebben de keuze tusschen 
vraag da en vraag òb. 


3a. Een homogene staaf (lengte = 2!) rust met een 
uiteinde op een volkomen glad horizontaal vlak en met 
het andere tegen een volkomen glad verticaal vlak. Zij 
kan zich bewegen in een vlak loodrecht op de snijlijn der 
beide vlakken. In den beginne maakt de staaf een hoek 
van 45° met het horizontale vlak. Hoe groot is die hoek, 
als de staaf, bij haar beweging, op het punt is het verti- 
cale vlak te verlaten ? 


56. Van een bewegelijke vierzijde is de basis af? —= 6 dM, 
de arm a«aÂ=3dM, de arm 2#B=8dM; de koppelstang 
AB is 9 dM (Schaal der constructie 2). Á beweegt zich 
eenparig met een snelheid, loodrecht door Aa aangeduid. 

Eerste stand. Z Aa == 90°, vorm convex. Construeer de 
versnelling van het punt B, benevens die van het punt C, 
op het midden van AB gelegen. 

Tweede stand. «A // 2B. Bepaal alle mogelijke asymptoten 
der poolbaan. 
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PROPAEDEUTISCHE EXAMENS na de Zomervacantie. 


Analyse en Stelkunde, Iste deel. (C. 1. — W.I. —S.I.— EI.) 


1. Bepaal de limiet van: 
en me 
1 WV (2a —x°) 
indien « onbepaald tot één nadert. 
2. Bepaal de asymptoten der kromme: 


ny taryt He? —y? —=l. 
3. Onderzoek of de reeks 


2D ADDED 
brb 5.075.791 | PE 
convergent is. | 
4, Los y op uit: 
dy ter 


de 1—tgx' 


Analyse en Stelkunde, 2e deel. (C.I. — W.I. — SI. — EL.) 
1. Los y op uit: 


2. Bepaal het volume van het lichaam begrensd door: | 


Ze 
at dy =a?, 
TL 2 
LE 

m en n zijn positief. 
3. Bewijs: 
Ged b.d a.d 
(a Xb).ci(dXe =| c.e b.e 

C b a 


en differentieer het linker lid naar t, in de onderstelling, 
dat a en d functies van t zijn en b, c en e constante 
vectoren. 


| 
ì 
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Analyse. (Bouwkundige ingenieurs). 
1. Teeken de kromme, die tot vergelijking heeft 
dy — 12 
telos 
2. Bereken den inhoud der figuur, welke door die 
kromme en de X-as wordt ingesloten. 


X 


Analyse. (Technologen en Mijningenieurs). 


1. In eene verhandeling van Mej. J. MURZYNOWSKA en 
den heer A. SCHIDLOF, getiteld : La loi de chute d'une sphérule 
d'huile dans lair (Archives des sciences physiques et natu- 
relles, dl. 40, 1915, blz. 486), vindt men de vergelijking 
_ ay — bm 
Ee 

Gevraagd de kromme te teekenen, die door deze verge- 
lijking wordt voorgesteld, als 


2 


ded 
bied! 
APL 


2. Bereken den inhoud der figuur, welke wordt ingesloten 
door de kromme van het vorige vraagstuk en de X-as. 

3. In eene verhandeling van M. MOULIN, getiteld: Sur 
emploi des courbes de refroidissement pour la détermination 
du point eryoscopique d'une solution (Journal de chimie 
physique, dl. 8, 1910, blz. 321), vindt men de differentiaal- 
vergelijking 

En be =b(k — at). 


Gevraagd deze te integreeren. 
Analytische meetkunde. (B. I. — T. — M.L.) 


1. Gegeven de kromme x? — 6xy + 9y? — 40y 10 =0. 

Men vraagt door andere keuze van rechthoekige assen 
de vergelijking in hare eenvoudigste gedaante te brengen, 
en den stand van het nieuwe assenstelsel ten opzichte van 
het oude te bepalen en in een schetsteekening de ligging der 
kromme aan te geven. 

2. Vanuit het punt A: —a, 0 van den cirkel 


edy —=a? 
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wordt een lijn getrokken, die den cirkel voor de tweede 
maal snijdt in B. Vanuit het punt C:b,0 wordt een lijn 
getrokken // AB, die de raaklijn aan den cirkel in Bin een 
punt D snijdt. Men vraagt de vergelijking der meetkundige 
plaats van het punt D en de asymptoot dezer kromme. 
3. Bepaal de vergelijking van den bol, die gaat door de 

snijkromme der bollen : 

wide CP 

vi tly bag 
en raakt aan de lijn 


Analytische meetkunde. (CI. — W.L. — SI. — E.I) 


1. Gegeven de kromme #? — 6xy + 94? — 40y V10 =0. 

Men vraagt door andere keuze van rechthoekige assen 
de vergelijking in hare eenvoudigste gedaante te brengen, 
den stand van het nieuwe assenstelsel ten opzichte van het 
oude te bepalen en in een schetsteekening de ligging der 
kromme aan te geven. | 

2. In een veranderlijk vlak door de z-as van een recht- 
hoekig coördinatenstelsel bepaalt men de poollijn van het 
snijpunt van dit vlak en de lijn 24a=l—y=z ten 
opzichte van de doorsnede van dit vlak en het oppervlak 
MI AE, 

Gevraagd wordt de vergelijking van de meetkundige plaats 
dier poollijnen in hare eenvoudigste gedaante te brengen. 

3. Van de eenbladige omwentelingshyperboloïde 

nr dyt—z=g 

beschouwt men slechts het gedeelte, dat begrensd wordt door 
de vlakken z=J4 en z=—4. 

Dit deel wordt verlicht door zonnestralen, die gelijke 
hoeken maken met de + x-as, de — y-as en de + z-as. 

Bepaal de vergelijkingen van: 

a. de eigenschaduwgrens op het oppervlak (aan de 
buitenzijde) ; 

b. de slagschaduwgrens van het oppervlak op het vlak 
zm=—d; 

c. de zelfschaduwgrens op het oppervlak (aan de binnen- 
zijde). 


OPLOSSINGEN 


DER 


VRAAGSTUKKEN 


De Oplossingen der Vraagstukken : 


No. 1—9 komen voor in den len jaargang. 


No. 10—20 5 Een OE 6 
No. 20—90 3 Re DER E 
No. 91145 „ vann ele schee leT) je 
No. 146—112 „ nMeebmvnl ten 8 
No. 173—206 „ AN GAT js 
No. 206—241 „ erdee den E> 
No. 242266 „ Ander Egel 0) - 
No. 267-289 Rosas l Ven 5 
No. 289—325 ee cs 1 OAT 5 
No. 325—362 ” ’ ” ’ lben ’ 


Opmerkingen omtrent vraagstukken komen voor : 


len jg. bladz. 210, betreffend Vrgst. 3, len jg. bladz. 129. 
2en „ / „ 143 en 252 betreffend Vrgst. 21, 3en jg. bl. 2. 
Zen ” » 41 : ’ ” 62, ” Dt Di. 
sen „ „ 117 (der oplossingen) betreffend Vrgst. 48 
en 63, 3en jg. bladz. 37 en 59. 
4en jg. bladz. 48, betreffend Vrgst. 83. 
‘en jg, bladz. 2 (der oplossingen) betreffend Vrgst. 129, 
Den jg. bladz. 70. 
Een vraag betreffend Vrgst. 196 in 4en jg. bladz. 47. 
” BE) ” ” 213 „llen ’ ” 191. 


Oplossingen van Vraagstukken W.T, 15e Jrg. 1 


2 
4de Oplossing van vraagstuk 362, van K. SCHOUTEN. 


Stelt men 2=j — xe dan vindt men dat de gevraagde 


integraal gelijk is aan 
if 
2 « 
[ log (cos x) de, 
0 


waaruit door samenstelling weer volgt dat beide gelijk 
zijn aan 
E 
2 
3 [ log (sin « . cos «) da. 
0 


Verandert men # in 4e dan wordt deze integraal 


KK 
1 [ log (} sin «) de, 

0 
dus: 
ns 
2 z zr 
| 108 in ») do =| log (5 sin «) de = 4 log 4 | ae + 
0 0 0 

IR ve 


Er 


1 Í log (sin @) de = 7 log 4 + À | log (sin x) da. 
0 0 


Stelt men verder «=z— ax dan vinden we 


z 
z 2 
[ log (sin «) de — [ log (sin «) de 
x 0 


2 


dus: 


3 
Ä 


2 2 
[og (sin «) de —= 7 log 4 + 4 [os (sin @) dx of 
0 0 


log (sin @) dx = 7 log 4. 


OS —, NI A 


Opmerkingen van S. C. VAN VEEN. 


Het berekenen der waarde dezer integraal komt neer op 


Dl A 


| log mode. De waarde dezer integraal is t eerst bere- 
0 


kend door Euler, zooals de heer Janssen zegt. 

Euler ging daarbij vreeselijk omslachtig te werk. Hij 
ontwikkelde logsinp in een reeks, opklimmende volgens 
de cosinus van veelvouden van wp. Daarna ging hij term 
voor term integreeren, wat niet eens geoorloofd is, daar 
de reeks, die hij voor log sinw kreeg, niet convergeerde. 
Hij kreeg evenwel het goede resultaat. Deze berekening 
is te vinden in zijn: „Institutiones Calculi Integralis” Pars 
IV Supplement 3. Art. 123. 

Het le bewijs is te vinden in de bekende vraagstukken 
verzameling van Frenet. Het lijkt mij vrij kunstmatig, daar 
er b.v. het theorema van Cotes bijgehaald wordt, wat 
eigenlijk niets met de zaak te maken heeft. 

Bijzonder eenvoudig zijn de laatste 2 bewijzen. Het eerste 
dezer laatste 2 is gepubliceerd door een ongenoemde cor- 
respondent in: „the Cambridge Mathematical Journal.“ T 
III, pag. 168, en is ook te vinden in Grunerts Archiven. 
Band IV blz. 119. Het laatste bewijs is wel het mooiste. 
Het stevent direct op ’t doel af. Overigens berust het op 
't zelfde principe als het 2e bewijs. Het is in 1856 gevonden 
door Ligowski, die waarschijnlijk onbekend was met ’t 2e 
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bewijs. Hij heeft 't gepubliceerd in Grunerts Archiven van 
1880 op blz. 118. 


Opmerking van Dr. L. U. H. C. WERNDLY. 


De oplossing van dit vraagstuk vindt men in: Recueil 
d'exercises sur le calcul infinitésimal de Frenet: probleem 
No. 439. 

Een tweede oplossing — langs een anderen weg — 
komt voor in mijn „Démonstration directe de la formule 
de Stirling“ geplaatst in het Nieuw Archief voor Wiskunde, 
2e Reeks, 5e Deel. 


363. Als in een driehoek het quadraat van de hoogtelijn op 
een der zijden gelijk is aan driemaal het produkt van de stuk- 
ken, waarin ze deze zijde verdeelt, dan loopt de lijn van Euler 
van dien driehoek evenwijdig aan de verdeelde zijde. 

D. J. KRUIJTBOSCH. 


Opgelost door D. J. KRUIJTBOSCH, J. DU SAAR, 
K. SCHOUTEN, C. WAFELBAKKER, J. A. WERTENBROEK, 
H. v. D. HEUVEL RIJNDERS. 


le Oplossing van D. J. KRUIJTBOSCH en R. GOORMAGHTIGH. 


Zij ABC de gegeven driehoek, BD | AC en BD? =3AD X 
DC. Neem AF op 1 verlengde van AC gelijk aan 2AD, 


B 


FE A D C 


dan is BD? = FD X DCG, of ZFBC=90’. Trek de hoogte- 
lijn AE, dan is AE//FB, dus: BD:HD=FD:AD=8:1. 
Daar ook het zwaartepunt op } van de hoogte ligt, loopt 
de lijn van Euler evenwijdig aan AC. 
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2e Oplossing van D. J. KRruirsoscn, H. v. D. HEUVEL 
RIJNDERS en J. A. WERTENBROEK. 


A ADH — A BDC of AD: BD = DH: DC, dus: AD Xx DC = 
BD Xx DH ==} BD? of BD =3DH, enz. 


3e Oplossing van J. DU SAAR. 


Volgens een bekende eigenschap is HD —= DG. 


Uit AD X DG =BD X DC of AD X HD =BD X DC en 
AD? =3BD X DO, 


volgt nu HD =}AD. En daar ZE eveneens geliĳk is aan 
LAD loopt HZ // BC. 


Oplossing van C. WAFELBAKKER. 


Noem de zijden «a =0, 2=0, y =0. 
In normaal coördinaten is de lijn van Euler: 
a sin 2A sin (B — C) + £ sin 2B sin (C — A) + 
y sin 2C sin (A — B) = 0. 
Twee lijnen la 4 m2 4 ny =0 en lia dm, J-n,y =0, 
zijn evenwijdig als: / m n | 
be Mi Ni — 0 is. 
sin A sinB sin C 
Zal de lijn van Euler dus //y =0 (zijde c) zijn, dan moet 
sin2A sin(B —C) sin 2Bsin(C — A) sin 2C sin (A — B) 
0 0 1 
sin A sin B sin C 
— 0 zijn of 
2 sin A cos A sin (B - C) sin B —2 sinB cos B sin (C—A) sin A=0 
of cos A sin B cos C—2 cos A cos B sin C+cos B cos C sin A=0 
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of cos A sin B cos (A + B) + 2 cos A cos B sin (A + B) + 

cos B sin A cos (A + B) = 0 
of cos (A + B) sin (A + B) + 2 cos A cos B sin (A + B) =0 
of cos (A + B) +2 cos A cos B =0 
of 3 cos A cos B = sin A sin B 


De hoogtelijn CD = asin B=bsin A 
BD =acosB; AD =bcos A 
dus sin CD? =3.BD.AD 
sin A sin B —= 3 cos A cos B, 
juist de vereischte voorwaarde. 


364. Men heeft twee gelijke stellen, elk van n elementen — 
bijv. twee gelijke spellen kaarten of twee bussen met nummers 
van 1 tot n. Men neemt telkens blindelings van beide stellen één 
element weg, totdat er geen element meer overblijft. Hoe groot 
is de kans, dat men één- of meermalen twee gelijke elementen 
wegneemt ? Dr. H. ONNEN. 


Opgelost door Dr. H. ONNEN SR, W.C. Post, 
M. J. J. SIMON THOMAS. 


Oplossing van DR. H. ONNEN SR. 


De volgorde, waarin de n genummerde elementen van 
elk stel worden weggenomen, is één der P, = n! onder- 
linge permutaties der n elementen. | 

Zonder aan de algemeenheid van het vraagstuk te kort 
te doen, kan men aannemen, dat de volgorde, waarin de 
elementen van het eene stel worden weggenomen, over- 
eenkomt met de hoofdpermutatie. 


Is dan de volgorde, waarin de elementen van het andere - 


stel worden weggenomen, eene permutatie, waarin alle 
elementen de plaats, die zij in de hoofdpermutatie innemen, 
verlaten hebben, dan zal men geen enkele maal twee gelijke 
elementen wegnemen. 

Zulke permutaties, waarbij alle elementen aan de om wisse- 
ling deelnemen, noem ik kortheidshalve generale permutaties. 

Stelt men het aantal generale permutaties van » elemen- 
ten voor door Q,, dan is de kans, dat geen enkele maal 


_ 
en AT 


li 


twee gelijke elementen worden weggenomen =Q„/n! en 
de kans, dat dit een- of meermalen wel geschiedt =1—Q, / 7! 

Q„, kan nu aldus gevonden worden. 

In een generale permutatie komt op de plaats van de 
1 één der elementen 2, 3...n. | 

Zet men de 2 op de plaats van de 1, dan kan de 1 op 
de plaats van de 2 komen, en dan is het aantal generale 
permutaties, dat verkregen kan worden, gelijk aan het 
aantal generale permutaties der n—2 overige elementen 
ar Ae omen rt Van Sa Aaf 

Wordt de 1 niet op de 2e maar op de 3e, 4e ..ne plaats 
gezet, dan krijgt men nog Q„-_j generale permutaties, 
want deze zijn dezelfde als van de n—1 elementen 2, 
8 ..-.n, als men daarin de 2 door de 1 vervangt. 

In het geheel is dus het aantal generale permutaties, 
waarin de 2 op de le plaats staat: 


Qn-2 a Oni A 
Hetzelfde aantal wordt gevonden, als elk der andere 
elementen 8, 4...n op de le plaats gezet wordt. Men 
heeft dus: 
Qi RE (n ie I) (Q„-—-2 an Oni) 
of 


Qin — Nn Ot EE KE ral U os I) Qn—2l. 
Maar ook: 
Ge Eri (n ae I) Qn 2 rn VE Qn EN en (n mri 2) Qn—3/ 
enz., waaruit volgt: 
Or np =(Q2 — 2) D= (17 
Omdat blijkbaar Q,=1 en Q,=0 is. 
En nu is: 


An — Art (1 
nl (n—l)! nt 
Stelt men hierin voor n achtereenvolgens 2, 3 . . (n—l), 
n en summeert, dan komt er: 
Ae | Gh Ome eee 
uE ee Na 


Dit is dus de kans, dat geen enkele maal twee gelijke 
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elementen weggenomen worden. Zij is het grootst voor 
n=2, namelijk 4, en nadert in zigzag de limiet voor n == o», 
die gelijk is aan 7 = 0,367 .… .…, met grootere waarden voor 


n even en kleinere voor ” oneven. 


De kans, dat één of meermalen twee gelijke elementen 
worden weggenomen, is: 


rl ee Ebm ee 
CAE CTED 
Deze is het grootst voor n=3 en bedraagt dan 3; zij 


DP 


nadert in zigzag de limiet voor n=, namelijk 1 — en 


0,632 . .. met kleinere waarden voor n even en grootere 
voor n oneven. 


Oplossing van M. J. J. SIMON THOMAS. 


Stel dat men de elementen van het ééne stel, in de vol- 
gorde waarin men ze wegneemt, de nummers 1, 2, enz. 
tot n geeft. Van het andere stel zal men dezelfde nummers 
in een andere volgorde wegnemen en wel volgens één 
der permutaties van de getallen van 1 tot n. De vraag is 
nu: in hoeveel van deze „! permutaties bevindt zich één 
of meer der elementen op dezelfde plaats als in de hoofd- 
permutatie ? Korter uitgedrukt: in hoeveel van »! permu- 
taties is één of meer der elementen op zijn plaats ? 

p elementen staan op hun plaats in Pp permutaties. 
Uit het geheele stel kan men C,? combinaties van p ele- 
menten vormen. 

Eén der elementen is dus op zijn plaats in P,_j per- 
mutaties, Dit wordt voor alle elementen C,' X P,_4- Nu 
heeft men echter de permutaties, waarin zich twee ele- 
menten op hun plaats bevinden dubbel geteld, het;ant woord 
zou dus zijn: .C,! P‚_j — C° PP s9. 

Er zijn echter ook permutaties, waarin zich drie elemen: 
ten op hun plaats bevinden, enz. Verder redeneerende 
vindt men de volgende reeks : 


C,' P, An Erg geget ke ape 
(— De! Cf P, pt en er EE Bes C,” P‚, 


9 


als tenminste de coëfficiënt van de pde term (— Det is. 
Neemt men aan dat dit doorgaat voor de voorafgaande 
termen, dan zullen we bewijzen, dat het ook juist is voor 
de pde term. 

De permutaties, waarin zich p elementen op hun plaats 
bevinden, zijn in de eerste term der reeks C,! keer geteld, 
in de tweede term C° keer afgetrokken, enz. De gezochte 
coëfficiënt is dus: 


— Ort HOP Opdr t (-iPtop iis 
(C° — Opt + Op? — Opt FH 
GIP LOPE HIP CPI (POP =(— IPTE 
Hiermee is het bewijs voor de juistheid der reeks ge- 
leverd. De grootte der kans, dat men één- of meermalen 


twee gelijke elementen wegneemt is dus: de gevonden 
reeks gedeeld door P,, waarvoor men vindt: 


1 1 
EN UNI ET KE ese J- 


Voor n=oo wordt dit: ed =v 0,63212. Voor n= 8 vindt 


men reeds in 5 decimalen nauwkeurig hetzelfde antwoord. 
965. Gegeven van een afgeknot driezijdig prisma ABCDEF 
grond- en bovenvlak, de lengte der ribbe BE en de hoek B van 
het trapezium BCEF. Gevraagd: aan te geven hoe dit prisma 
geconstrueerd kan worden. D. POSTMA. 


Opgelost door D. PosrTMmA en K. SCHOUTEN. 


Oplossing van D. POSTMA. 


’t Trapezium BCEF is door BE, / B en de lengten der 
zijden BC en EF van grond- en bovenvlak geheel bekend. 
Denkt men nu grond- en bovenvlak in dit zijvlak neerge- 
slagen, dan kan men de punten A en D in neergeslagen 
toestand direct teekenen. Men moet dus deze punten zoo- 
ver terug wentelen, dat hun verbindingslijn AD //BE 
wordt. Dit kan men nu op de volgende manier bereiken. 
Wanneer men door het punt A van het grondvlak een 
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vlak brengt // aan het bovenvlak, dan snijdt dit vlak uit 
het prisma een driehoek Aef‚ congruent met A DEF. 
Slaat men dezen driehoek ook neer in ’t zijvlak, dan is die 
driehoek ten opzichte van driehoek DEF verschoven in 
de richting BE. Wentelt men nu A ABC terug en eveneens 
A efa, dan zullen nu de punten a en A samenvallen. 


In dat geval liggen de cirkels, bij deze wenteling be- 
schreven door A en a op een bol, waarvan ’t middelpunt 
is het snijpunt der lijnen BC en ef. 

Is dat punt M bekend, dan is ook Mfe bekend, waaruit 
dan het punt À in teruggewentelden stand volgt. De plaats 
van het punt M kan gemakkelijk door berekening gevon- 
den worden. Stel de straal van den cirkel door A beschre- 
ven =r,, die door a of D beschreven 17, de afstand van 
M tot het vlak van cirkel A=, tot ’t vlak van cirkel 
a=x, dan is dus r‚? Ha? =rg +e,°. E 

De lijn door het middelpunt van cirkel A getrokken 
evenwijdig aan BE snijdt ef altijd in 't zelfde punt G, zoo- 
danig dat dus MG =x, —! waarin l een bekende waarde 
is. Uit de door deze hulplijn ontstane driehoek volgt 

(re, —U)= BC: EE, 

Substitueert men de hieruit gevonden waarden voor z, 
in de eerst gevonden vergelijking dan krijgt men een 
vierkantsvergelijking in «, waaruit x dus is op te lossen. 


866. Gegeven twee concentrische ellipsoïden met evenwijdige 
asrichting. Bovendien bestaat tusschen de assen de betrekking : 
We br 

Men denkt raakvlakken aan de binnen-ellipsoïde op een af- 
stand d van het middelpunt. Bewijs, dat de doorsneden van deze 
raakvlakken met de buiten-ellipsoïle een constant oppervlak 
hebben. J, TUMMERS. 


1 
Opgelost door R. GOORMAGHTIGH, J. TUMMERS, 
J, A. WERTENBROEK. 
Oplossing van J. A. WERTENBROEK. 
Vergelijking van de binnen-ellipsoïde: 


L? y° bb 
rn Bene ett) 
Die van de buiten-ellipsoïde is: 
Nen 
en) 


De vlakken V door het gemeenschappelijke middelpunt 
O van (1) en (2) evenwijdig aan de bedoelde raakvlakken 
snijden (1) volgens ellipsen, die een standvastig-oppervlak 
hebben. Dit bewijst men gemakkelijk door op te merken, 
dat voor de ellipsoïde geldt de formule voor de prismoïde 
_V=iH(GHB+44M). Neem hierin G=B=0, en voor M 
het oppervlak van een der bovengenoemde ellipsen, dan 


is H=2d. Derhalve: $rabc=}dM, zoodat M= — 


standvastig. Daar C (1) en (2) gelijkvormig zijn, volgens de 
geliĳjkvormigheidsfactor el snijden de vlakken V (2) 
1 


volgens ellipsen elk met Ue tot oppervlak. 


Beschouw nu een der vlakken V en het raakvlak W 
aan (1) evenwijdig hieraan. Noem de oppervlakten van de 
doorsneden van deze beide vlakken met (2) M,‚ respectie- 
velijk M,, Laat het raakvlak aan (2) // V deze ellipsoïde 
in R raken. Breng door OR een vlak | V en W. Dit vlak 
snijdt de doorsnede behoorende bij V volgens een middel- 
lijn AB, en die behoorende bij W volgens een middellijn 
CD welke OR in E snijdt. Nu geldt 


Mr O AR 
Ms; EC?’ 
ter wijl 
OR! , BO* 
OR? OA? 5 
zoodat À 
A eej 
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Men vindt dus 


M, =M, (l—k®)= dine ) == standvastig. 


867. Gegeven een centraal kwadratisch oppervlak O. Men 
beschouwt vlakken, die door een lijn l gaan. De meetkundige 
plaats van het middelpunt der doorsnee van deze vlakken en 
O, is een kegelsnede K. Als de lijn l zich verplaatst, zoodat ze 
evenwijdig blijft aan een vast vlak V, dan zal het vlak der 
kegelsnede K om een vaste rechte d draaien. De richting vand 
is toegevoegd aan het vlak V. 

Wat is de meetkundige plaats der kegelsneden, als de lijn l 
door een vast punt gaat ? J. TUMMERS. 


Opgelost door J. TUMMERS, J. A. WERTENBROEK. 
Oplossing van J. A. WERTENBROEK. 


Trekt men in elk der snijvlakken de middellijn // van 
de bijbehoorende doorsnede, dan is gemakkelijk in te zien, 
dat de meetkundige plaats van de middelpunten der 
doorsneden gelegen is in het vlak W toegevoegd aan de 
richting van /. Laat dit vlak Z in 't punt P snijden, en O 
volgens een kegelsnede K,‚. De doorsneden van de vlakken 
door / met W gaan dan alle door P. De middens van de 
koorden door K,‚ van deze rechte lijnen afgesneden zijn 
de middelpunten van de bedoelde kegelsneden. De meet- 
kundige plaats van deze middens is zooals bekend een 
kegelsnede K gaande door P, het middelpunt M van O, 
en de raakpunten behoorende bij de raaklijnen uit P aan 
K, getrokken, en welke gelijkvormig en gelijk geplaatst 
is, t. 0. van K,. Het midden van PM is het middelpunt 
van K. 

Als l zich verplaatst, zóó, dat ze evenwijdig blijft aan 
een vast vlak V, dan zullen de vlakken W, toegevoegd 
aan de richtingen van de lijnen in dat vlak, volgens een 
bekende eigenschap alle gaan door de middellijn d van 0 
toegevoegd aan V. 

Laat ten slotte / zich zoo verplaatsen, dat ze door een 
vast punt S blijft gaan. Op elk der lijnen /is dan een punt 
P te vinden. Volgens het voorgaande zullen die punten 
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tot de meetkundige plaats der kegelsneden K behooren. 
Ook het punt S zal een punt zijn van die meetkundige 
plaats. Brengt men nl. een vlak door S en M, dan is 
hierbij altijd door. S een lijn 4 te trekken, waarvan de 
richting toegevoegd is aan dit vlak. Elke lijn / heeft dus 
in ’t algemeen 2 punten met de gevraagde meetkundige 
plaats gemeen. Deze zal dus een oppervlak van den Zen 
graad zijn. Voor een aantal lijnen / vallen de beide snij- 
punten in S samen. Deze zijn gelegen in een vlak toege- 
voegd aan SM t. o. van O. Dit vlak is raakvlak aan de 
meetkundige plaats in S. Verder is gemakkelijk aan te 
toonen, dat het gevonden oppervlak gaat door M, O snijdt 
volgens de raakellips behoorende bij den raakkegel van 
S t.o van O, het midden van SM tot middelpunt heeft, 
en dat het gelijkvormig en gelijk geplaatst is t. o. van O0. 


868. De meetkundige plaats te bepalen van de toppen der 
n-zijdige pyramiden, die denzelfden regelmatigen n-hoek tot 
grondvlak hebben, en waarvoor de som van de 2e machten der 
opstaande ribben =P?, en de som van de 4e machten = Qt. 

J. N. VISSCHERS. 


Opgelost door R. GOORMAGHTIGH, J. N. VISSCHERS. 


Oplossing van J. N. VISSCHERS. 


Noem de hoogte van één der pyramiden h, den afstand 
van ’t voetpunt der hoogte tot ’t middelpunt van den om 
t grondvlak beschreven cirkel d, de’ afstanden van ’t 
voetpunt der hoogte tot de hoekpunten A,....A, van den 
regelmatigen n-hoek a,, as... a, den straal des cirkels 
van den „-hoek 7, dan heeft men : 

(at dh) Fast HR) (apt HAP? 1 
(a? Hh2)2Han? Hh2)2 (ap? Hh2P=Qt II 

Nu is a;? +as* +-...aj?=n(r? +d?), omdat coso + 
GOS (p + Kk) +... COS Ip + (n — Ikl =0, waarin op de hoek is, 
dien d maakt met den straal uit A, en k=?2z:n. 

De le vergelijking gaat dus over in 

Rele? IPA ie ere GEEL 

Voor de 2e vergelijking kan men schrijven : 
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n(r2 + d?)? + 2h?n (r° Hd?) + 2nr°d? +nht=Qt . IV 
omdat cos? + cos? (p +k) + ...cos? jp + (Nn — 1) kl = In. 
Uit de vergelijkingen III en IV kunnen d en h bepaald 
worden. Daartoe kan men Ah? uit Ill oplossen en deze 
waarde overbrengen in IV. Voor d? vindt men dan ééne 
waarde, voor d ook ééne, de positieve wortel nl, en voor 
h twee waarden met tegengesteld teeken. Zijn nu P, Q, 
enz., zoodanig gegeven, dat een bestaanbare oplossing 
mogelijk is, dan vindt men voor de meetkundige plaats 
der toppunten twee gelijke cirkels met den straal d. De 
middelpunten dezer cirkels liggen op de hoogtelijn in ’ 
middelpunt van den regelmatigen n-hoek opgericht, op een 
afstand +-Ah van dat middelpunt, en hun vlakken zijn even- 
wijdig aan den gegeven regelmatigen n-hoek. 


Oplossing van R. GOORMAGHTIGH. 
r is de straal van den omgeschreven cirkel van den 


n-hoek, #/, yj. de coördinaten der hoekpunten; men heeft 
2kz / 
Lj, =T COS PE, y= tT Sin Za 
dus 


E [(reosir- ie ) + (rsin Ey) tees e)) 


Er cos TE jee (- sin Ley jh tzt | '=Q! (2) 


als xv, y‚, z de coördinaten zijn van een punt der gezochte 
meetkundige plaats. 
De vergelijking (1) kan nog geschreven worden: 


nin Jy? 42? +r°)—2rae eos te 2ryX sin EPs 
P?2 
of PN kek tod. er eN 


vermits X cos en —= X sin a ib 


Men heeft ook nog X sin el —=0; (2) kan dus eenvou- 


diger geschreven worden als volgt: 


15 


nv? Hy? 2? Jr)? Ar? wp? X-COS? de zi 
Ar?y? E sin? ee Ede (d) 
Bekend zijn de formules 
== +1 


RER nT _ sin(2n 4-3) A 
> smkA=l (an +3 EN ) 


sin A 


BE costkA—t(2mpij ERD), 


waaruit volgt: 


ke en ten 
Cos? ==, ee, 
kl n & zel n 2 


De vergelijking (4) wordt nu 
na? Hyt He? 12)? 4 Onrta? Hr? =Q4, 
of, volgens (3), 
> En erheen BS 
4 VERROT Tk dede) 

(83) en (5) bewijzen, dat de gevraagde meetkundige plaats 
een cirkel is waarvan het vlak evenwijdig aan het grond- 
vlak is. 


869. Construeer, door gebruik te maken van vraagstuk 
954, bladz 67, jaargang 8: 

a. Een cirkel, gaande door 2 geg. punten, en een geg. 
corkel inwendig rakend. 

b. Een cirkel, gaande door een geg. punt, en 2 geg. 
cirkels inwendig rakend. J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van J. A. WERTENBROEK. 


a) Noem de beide gegeven punten P, en P‚; en laat 
M, de gegeven cirkel, en M‚ de gevraagde cirkel zijn. P 
is raakpunt van M‚ en M,. Beschouw Ps, en P, als cirkels 
met straal O, dan geldt volgens 354 voor het raakpunt P 
VANGEN seb eenen ban Clay en Loes raaklijnen 
uit P, resp. P; aan M,‚ getrokken; t‚ en t; verbindings- 
lijnen van P met P, en P,). P moet dus liggen op den 
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cirkel van Apollonius. Deze cirkel zal M‚ en M, loodrecht 
snijden in P. Zijn middelpunt O ligt dus tegelijk op het 
verlengde van P,P, en op de gemeenschappelijke raaklijn 
van M,‚ en M‚. Men komt zoodoende tot de bekende con- 
structie met behulp van machtlijnen. 

b) Noem het gegeven punt P, en de beide gegeven 
cirkels M; en M,, en laat M‚ de gevraagde cirkel zijn. 
P is raakpunt van M,‚ en M,. Beschouw P, als cirkel met 
straal O0, dan geldt: T,., : Ts., =ts:tz. P wordt dus gevon- 
den als snijpunt van M, met een cirkel 0 welke behoort 
tot den bundel bepaald door P, en M,. Het middelpunt 
O is zóó gelegen, dat OP, : OM; =T,.4? : Ts.4,°. De loodlijn 
uit het machtpunt M van P,, M‚; en M,‚ op OM, neergela- 
ten zal gaan door P, 

Heeft men eenmaal P, dan vindt men het raakpunt op 
M; door gebruik te maken van het uitwendige geliĳk- 
vormigheidspunt van M; en M,. Daarna. volgt het middel- 
punt van M,‚ gemakkelijk. 
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Beschrijvende Meetkunde. (CI. — W.L. — SI. — EI). 


1. Perspectief. 


Horizonshoogte 10 cM; distantie 15 cM. 

Bepaal de perspectief van een omwentelingskegel, die 
achter het tafereel is gelegen en het tafereel raakt. De 
grondeirkel (straal 10 cM.) ligt in een vlak, dat een hoek 
van 45° (boven het grondvlak opening naar rechts) maakt 
met het grondvlak; de gronddoorgang van dit vlak maakt 
een hoek van 60° met het tafereel (achter het tafereel 
opening naar links) en snijdt de grondlijn 5 cM. rechts 
van de verticale lijn door O0”. 

Tevens te bepalen de eigenschaduwgrens op den kegel- 
mantel en de slagschaduwgrens op het vlak, waarin de 
grondeirkel van den kegel ligt, indien de lichtstralen 
evenwijdig zijn aan het tafereel en een hoek van 45° 
(boven het grondvlak opening naar links) maken met het 
grondvlak. 

2. Rechthoekige projectie. 

Een bol, straal 6 cM. rust op het horizontale vlak in 
een punt, dat 12 cM. vóór het verticale vlak ligt, en geeft 
bij verlichting uit één enkel punt als slagschaduwgrens 
op het horizontale vlak een parabool, die de as van pro- 
jectie raakt in het punt, 6 cM. links van het vlak door 
het middelpunt van den bol loodrecht op de projectie-as. 

Gevraagd de projecties van het lichtend punt en van 
de lichtgrens op den bol. 

3. Scheeve parallelprojectie. 

Gegeven de lijnen : 

z—=0, (@ — 12)? Jy? =64; 
y=0, (@— 22)? Hz? =64; 
== MS y= 

Deze lijnen zijn de richtlijnen van een regelvlak. 

Men vraagt te construeeren : 

a. Een niet bijzondere beschrijvende lijn. 

b. In een niet bijzonder punt van die lijn het raakvlak. 

c. In een niet bijzonder vlak door die lijn het raak punt. 

Voorts in de teekening aan te geven de cuspidaal- 
punten, de torsaallijnen, en de werkzame en parasitische 
deelen der richtlijnen. 

Examen-Opgaven W. T. 15e Jrg. 2 
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Natuurkunde. Algemeene cursus, le deel. 


1. Door een cilindrische buis van 1 M. lengte, met een 
middellijn van 1,2 mM., stroomt een vloeistof waarvan de 
de wrijvingscoêfficient in C.G.S.-eenheden 0,0105 bedraagt. 


Het drukverschil aan beide einden is 5 atmosfeer. Ge- 


vraagd wordt de snelheid van de vloeistof in de as van de 
buis te berekenen, met afleiding van de gebruikte formules. 

1 atmosfeer =1 KG. per cM?. 

g=981 cM./sec?. 

2. In een bak met 1,5 KG. water wordt stoom van 
1 atmosfeer spanning geleid, waardoor de temperatuur in 
8 minuten regelmatig stijgt van 12°,2 tot 64°6 C., Het 
blijkt dat de waterhoeveelheid daarna met 163,5 Gr. is toe- 
genomen. Waarnemingen van de uitstraling gaven aan 
dat de temperatuur van den bak voor den stoomtoevoer 
per minuut 0°2 steeg, en na den stoomtoevoer 2° per 
minuut daalde. De bak weegt ledig 840 Gr. en bestaat 
uit een metaal waarvan de soortelijke warmte 0,094 is. 

Wat volgt hieruit voor de verdampingswarmte van 
water ? 

Natuurkunde. Technische warmteleer. 


1. Gegeven een galvanisch element van de volgende 
samenstelling : 


5 
Pb | Pb(NO,)s | Ag NO, | Ag. 


De electromotorische kracht van dit element bedraagt 
bij 09° C. 0,931 volt; wanneer het element stroom geeft, 
verliest het aan chemische energie 25450 gr-cal. voor ieder 
gram-equivalent lood, dat in oplossing treedt, eveneens 
bij 0° C. 

Bereken hieruit den temperatuurcoëfficient van de elec- 
tromotorische kracht bij 0°C., wanneer nog gegeven is 
het electrochemisch equivalent van zilver —=0,001118 gr/Coul., 
het atoomgewicht van zilver=1079, het mechanisch 
warmteëgquivalent —= 4,19 X 107 erg/gr-cal. 

Gevraagd wordt tevens dete gebruiken thermodynamische 
vergelijking direct af te leiden. 
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2. a) Bewijs, dat voor een polytropische toestandsver- 


andering van een ideaal gas geldt pv” == const. 
b) Gegeven een kringloop van een ideaal gas, bestaande 
uit twee gelijksoortige polytropische toestandsverande- 


ringen, waarvoor de vergelijking is pv’ == const. en uit 
twee andere gelijksoortige polytropen, waarvoor geldt 


pv” =econst. Wanneer men de vier snijpunten der poly- 
tropen, die men ontmoet als men den kringloop rondgaat, 
achtereenvolgens noemt 1, 2, 3 en 4, vraagt men te be- 
wijzen, dat voor de vier volumina in die punten geldt 
VI:Vg == 1 U3 3 Eevenzoo voor den druk p en de tempe- 
ratuur T. 

c) Bereken den uitwendigen arbeid en de entropietoe- 

name bij een polytropische toestandsverandering van 1 KG. 
van een ideaal gas, als daarbij de temperatuur stijgt van 
BOD T 


Natuurkunde. Algemeene cursus, 2e deel. 


1. Een metalen bol met een straal van 10 cM., geplaatst 
in een zeer grooten bak met petroleum, is geladen door 
hem een oogenblik in verbinding te brengen met een 
pool van een batterij van 500 accumulatoren, elk geladen 
tot 2,5 volt, waarvan de andere pool naar de aarde is 
afgeleid. De diëlectrische konstante van petroleum is 
K=2. Bereken: 

1°. de lading van den bol in coulombs, 

20, de waarde van de potentiaal in volts in een punt 
dat in de vloeistof op 50 cM. afstand van het middelpunt 
is gelegen, 

3%. de kracht, die een klein bolletje met een lading van 
60 electrostatische eenheden in dat punt ondervindt, 

40, den arbeid, noodig om die kracht te overwinnen, 
als dit bolletje 10 cM. verder van den grooten bol wordt 
verwijderd. | 

Bewijs de daarbij gebruikte formules. 

2, Een draadwinding, die zich in een homogeen mag- 
netisch veld met horizontale krachtlijnen bevindt, kan 
draaien om een in haar vlak liggende vertikale as. 

a. Indien de winding wordt rondgedraaid met een 
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konstante hoeksnelheid w, zal daarin een wisselstroom 
ontstaan. 

Gevraagd wordt aan te geven de nitdridein voor de 
stroomsterkte als functie van den tijd, en verder te be- 
rekenen de grootste waarde van de stroomsterkte in am- 
pères, als gegeven is: de magnetische veldsterkte H = 
10 gauss, het oppervlak van de winding O = 2000 cM?, 
de electrische weerstand van de winding #==0,5 Ohm, de 
hoeksnelheid w =20° per seconde. 

b. Gevraagd wordt te berekenen het moment van het 
koppel, dat de winding ondervindt als zij stilstaat in een 
stand zoo dat haar vlak een hoek van 50° maakt met de 
krachtlijnen, en de winding door een stroom van 5 Ampère 
wordt doorloopen. 


Natuurkunde. (Bijzondere onderwerpen.) 


1. Voor de bepaling van het soortelijk gewicht vaneen 
vloeistof met behulp van een pyknometer worden vier 
wegingen volbracht; bij iedere weging is de pyknometer 
op de linkerschaal van de balans geplaatst. 

1°. Pyknometer leeg, belasting 28,850 gr. instelling 5,09. 

20, Pyknometer leeg, belasting 28,855 gr, instelling 10,60. 

5%, Pyknometer bij 19,4° C, gevuld met de gegeven 
vloeistof, belasting 56,995 gr. instelling 11,77. 

40, Pyknometer bij 17,8° C. gevuld met water, belasting 
53,885 gr. instelling 6,12, 

Het cijfer 0 van de schaalverdeeling van de balans staat 
rechts. 

Het soortelijk gewicht van de lucht in de balanskiët is 
gelijk aan 0,0012, dat van water bij 17,8° C. gelijk aan 
0,998658, de kubieke uitzettingscoëfficient van het glas, 
waaruit de pyknometer bestaat, gelijk aan 1/40000 te stellen. 

a) Welke waarde berekent men hieruit voor het soortelijk 
gewicht van de gegeven vloeistof ? 

b) Welke is de nauwkeurigheld vann deze uitkomst, als 
bij een enkele gewichtsbepaling de EES fout 0,2 mg 
bedraagt ? 

2. Van een eenassig dubbelbrekend kristal zijn de beide 
hoofdbrekingsindices voor natriumlicht w —= 1,658, e = 1,486. 
Een plaatje is uit het kristal geslepen zoodanig, dat de 
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normaal op de zijvlakken van het plaatje een hoek van 
45° maakt met de optische as. 

Men brengt dit plaatje in evenwijdig gepolariseerd licht 
tusschen twee gekruiste nicols, terwijl de uitdoovingsrich- 
tingen van het plaatje hoeken van 45° maken met de 
trillingsrichtingen van polarisator en analysator. 

Het licht, dat uit het plaatje treedt, wordt door een 
prisma uiteengespreid tot een spektrum. In dat spektrum 
neemt men waar een donkere streep ter plaatse van de 
golflengte 0,685 « en ook een voor 0,436 u. Tusschen deze 
beide liggen nog 7 donkere strepen. 

Gevraagd te berekenen a) hoe dik het plaatje is, b) de 
kleinste golflengte tusschen de beide gegeven golflengten 
waarvoor het licht, dat uit het plaatje treedt, cirkulair is 
gepolariseerd. 

Het verschil van de brekingsindices wordt voor alle. 
golflengten gelijk gesteld. 


Theoretische Mechanica. (Technologen.) 


1. Eene kom, waarvan wel de dikte, maar niet het 
gewicht kan worden verwaarloosd, heeft de gedaante van 
een halven bol. 

Wanneer deze kom met de bolle zijde op den grond 
en steunende tegen een muur wordt geplaatst, is zij op 
het punt van uitglijden, zoo het vlak van den rand der 
kom een hoek van 30° met den grond en een hoek van 
60° met den muur maakt. 

Hoe groot is de wrijvingscoëöfficiënt, wanneer deze voor 
den grond en den muur dezelfde is ? 

2. Eene cylindrische buis, waarvan de wanddikte buiten 
beschouwing kan blijven, heeft een straal == 20, eene 
lengte =33 en eene massa — 1116. 

Een stoffelijk punt met de massa 4 bevindt zich in de 
verlengde cylinderas op een afstand 15 van een der rand- 
vlakken verwijderd. 

Met welke kracht wordt dit punt door de buis aan- 
getrokken, als de constante der aantrekkingskracht 125 
bedraagt ? 

„8. Twee vaste punten A en B liggen op een afstand a 
van elkander. Een bewegend stoffelijk punt P met de 
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massa m wordt door A aangetrokken met een kracht gelijk 
aan 4m AP, en door B afgestooten met een kracht gelijk 
aan 3 m BP. 

Wanneer men weet, dat P zich in eene richting | AB, 


en met eene snelheid a door B bewogen heeft, welke is 
dan de baan van P? 


CANDIDAATSEXAMENS JANUARI 1917. 


1. Een homogene bol (straal =a) draait met een hoek- 
snelheid w, om een horizontale middellijn en wordt ge- 
plaatst op een horizontaal vlak, welks wrijvingscoëfficiënt 
f is. Bepaal den tijd, na welken rolling intreedt en de 
hoeksnelheid van die rolling. 

2. Een homogene staaf (lengte =2l, massa—=m) kan 
om haar zwaartepunt O in een verticaal vlak draaien. Zij 
is in den beginne horizontaal geplaatst. Van een hoogte 
h boven de staaf laat men een klein lichaam (massa —= m,) 
vallen, dat de staaf op een afstand a van het punt O 
treft. Staaf en lichaam zijn onveerkrachtig. Met welke 
hoeksnelheid beginnen staaf en lichaam zich na de botsing 
te bewegen ? | 

da. Een staaf OA (lengte =2!, massa=—=m) hangt aan 
het punt O verticaal naar beneden. Haar eindpunt A is 
juist in aanraking met den grond. Men deelt haar een 
hoeksnelheid w, mede. Wanneer zij den horizontalen stand 
heeft bereikt, wordt de bevestiging van O losgemaakt en 
de staaf beweegt zich vrij. Als haar uiteinde A den grond 
weder bereikt, is zij verticaal. Hoe groot is de begin- 
hoeksnelheid w‚ ? 

36. Van een convexe vierzijde a A B4 is gegeven: 

a =32 CM, aA =26- CM, AB==20 CMS Boitnere 
ZBaA=60°. Op de zijde AB is A ABC beschreven; 
AC=24cM, BC=12 eM. Op de zijde B2 is ABAD 
beschreven; BD =2 cM, 2D==28 cM. Verder is ge- 
construeerd de convexe vierzijde BCED, CE =20 cM,, 
DE=10 eM. (Mecanisme van WArr.) 

B draait om £ eenparig met een lineaire loodrechte 
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snelheid B 2. Voor den stand der figuur wordt gevraagd : 
Snelheid en versnelling van het knooppunt E‚ benevens 
de kromtestraal der door E beschreven baan. Schaal 4. 


PROPAEDEUTISCHE EXAMENS voor de Zomervacantie 1917. 


Analyse en Stelkunde, le deel. (C.T. — W.I. —S.I —E.L) 


1. Wat is de omhullende van het stelsel ellipsen, voor 
gesteld door de vergelijking: 
ned 4y? HH By 4 Aky H Ak HWM? =0, 
waarin k een veranderlijke parameter is. 
2. Bepaal voor # =0 de limiet van 
bg sin « — bg tg # 
Ede B dees 
3. Los y op uit de vergelijking: 
dy 1 
dla eet — 37 +2 
4, Bepaal, tot op een tienduizendste nauwkeurig, den 
positieven wortel van de vergelijking : 
LS + 3u? HA — 40 =0. 


Theoretische Mechanica (technologen). 


1. Leid de vergelijking der kettinglijn af. 

2. Een stoffelijk punt met de massa m bevindt zich op 
een afstand A van een plaat, die zich naar alle zijden 
onbegrensd uitstrekt, maar waarvan de dikte kan ver- 
waarloosd worden. Van deze plaat is de massa der vlakte- 
eenheid gelijk aan z. 

Het genoemde punt wordt door de plaat aangetrokken 
volgens de wet van NEWTON, waarbij de constante der 
aantrekkingskracht gelijk aan !/, is. 

Wanneer nu het stoffelijke punt wordt losgelaten en zich 
dus naar de plaat toe beweegt, maar daarbij een weer- 
stand ondervindt, die evenredig is aan het vierkant der 
snelheid en in grootte gelijk aan ‘/, mv? kan gesteld 
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worden, na hoeveel tijd en met welke snelheid zal het 
dan de plaat bereiken? De zwaartekracht wordt weg- 
gedacht. 


Analytische Meetkunde (C.1. — W.L. — SI. — EL). 


1. Op de richtlijn van een parabool ligt een punt P 
tweemaal zoover van de as verwijderd als het brandpunt 
van de richtlijn. Door P trekt men een veranderlijke lijn /, 
hieraan evenwijdig de raaklijn aan de parabool en door 
het raakpunt de lijn m evenwijdig aan de as van de 
parabool. Bepaal de meetkundige plaats van het snijpunt 
S der lijnen l en m. 

2. Gevraagd wordt de vergelijking van een bol, die 
gaat door het punt (—1, —1, 1), raakt aan het vlak 
ety—-22d5=0 en waarvoor alle punten der lijn 
ZL =Z-—y=l even groote macht hebben als voor den 
bol #° + y? 4-22 =22 3. 

3. Ten opzichte van een rechthoekig assenstelsel O xy z 
zijn gegeven de punten A == (1,0, 0), B== (0, 1, 0) en C==(0, 0, I). 

Te bepalen het tweede-graadsoppervlak door O, waarop 
gelegen zijn de omgeschreven cirkel van A ABC en de 
ellips, die AB tot een as heeft en waarvan de andere as 
evenwijdig loopt aan de z-as en een lengte 2 heeft. 

Bovendien worden gevraagd de vergelijkingen der 
eyclische vlakken voor dit oppervlak. 


Analyse. (Bouwkundige Ingenieurs). 


1. Van een rechte open goot moet de dwarsdoorsnede 
een inhoud van 13 dM* en den vorm van een gelijkbeenig 
trapezium hebben. De zijwanden maken hoeken van 30° 
met den grond en het trapezium is aan de onderzijde het 
smalst. Hoe diep en hoe wijd moet deze waterloop zijn, 
opdat de bodem en de zijwanden te zamen een zoo klein 
mogelijk oppervlak hebben ? 

2. Van een koepel, hoog 6 M. is het grondvlak een 
rechthoek met zijden van 4 en 6 M. lengte en zijn de vier 
zijwanden ecylindervlakken met horizontale beschrijvende 
lijnen. De doorsneden van deze cylindervlakken, loodrecht 
op de zijden van het grondvlak en gaande door de as van 
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den koepel, zijn parabolen, waarvan de toppen in die as 
liggen. 
Bereken den inhoud van dezen koepel. 


Analyse. (Technologen en Mijningenieurs.) 


1. Bewijs, alleen door herleiding en zonder uitwerking 
van den determinant, de betrekking 


1 1 zel ul 7 
gatbte gd 5e =glatbte) 
1 1 1 
Eeen. adgbte 2e 
1 1 1 
— 50 —3b atbtge 


2, In eene verhandeling van W. MEYERHOFER (Zeitschrift 
für physikalische Chemie, Dl. 2, 1888, blz. 585) komt eene 
integraal voor van den vorm 

da 
Gelet :1) 

Gevraagd deze uit te rekenen. 

3. In J. D. VAN DER WAALS, Lehrbuch der T hermodynamik, 
bewerkt door P. KOHNSTAMM, staat op blz. 247 van deel I 
de differentiaalvergelijking 


pommel rj 2 la |) 


Gevraagd deze te integreeren van het geval dat p — p, =l 
en e=? zou zijn terwijl, voor h==0, de functie r=1l en 


de afgeleide functie 5 —0 zou wezen. 


Analytische Meetkunde. (B.I. — T. — M.L.) 


1. Als de assen van eene gelijkzijdige hyperbool 
asymptoten zijn van eene andere gelijkzijdige hyperbool, 
dan snijden de krommen elkaar rechthoekig. Bewijs dit 

2. Een cirkel met straal a en een cirkel met straal b 
raken elkander uitwendig. Het raakpunt is het hoekpunt 
van een draaienden rechten hoek, waarvan een been den 
eersten cirkel in een veranderlijk punt A en het andere 
been den tweeden cirkel in een eveneens veranderlijk 
punt B snijdt. | 

Wat is de meetkundige plaats van het midden der lijn AB: ? 
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9. Bepaal de gedaante en de bijzonderheden van de 
kromme lijn, die tot vergelijking heeft 
xs —y° =xy 
en geef eene schetsfiguur tot toelichting. 


Analyse en Stelkunde, 2de deel. (C.T. — W.L. —S.I—E LI.) 


1. Bepaal het volume van het lichaam, dat begrensd 
wordt door de volgende vlakken: 
a. de tweebladige hyperboloïde ; 


b. haar asymptotenkegel : 
er Oy 22 
a? bt ce? 
c. het platte vlak # =a; 
d. het platte vlak x=a(l +p), waarin p een positief 
getal is. 
2. Een door den oorsprong gaande ruimtekromme is 
gegeven door de vergelijkingen : 
a12 +(+ 4?) 


a 


Yn 


=e 5 bg tg De 
Indien een punt P, dier kromme de coördinaten x,, y, 
en z, heeft, dan is de lengte van den boog OP, der kromme 
gelijk aan «, +z,. Bewijs dit. 
3. Los y op uit: 


a: Te ty=?tsina. 


4 Bewijs, dat voor het veld 
y = b grad o, 
waarin bv en p functies zijn van r, rot v overal loodrecht 


1 ä 
staat op v. Bereken convv en rotv voor p= 

m 
wanneer c een constante vector is. 


Beschrijvende. Meetkunde. (CI. — W.L. — SIL. — EL.) 


1. Centrale projectie. Gegeven twee loodrecht kruisende 
lijnen. Gevraagd de centrale projectie van den bol, die 
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de twee lijnen snijdt in de hoekpunten van een regel- 
matigen tetraeder. 

De gegevens zijn zoo te kiezen, dat de tetraeder niet 
door het verdwijnvlak wordt gesneden. | 

2. Aaonometrie. Van een hyperbolische paraboloïde is 
XOY richtvlak en zijn YA en ZB richtlijnen; A is het 
midden van OZ, B het midden van OX. 

Gevraagd van de doorsnijding van paraboloïde met 
tafereel een willekeurig punt, de raaklijn in dit punt en 
de asymptoten. 

3. Rechthoekige projectie. T,(12,0,20) en T, (18, 0, 30) zijn 
de toppen van twee kegels met een gemeenschappelijke 
beschrijvende lijn. De eerste kegel snijdt het horizontale 
vlak volgens een cirkel met middelpunt M (—2, 12,0), de 
tweede volgens een ellips, waarvan het middelpunt in T,’ 
ligt, en waarvan de groote as een lengte 54 heeft en 
evenwijdig loopt aan de lijn MT’. Construeer van de 
doorsnede der kegels: 

a) de asymptoot, 

b) de raaklijn in T,, 

c) een punt, welks horizontale projectie op den schijn- 
baren omtrek van den eenen kegel ligt, 

d) een punt, welks verticale projectie op den schijnbaren 
omtrek van den anderen kegel ligt. 


Natuurkunde. (Algemeene Cursus, Iste deel.) 


1. Een rechthoekig blok, waarvan AB =50cM, AC = 20 
cM., AD ==30 cM drie ribben zijn, ondervindt op het vlak 
ACD en het daar tegenoverliggende een druk van 90 KG, 
op het vlak ADB en het daar tegenoverliggende een trek- 
kracht van 30 KG, op het vlak ABC een tangentieele kracht 
van 40 KG evenwijdig aan AC en van A naar C gericht, 
en op het tegenoverliggende vlak een gelijke tegengesteld 
gerichte kracht. Men vraagt: 

1° welke tangentieele krachten nog op een der andere 
stellen zijvlakken moeten werken om het blok in evenwicht 
te doen zijn, 

20 welke spanningen dan zullen optreden 

a) aan vlakken in het blok, evenwijdig aan ADC, 
b) aan vlakken evenwijdig aan ADB, 
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c) aan vlakken evenwijdig aan de ribbe AB en een 
hoek van 30° makende met het vlak ABC. 

De krachten zijn gelijkmatig verdeeld over de vlakken, 
waarop zij werken. 

2. 1 m? ideaal gas van 5° C en 2 atm druk wordt eerst 
verwarmd bij constanten druk totdat het volume 2 m? is 
geworden, daarna adiabatisch samengeperst totdat de druk 
dubbel zoo groot is geworden, vervolgens afgekoeld bij kon- 
stant volume totdat de druk 1 atm is. Alle veranderingen 
zijn omkeerbaar. Men vraagt te berekenen de temperaturen, 
die het gas achtereenvolgens verkrijgt en den arbeid, die 
bij deze veranderingen door of op het gas worden verricht. 


Natuurkunde. (Algemeene Cursus, 2de deel.) 


1. Door een oplossing van Cu Cl, gaat een stroom van 
9 ampère gedurende 5 minuten. Bereken hoeveel gram 
Cu Cl, in de omgeving van de anode uit de oplossing ver- 
dwijnt en hoeveel aan de kathode, als gegeven is, dat de 
snelheid voor een potentiaalverval van 1 volt per cM 

voor de Cu—ionen 0,000473 cm/sec 
voor de (l—ionen 0,000683 Te ns 
bedraagt, en dat door een stroom van 1 ampère per seconde 
0,934 mg water ontleedt, 
Geef een afleiding van de gebruikte formules. 


Ätoomgewichten : As Aves d0008% 
Or MEREL 
Guts 005,0 
GU ED: 


2. Een cirkelvormige winding met een straal van 10 cM 
is ingeschakeld in een leiding met een galvanometer. In 
de as van de winding, op een afstand van 4 cM van het 
vlak daarvan, bevindt zich een magneetpool. Bij ver wijde- 
ring van deze pool tot op zeer grooten afstand zal in den 
galvanometer een uitwijking van 18 schaaldeelen worden 
waargenomen. Bereken de sterkte van de magneetpool als 
nog bekend is, dat de galvanometer met een stroom van 
1 mikroampère een uitslag van 80 schaaldeelen verkrijgt, 
dat zijn slingertijd (heen- en weergang) 8 seconden bedraagt, 
en dat de weerstand van de geheele leiding 1 ohm is. 
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Natuurkunde. (Technische warmteleer.) 


1. Bewijs, dat de betrekking. 
Ee) 
pe ec, \RT 
bij benadering geldt voor een enkelvoudige stof, wanneer 
men daarop toepast de toestandsvergelijking van VAN DER 
WAALS. (De benadering wordt ingevoerd door a en b klein 
te onderstellen, ten opzichte van het volume ».) 

Welke waarde volgt hieruit voor de inversie-temperatuur 
van het JOULE-KELVIN-effect ? 

2. Gegeven de verbrandingswarmte van aethylalcohol 
(C‚H;OH) gelijk aan 325700 cal, die van koolstof gelijk 
aan 96000 cal, van waterstof gelijk aan 68000 cal, alle per 
grammolekuul en bij kamertemperatuur. 

_a) Bereken hieruit de vormingswarmte (uit de elementen) 
van 1 grammolekuul aethylalcohol. 

b) Hoeveel bedraagt de verandering van deze vormings- 
warmte met de temperatuur ? 


Soortel. warmte) Molekulair 

bij const. druk. gewicht. 
Waterstof. .… | 9,410 2,016 
Zuurstof . … 0,220 92,00 
Koolstof . . 0,119 12,00 
Aethylalcohol 0,574 46,05 


De te gebruiken vergelijkingen toelichten. 


Natuurkunde. (Bijzondere onderwerpen.) 


1. Een U-vormige glazen buis, aan beide einden open, 
ingericht als manometer, bevat olie, waarvan het soortelijk 
gewicht gelijk is aan 0,8. Men blaast aan het eene uiteinde 
een zeepbel en vindt voor de middellijn van de zeepbel 
12,5 mM, voor het niveauverschil van de olie in de beide 
beenen van den manometer 2,6 mM. 

a) Welke waarde volgt hieruit voor de opper vlakte-span- 
ning van de zeepoplossing, waaruit de zeepbel bestaat ? 

b) Tot welke hoogte zal deze zeepoplossing opstijgen in 
een kapillaire cilindrische buis, als de middellijn van de 
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cirkelvormig doorsnede dezer buis 0,5 mM bedraagt en als 
men onderstelt, dat de randhoek van de zeepoplossing in 
die buis 0° is? 


Het soortelijk gewicht van de zeepoplossing gelijk aan 


1,2 te stellen. 

De te gebruiken formules toelichten. 

2. Een evenwijdige bundel enkelvoudig licht doorloopt 
achtereenvolgens 1° een nicol P, 2° een !/,-golflengte- 
plaatje, waarvan de hoofdrichtingen hoeken van 45° maken 
met de hoofdsnede van P, 5° een plaatje, geslepen uit kalk- 
spaath evenwijdig aan de as, van welk plaatje ieder der 
hoofdrichtingen samenvalt met de daarmee gelijkwaardige 
hoofdrichting van het '/,-golflengteplaatje, 4° een nicol A. 

Welke is de kleinste dikte, die het kalkspaathplaatje moet 
bezitten, opdat het uit A uittredende licht zal worden uit- 
gedoofd bij evenwijdigen stand der nicols P en A. 

De golflengte van het gebruikte licht is A = 0,680 u, 
de hoofdbrekingsindices van kalkspaath voor dit licht zijn 
w== 1,654, € = 1,484. 

De te gebruiken formules toelichten. 


an 


CANDIDAATSEXAMENS JUNI 1917. 


Theoretische Mechanica. (W.I. — SI. — E.L) 


1. Een geliĳjkslachtige bol heeft volgens een rechte lijn 
op een ruw horizontaal vlak een zuiver rollende beweging ; 
hij staat onder den invloed van een kracht K, op het mid- 
delpunt M werkende, tegengesteld aan de beweging van M. 

Bewijs, dat M zich beweegt, alsof de massa van den bol 
daarin ware samengeperst en de kracht =4K ware. 

2, Een gelijkslachtige cirkelvormige plaat (middelpunt M, 
straal a, massa mm) hangt aan het punt A van haar omtrek. 
Zij ontvangt een stoot S, aangebracht loodrecht op het vlak 
der plaat in het punt B van den omtrek, zoodanig gekozen 
dat / MAB =45° is. 

Om welke as zal de plaat haar draaiing beginnen, hoe 
groot is dan haar hoeksnelheid en haar arbeidsvermogen 
van beweging ? 
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De Candidaten hebben de keuze tusschen vraag 8a en vraag 3b. 


Sa. Een samengestelde slinger bestaat uit een dunne 
gelijkslachtige staaf AB, waarvan de lengte =2/ en de 
massa mm, is, en een gelijkslachtigen bol, waarvan de 
straal =a en de massa=—= m, is. Het oppervlak van dezen 
bol is aan het uiteinde B van AB bevestigd en het middel- 
punt M ligt in het verlengde van AB. De stang wordt 
aan het uiteinde A opgehangen, horizontaal gesteld en 
daarna losgelaten. 

Hoe groot is de hoeksnelheid, als de staaf door den 
evenwichtsstand gaat, en hoe groot is dan de druk in het 
ophangpunt ? 

5b. Van een bewegelijke vierzijde «ABA is aA =a@ —=a; 
B2—=AB=b. Onderstel a <b en construeer de figuur in 
den stand, dat / Aa —=45°. Construeer in dien stand de 
pool P en de loodrechte snelheid BB, van B, aannemende 
dat A eenparig met een loodrechte snelheid Aa om « draait. 

Leid uit deze figuur de meetkundige plaats van Pen B, af. 


Theoretische Mechanica (Technologen). 


1. De homogene, overal even dikke, kettinglijn 
Nij % 
Ui Ze mid ë ), 
die per lengte-eenheid een gewicht 2 heeft, trekt een 
stoffelijk punt aan, dat zich in den oorsprong der coördi- 
naten bevindt en dat de eenheid van massa bezit. 

Gegeven is, dat de aantrekkingskracht tusschen tweè 
stoffelijke punten evenredig met de massa's en met den 
afstand dier punten is, en dat de constante der aantrek- 
kingskracht gelijk is aan 10. 

Met welke kracht wordt het gegeven punt aangetrokken 
door het gedeelte der kettinglijn, dat hangt aan twee even 
hoog gelegen punten, die op een afstand 2a van elkander 
verwijderd zijn ? 

2. In het hoekpunt A van een geliĳjkbeenigen driehoek 
ABC, waarvan de basis AB eene lengte 2a en de opstaande 
zijden ieder eene lengte al”2 bezitten, wordt een stoffelijk 
punt P met eene massa =1 geplaatst en daarna losgelaten. 
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Het punt P wordt door de hoekpunten van den driehoek 
aangetrokken met krachten, die evenredig met de afstanden 
van P tot die hoekpunten, en die op de eenheid van afstand 
gelijk aan k zijn. 

Bepaal de baan, die het punt P beschrijft, en de soort van 
beweging, die het punt verkrijgt. 

De zwaartekracht blijft geheel buiten beschouwing. 


Propaedeutische Examens na de Zomervacantie 1017. 


Analyse (Technologen en Mijningenieurs). 


1. In eene verhandeling van M. TRrAUTz, getiteld Phos- 
phorzerfall und Knallgaskette (Zeitschrift für anorganische 
und allgemeine Chemie, dl. 97, 1916, blz. 113) wordt eene 
functie @ gegeven door de vergelijking 

a 


ER Ë. 

Gevraagd voor welke waarde van t die functie een 
maximum of een minimum wordt. 

2. Een omwentelingscylinder wordt gesneden door een 
plat vlak, dat een hoek van 60° met het grondvlak maakt 
en dat door het middelpunt van het grondvlak gaat. — 

Bereken door integratie den inhoud van het lichaam, 
ingesloten door dat hellende vlak, het grondvlak en het 
cylinder vlak. 

De straal van den cylinder is a. 

8. In eene verhandeling van J. J. THOMSON, getiteld 
On the structure of the atom (Philosophical Magazine, ser. 6, 
dl. 26, 1913, blz. 792), vindt men de differentiaalvergelijking 

ner mn Cx 
dt? at’ 
Gevraagd deze te integreeren. 
De grootheden a, C en m zijn standvastig. 
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